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PRACTICA 7:
Funciones de varias variables.
Extremos

Derivadas parciales de una funcion

El primer objetivo sera aprender a calcular derivadas parciales, gradientes, hessianos... de fun-
ciones de varias variables, y aplicar todo ello al calculo de extremos relativos y condicionados.

Recordemos que el comando diff nos servia para calcular derivadas de funciones de una
variable. Pues bien, también nos va a servir para calcular derivadas parciales de campos escalares
de varias variables. Esto es

diff(f(x1,x2---),x1,n1,x2,n2,--+) derivada parcial de la funcion f(x1,x2,---)
respecto a x1, n1 veces, respecto a xp, Nz veces,...

Calculemos como ejemplo 3% y B%Eaf;, donde f(x,y) = sen(x) cos(yz):

(%11) f(x,y):= sin(x)xcos(y"2)$
(%i2)  diff(fix,y),x,2,y,1);
(%02) 2 sin(x)ysin(y?)

(%13) diff(f(x,y),x,1,y,1);
(%03) -2cos(x)ysin(y?)

Con las derivadas parciales de primer orden construimos el vector gradiente (V f(a)) de un
campo escalar en un punto, y la matriz jacobiana (J f(a)) de un campo vectorial en un punto. Para
ambos calculos utilizaremos el mismo comando: jacobian(f,x). Por ejemplo: jacobian

(%14)  jacobian([f(x,y)]1, [x,y1);
(%04) [cos(x) cos(y?) -2sin()y S'in(yz)]

Ahora bien, si queremos calcular la matriz hessiana de un campo escalar, utilizaremos el co-
hessian mando hessian de la forma siguiente:

(%16) hessian(f(x,y), [x,y1);

-sin(x)cos(y?) -2cos(x)ysin(y?) }

00 | ey aints?y -25inGosintrSy e mooricos ()

Recuerda que las derivadas cruzadas de segundo orden coinciden para funciones “suficien-
temente buenas”. Ademas, hay que comentar que, si estamos calculando el gradiente (o matriz
jacobiana) de un campo escalar, mientras en el comando hessian la funcion se escribe f(x, v), en
el comando jacobian la funcién hay que escribirla entre corchetes. La razon es que este comando
sirve tanto para campos escalares como vectoriales.
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Extremos relativos
El método para encontrar extremos relativos de funciones de varias variables suficientemente derivables
consiste en buscar primero los puntos criticos, es decir, puntos donde se anula el gradiente, y después
estudiar la matriz hessiana en esos puntos. Los resultados que conocemos nos aseguran que todos los
puntos extremos de una funcién estan entre los puntos criticos, con lo que una vez calculados éstos nos
dedicaremos a estudiar la matriz hessiana en ellos.

Para comprobar qué tipo de puntos son los puntos criticos definimos la matriz hessiana, H.
Si[HF0y Ok, x £ [x, y]<0 en ese punto critico hay un maximo.

Si[HF0y 0k, x £ [x, y]>0 en ese punto critico hay un minimo.

Si |H|<0 en es punto critico no hay maximo ni minimo.

Si |H|=0 puede existir o no extremo, en este caso haria falta realizar un estudio mas
detallado.

Ejemplo Calculemos los extremos relativos de la funcién f(x, ¥) = x3 +3xy2 —15x - 12y.
Primero definimos la funcion, y calculamos su gradiente y su matriz hessiana.

(%i43) T(x,y):i= x73+3%x*y 2-15%x-12%y;
j:jacobian([f(x,y)],[x,y]);
define(h(x,y),hessian(f(x,y),[x,y1));

(%043)  FOx,y) :=xX3+3xy?+(-15)x+(-12)y
(%044)  [3x%+3y%-15  6xy-12|

(%045) 6x 6y
by —6x

Para calcular los puntos criticos podemos irnos a Ecuaciones—Resolver sistema algebraico e ir
rellenando los datos que nos van pidiendo. De esta forma entra en accion el comando algsys para
resolver sistemas de ecuaciones. A la hora de llamar a las ecuaciones, lo haremos de la siguiente
forma:

(%$11) realonly:true;

(%$0l) true

(%i46)  pcrit:algsys([j[1,1],3[1,2]1],[x,y]);
(%046)  [[x=2,y=1], [x=1,y=2], [x=-1,y=-2], [x=-2,y=-1]]

donde j[1,1] es el primer elemento del gradiente, es decir g% v jl1,2] es el segundo, es decir g%.
Observad que el resultado es una lista de listas de puntos; lista que ademas hemos llamado pcrit

para luego poder acudir a ella a la hora de evaluar la matriz hessiana en los puntos criticos

obtenidos.
Observad también que cdmo Unicamente nos interesan las raices reales, hemos incluido la orden

realonly. Calculariamos ahora la matriz hessiana en cada uno de los puntos criticos para clasificarlos.
Por ejemplo en el primero obtenemos:

(%140) perit[l];
(%3040) [x=2,y=1]

(%141) h(x,v),pcrit[l];

12 &
(%o041) { ]
6 12

(%¥142) determinant (%) ;
(%042) 108
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Por tanto, en el punto (2,1) la funcién f presenta un minimo relativo. Asi mismo, en (-2,-1) hay un
méximo relativo:

(¥143) pcrit[4]:
(3043) [x=-2,y=-1]

(%144) h(x,v),pcrit[4]:

-1z -6
(%044)
-6 -1z

(%145) determinant (%) ;
(2045) 108
Mientras que en los puntos (1,2) y (-1,-2) la funcion f presenta puntos de silla.
(%149) pcritl[Z]:
(%04%) [x=1,y=2]

(%150) hix,v),pcrit[2];
& 12

(2050)
12 &

(%¥151) determinant (%) ;
(%031) -108

La gréfica de la funcién nos da también una idea de los extremos:
_7 (2110) wxplot3d(x"3+3*x*y~2-15%x-12%y, [x,-3,31, [v,-3,31)$

3anaey"2=12%y+Rr"F-15%K

(%t10)

Y las curvas de nivel, centradas en el punto critico (2,1), nos muestran claramente la presencia en ese
punto de un minimo:

L (%113) wxplot3d(x"343*%x*y~2-15%x-12+%y, [x,1.5,2.5], [v,0.5,1.5],
[gnuplot_preamble, "set pm3d at b"]1)$§

FEusy2=12%y+u"I=15%0

(%t13)

LI
ettt el b
ml_amuumw
g aad

Prueba a hacer lo mismo con el resto de los puntos criticos, y prueba también distintas gréficas de la
funcién centradas en dichos puntos.
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Ejemplo Calculemos los extremos relativos de g(x, v) = (x2+3y2) el-xt-y . Comenzamos
definiendo g:

(%149) g(x,y) :=(x"2+3*y " 2) *exp(1-x"2-y"2) %

Calculamos ahora los puntos criticos como en el ejemplo anterior y tenemos:

(%150) j:jacobian([g(x,y)],[x,y]1)$
(%151)  pcrit:algsys([j[1,1]1,7[1,21]1,[x,y1);
(%051) [[X=0!y=o] 1 [X=_l!y=o] H [X=1,Y=0] 1 [X=0,y=—1] 1 [X=0,y=l]]

y vamos a calcular la matriz hessiana y a clasificarla en cada uno de los puntos criticos encontrados:

(%156) pecrit[l]:
(%056) [x=0,y=0]

(%$157) h(x,vy),pcrit[1l];
2 e L8]
(%057)
a 6 %e

(%158) determinant (%) ;
(%058) 12 %e?

Asi, en el punto (0,0) tenemos un minimo y, razonando de la misma forma en los otros cuatro
puntos, dos puntos de maximo en (0,—1) y (0, 1), asi como dos puntos de silla en (-1,0) y (1,0).
Podemos observar esto en la grafica de la funcion, mejor aun si a la vez dibujamos las curvas
de nivel:

(%16) wxplot3d((x"2+3*y"2) *exp(l-x"2-v"2),[%,-2,2]1,[v,-2,21,
[plot_format,gnuplot], [gnuplot_preamble, "sst pm3d at b"])5

(Ixy"24+51"2 ) xHe" {~y ™ 2-r"2+1}

(3te)

O la propia gréfica de la funcién.

($17) wxplot3d((x"243%y"2)*exp(1l-x"2-v"2), [x,-2,2]1,[v,-2,2]1,
[plot format,gnuplot]) s

(Foy™24x"2)%He " (=Y 2=x" 241}

D@ ENMNE W
. . .
L] 1]

1]

(2t7)
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Extremos condicionados

Usaremos el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular extremos condicionados. Se trata
de optimizar una funcion de varias variables en el conjunto de puntos que verifique una cierta ecuacién o
ecuaciones. Dada una funcidn suficientemente diferenciable, y una curva o superficie en forma implicita,
el método consiste en encontrar los puntos de dicha curva o superficie que verifica un sistema auxiliar,
Ilamado “sistema de Lagrange”, que dara el equivalente a los puntos criticos. En vez de comprobar la
condicién suficiente basada en la diferencial segunda, analizaremos la naturaleza de los puntos criticos,
con razonamientos de tipo geométrico.

Por comodidad usaremos el simbolo a para el multiplicador.

Ejemplo. Hallar las distancias maxima y minima del origen a los puntos de la elipse x"2+2*y"2=1.

Comenzamos definiendo la funcién f, la condicion y la funcion auxiliar de Lagrange:

(3i1) £(x,y):=(x"2+y™2) ~(1/2);

5 5 1/2
(201) f(x,y):=(x"+y")

(%512) gl=,y) :=x"242%y"2-1;
(202) g(x,y)i=x"+2y°-1

($13) Fix,vsa) :=f(x,v)+a*g(x,v);
(¥03) Flx,y,a):=f(x,y)taglx,y)

Definimos el gradiente y planteamos el sistema de Lagrange:

(¥14) J:jacobian([F(x,y,a)],[x,v,al};

¥ . .
+2ax ———=+%ay 2y +x"-1

X
(%04) \"r——> Tz 2
e YAJI_‘_(‘ y4+x‘

($i5) perit:algsys([j[1,11, F[1,2]1, JI[1,311, [x,¥,a1)7

1
a=———J, [x=0,y=——,a=—

1 1
A2 23/2 e 53/2

1 1
(%05) {[x=1,y=0,a=—5} . Ix=—1,y=0,a=—3} P Mx=0,y=

Por ultimo, valoramos la funcién en los puntos criticos.

(%516) f£(x,v),pecrit[l];
(%06) 1

(%17) fi(x,v),pcritl3]1;

1
(507) —

NE

Por consideraciones geométricas llegamos a la conclusion de que las distancias maxima y minima son,

. 1
respectivamente, 1y —

N2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1)
a) Representar grificamente v hallar los maximos y minimos relativos de la

funcién:

2

f(z,y) = ' + 9% — 32> — 6ay

b) Representar graficamente las curvas de nivel en un entorno de los maximos
o minimos hallados, para comprobar los resultados obtenidos.

2)
a) Representar grificamente v hallar los maximos y minimos relativos de la
funcién:
: _ .5 3 2 2
flz,y) = z° — 8z” 4+ 25z* — 32z — 6zy + Yy
b) Representar graficamente las curvas de nivel en un entorno de los maximos
o minimos hallados, para comprobar los resultados obtenidos.

3)
a) Representar graficamente y hallar los maximos y minimos relativos de la
funcidén:
: 4 4 2 2
flzy) =2" +y +227y
b) Representar graficamente las curvas de nivel en un entorno de los maximos

o minimos hallados, para comprobar los resultados obtenidos.

4) Representar graficamente la elipse de ecuacién
132? — 102y + 13y% — 72 =0

Hallar las distancias maxima y minima del origen a dicha elipse.



