TEMA 2: Calculo Integral en una variable

Célculo para los Grados en Ingenieria

EPIG - UNIOVI
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INTEGRAL INDEFINIDA
SD

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Definiciones
» Funcién primitiva
Decimos que la funcion F(x) es una funcién primitiva de f(x) si
F'(x) = f(x)
para todo punto x del dominio de f.

» Funcién integral indefinida

Dada la funcion f, se llama funcion integral indefinida de f al
conjunto de todas sus funciones primitivas. Se suele escribir

/f(x)dx — F(x)+C
con C constante arbitraria, y F una primitiva cualquiera de f.
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales inmediatas

/exdx =+ C
/senxdx = —cosx+ C
/tgxdx = —In|cosx| + C

/sec2 xdx =tgx+C

/ o arctg x + C
T X
1+ x2 &

1
/fdx:|n|x|—|—C
X
px
/pxdx:——FC, p>0 p#1
Inp
/cosxdxzsenX—I—C
/cotgxdx: In|senx| + C
/ cosec? xdx = — cotg x + C

/‘ dx 1 ‘ X+C
21x2 208,
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales inmediatas

dx 1 1+ x dx 1 a—+ x
—_— = — —_—_— C
/l—x2 2|n’1_x—|—C /32—x2 2a|n a— +
/L:arcsenx—i—C /LzarcseninLC
V1—x2 Val —x2 a
dx
/7:|n’><+\/x2:t1’+C /shxdx:chx+C
Vx2+1
dx
/7:In‘x+\/x2:|:az’+(: /CthX:ShX+C
VX2 + 22
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INTEGRAL INDEFINIDA
INT )EFINID

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Propiedades
» Linealidad de la integral

Dadas dos funciones f y g que admiten primitiva y una constante
k € R se verifica

i)/(f(x)+g(x))dx:/f(x)dx—i—/g(x)dx
ii)/kf(x)dx - k/f(x)dx

> Propiedad

Dada una funcién f(x) que admite primitiva y dos constantes
a, b € R se verifica

Si /f(x)dx — F(x)+C= /f(ax)dx - %F(ax) +C

Si/f(x)dx - F(x)+C:>/f(x+b)dx:F(x+b)+C



INTEGRAL INDEFINIDA
SD

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Técnicas generales de integracién

» Cambio de variable

> Integracion por partes

» Férmulas de reduccién

» Integrales de funciones racionales

> Integraciéon de funciones reducibles a racionales
> Integracion de funciones trigonométricas

» Integracion de algunas funciones irracionales cuadraticas
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INTEGRAL INDEFINIDA
SD

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Cambio de variable

Sea ¢(t) una funcién con derivada ¢’(t) continua y que admite inversa,
y sea f(x) una funcién continua. Entonces, haciendo x = ¢(t), se tiene

[ flol g (t)de = [ Fx)dx

Una vez resuelta la integral en la nueva variable (la cual se supone mas
sencilla) debe deshacerse el cambio realizado.
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INTEGRAL INDEFINIDA
INTEGRALES DEFINIDAS
CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE INTEG APROPI/

INTEC

Integracion por partes

Dadas dos funciones derivables u y v se verifica

/udv:uv—/vdu

Como "regla” general la integracion por partes es recomendada para inte-
grales de la forma

polinomio - funcién logaritmica
polinomio - funcién trigonométrica inversa
dv u

y también de la forma

polinomio -  funcién exponencial
polinomio - funcién trigonométrica
u dv
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INTEGRAL INDEFINIDA
INTEGRALES DEFINIDAS
CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE INTEG APROPI/

INTEC

Férmulas de reduccién

Sea I, una integral indefinida que depende de un nimero natural n.
Se denomina férmula de reduccion a una relacién recurrente del tipo

f(lnv In+1y ey /n+p, n, X) =0
En la mayoria de los casos précticos la relacion recurrente es del tipo
In="f(l,_1,x,n)

con lo que nos basta conocer una integral para obtener las siguientes.

> Para obtener la férmula de recurrencia se suele utilizar integracion
por partes.
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INTEGRAL INDEFINIDA
SD

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales de funciones racionales

Funcidn racional expresada como cociente (fraccién simplificada y propia)
de dos polinomios

Q(x)

f(x)

» Método: Descomposicion en fracciones simples segtin las
raices del denominador

f(x)=0
A cada:

1) Raiz real simple a

le corresponde una fraccion:
A

(x—a)
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales de funciones racionales
A cada:
2) Raiz real mdltiple a de orden n
le corresponden n fracciones:
An An—1 Ay
x—a)  (x—apt T

(-2

3) Par de raices complejas conjugadas simples

le corresponde una fraccién:
Ax+ B
x2+px+gq

4) Par de raices complejas conjugadas muiltiples de orden n
le corresponden n fracciones:
Apx + Bp Ap—1x+ Bh1 Aix+ By
(x2+px+q)" (x2+px+q)"71 X2+ px+g




CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales de funciones racionales

Primitivas de las fracciones simples

A
Tipol)/ dx = Aln|x —a| + C
x—a
A A(x —a)~ "+t
Tipo 2 = C, 1
ipo 2) /(x—a)”dX —n+1 tCon#
. Ap
Ax+ B 2 B—- %
Tipo 3) /#x / 2x+p dx /272dx
Xc+px+q X<+ px+q X<+ px+q
2X+p A 2
= —| C
2 Tiptg = bty
B_Ar B_Ar B_Ap _
/72dx = / 2 5 dx = 2 arctg N +c
x2+px+q (x—r)2+s s s
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INTEGRAL INDEFINIDA
INTE DE

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integracién de funciones reducibles a racionales

Integrales del tipo
/ R(F(x))dx

con R una funcién racional y f una funcién cuya inversa tiene derivada
racional.

» Para este tipo de funciones, el cambio de variable
f(x)=t

transforma la integral en racional.
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INTEGRAL INDEFINIDA
INTE DE

O INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integracién de funciones trigonométricas

Integrales del tipo

/ R(sen x, cos x)dx

con R funcién racional.

» Cambio universal

Se pueden reducir siempre a una integral racional con el cambio de variable

1—1t2 2dt
senx = ———-; ;o ax
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INTEGRAL INDEFINIDA
INTE EF

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integracién de funciones trigonométricas

» Cambios Alternativos

Si R es una funcién Cambio:
i) impar en senx cosx — t
R(—senx, cosx) = —R(sen x, cos x) N
ii) impar en cos x senx — t
R(sen x, — cosx) = —R(sen x, cos x) o
iii) par en senx y cosx tex = ¢
R(—senx, — cos x) = R(sen x, cos x) X =
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integracién de funciones trigonométrica
» Métodos Alternativos
iv) Las integrales

/ sen ax cos bxdx; / sen ax sen bxdx; / €os ax cos bxdx

se tranforman en integrales inmediatas mediante las férmulas

2senAsenB = cos(A— B)—cos(A+ B)
2cosAcosB = cos(A— B)+cos(A+ B)
2senAcosB = sen(A— B)+sen(A+ b)

v) Las integrales del tipo

/ sen” xdx; / cos” xdx

siendo n un exponente positivo y par, se simplifican mediante las férmulas
5 1—cos2x 2 14cos2x

sen x = ———: Cos” x
2 2
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INTEGRAL INDEFINIDA
INTE DE

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integracidn de algunas funciones irracionales cuadraticas

Las integrales del tipo
/R Va2 £ x2)dx y / x, V' x2 — a%)dx

con R funcién racional se pueden reducir a alguno de los tipos analizados
anteriormente mediante los siguientes cambios de variable:

R(x,va? — x2) se resuelve con el cambio x = asent 6 x = acost
R(x,Va%+ x2) se resuelve con el cambio x = atgt é x = asht

R(x,Vx? —a%) se resuelve con el cambio x = asect 6 x = acht
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INTEGRALES DEFIN
G S IMF

O INTEGRAL EN UNA VARIABLE INTE

Definicion de la integral de Riemann
Sea y = f(x) una funcién acotada en un intervalo [a, b].

» Particién
Se llama particion del intervalo cerrado [a, b] a todo conjunto
finito

P={x0,x1,%0,....,%0 / a=xp <x3 <x2 <..<xp=b}

Supongamos que f(x) > 0,Vx € [a, b]. Efectuamos una particién P; en
n intervalos parciales. Sea m; el infimo de f y M; el supremo de f en cada
intervalo. Se denominan suma inferior y suma superior correspondiente a

la particién Py a:

n
si(P1) = mi(x;i —xi_1) = Y_ mjAx;
i=1

- I

Il
—

n
S1(P1) = Mi(xi — xi—1) = Y MiAx;
i=1
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

y Areas
s 0 M(b-a) )
- ! Y=1(X | '
N Sl
s s
% | Lo B
/o : ] S | |
! : ] b-a) ' ' ! ! .
L : :_b x  mb-d) : : ; 3 Particiones
0 aX%X X X X X5 Xs X= P, P, P, P, P,
Suma inferior y suma superior. Sucesién de sumas.

Repetimos indefinidamente este proceso con particiones P3, Py, ... cada
vez mis finas.
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INTEGRALES DEFINIDA
CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE INTEG S

INTE

Definicion de la integral de Riemann

> Funcioén integrable en el sentido de Riemann
Cuando

limspy,=s= IlimS,=S5
m—0o0 m—0o0

se dice que la funcion y = f(x) es integrable (en el sentido
Riemann) en el intervalo [a, b] .

A dicho valor comtin s = S se le denomina integral definida segtin Riemann

y se le representa por
b
/ f(x)dx
a
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LES DEFINIDAS

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Definicion de la integral de Riemann

» Otra forma de imponer la condicién de integrabilidad.
Consideremos una particiéon P; en n intervalos parciales. Tomemos
en cada subintervalo un punto intermedio ¢; € [x;_1, x;] y formemos
la denominada suma de Riemann

n

Sp = Z f(C,')AX,'

i=1

Repitiendo de nuevo este proceso con particiones cada vez mds finas,
de forma que n tienda hacia oo, la integrabilidad de la funcién se
basa en la existencia de limite de la sucesién de sumas de Riemann.
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Definicion de la integral de Riemann

» Funcién integrable en el sentido de Riemann

La funcién y = f(x), acotada en el intervalo [a, b], es integrable
(en el sentido Riemann) en dicho intervalo cuando, para cualquier
sucesion de particiones con n — o0 y cualesquiera que sean los
puntos c; elegidos, existe un mismo limite para la sucesion de
sumas de Riemann. Este limite es la integral definida.




CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Interpretacion geométrica de la integral definida

Siy = f(x) es integrable en [a, b] y f(x) > 0,Vx € [a, b], el
valor

A= /ab £ (x) dx

representa el drea A encerrada por la curva 'y = f(x), el eje Ox
y las rectas x = a, x = b.
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Funciones Integrables

» Toda funcién y = f(x) mondtona en un intervalo cerrado [a, b] es
integrable en el mismo.

» Toda funcion continua en un intervalo cerrado es integrable en el
mismo.
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Propiedades de la integral definida

» Si f(x) y g(x) son integrables en [a, b], la funcién f(x) + g(x) es
también integrable en dicho intervalo, verificindose

/ab [f(x) +g(x)] dx = /b f(x)dx + /abg(x)dx

a

> Si f(x) es integrable en [a, b], la funcién K - f(x) es integrable en
dicho intervalo y se verifica

/ab KF (x)dx = K./Eb F(x) dx
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Propiedades de la integral definida

» Si f(x) es integrable en |a, b],

f(x)| también lo es.

> Si f(x) es integrable se verifican las siguientes expresiones

[ reoac= [ e [Trood=0: [ reod= — [ ria

a

> Si f(x) es integrable, cualesquiera que sean a, b y c, se verifica

/ab f(x)dx:/: f(x)dx+/cb f(x)dx
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Propiedades de la integral definida

» Si f(x) > 0,Vx € [a, b] entonces
b
/ F(x)dx > 0
a
» Si f(x) > g(x),¥x € [a, b] entonces

/ab f(x)dx > /abg(x)dx

» Si f(x) es integrable en [a, b], se verifica

/ab (x) dx g/ab|f(x)|dx
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Propiedades de la integral definida

» Valor medio

Sea f(x) una funcion acotada e integrable en el intervalo [a, b.
Se llama valor medio de dicha funcion en ese intervalo [a, b] al
niamero real dado por

= L
=3 /af(x)dx

» Primer teorema del valor medio

Si la funcion f(x) es continua en un intervalo [a, b] existe algin
punto c € [a, b] tal que

Flc) = bia/ab F(x)dx
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INTEGRAL INDEFINIDA
INTEGRALES

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Teoremas Fundamentales del Calculo

» La integral como funcién de su limite superior.

F(x) = /:f(t)dt

/\ y=A(0)

FO)

a X
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Teoremas Fundamentales del Calculo

» Primer teorema fundamental del calculo

Sea f(t) una funcién acotada e integrable en el intervalo cerrado
[a, b]. En estas condiciones, la funcién F(x) definida por

en donde x € [a, b, es continua en [a, b].
Asimismo, si f(t) es continua en el intervalo |a, b], entonces
F (X) es derivable en dicho intervalo, verificindose que

dF (x)
dx

= f(x), Vx € [a, b]

Tema 2



CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Teoremas Fundamentales del Calculo

» Segundo teorema fundamental del calculo. Regla de Barrow

Sea f(x) una funcion integrable en el intervalo [a, b] y supong-
amos que existe alguna funcién F(x) continua para la que en
dicho intervalo se verifique

F'(x) = f(x), Vx € [a, b]

En estas condiciones
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Calculo de integrales definidas

» Integracién por partes

Dadas dos funciones con derivada continua u(x) y v(x), Vx € [a, b] se

verifica
b b b
/ udv = [uv]; —/ vdu
a a

» Cambio de variable

Sea ¢(t) una funcién con derivada ¢’ (t) continua Vt € [a, b] y que admite
inversa, y sea f(x) una funcién continua Vx € [¢(a), ¢(b)]. Entonces,
haciendo x = ¢(t), se tiene

[ raase = [ Flpto] ol e)ce

¢(a)
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales Impropias

» Definicion

Se dice que la integral

/ab f(x)dx

es una integral impropia, si el intervalo de integracion [a, b] es in-
finito, o bien cuando la funcién subintegral f (x) no estd acotada
en algin o algunos puntos de dicho intervalo.
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE INTEGRALES IM OPIAS
ALES PARAN

Integrales Impropias de Primera especie
> Definicién
Dada una integral impropia, diremos que es de primera especie

si tiene infinito en su intervalo de integracion y la funcion subin-
tegral f(x) estd acotada en dicho intervalo. Por consiguiente

./‘;+°° f(x)dx; /_boo f(x)dx; /:: f(x)dx

son las tres formas en que pueden presentarse estas integrales.

y
— % 0

0 a 0

Tema 2
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EFINIDAS

CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales Impropias de Primera especie

» Definicién

I = /:oof(x)dx: lim /aMf(X)dx

M—+oco

b b
/700 (x)dx Nirnw \ (x)dx

o C e}

| = / f(x)dx:/ f(x)dx+/ F(x)dx
—00 —00 c
c M
= lim / f(x)dx + lim f(x)dx

N——coJN M—+c Jc

Convergente, si existe el limite y éste es finito
Laintegral | es: Divergente, cuando el limite es infinito
Oscilante, si no existe dicho limite
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Primera especie. Criterio de Convergencia

Sea la integral impropia de primera especie

| = /:o F(x) dx

con f(x) acotada y no negativa en [a, c0).
Proposition
> Criterio del Limite
Si

lim f(x) _ [ K finito (puede ser0) con A >1 == | es convergente
x—e 1 | K #0 (puede ser o) con A <1 =1 es divergente
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales Impropias de Segunda especie
» Definicion
Se dice que una integral impropia lo es de segunda especie si

la funcién subintegral f(x) no estd acotada en algiin o algunos
puntos de su intervalo de integracion. Casos:

1. f(x) no acotada en el extremo superior b del intervalo.
b b—e
[ fxax = tim 7 F(x)de
a e—0+ Ja
2. f(x) no acotada en el extremo inferior a del intervalo.
b b
/ f(x)dx = lim / f(x)dx
a e—0T Ja+e
3. f(x) no acotada en ambos extremos.

/abf(x)dx: lim  lim /ab£2f(x)dx

e —0Te;—0t+ Jate
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales Impropias de Segunda especie
» Definicion

4. f(x) no acotada en un punto intermedio ¢ € (a, b).

[ oL [ s [

Convergente, si existe el limite y éste es finito
La integral | es: Divergente, cuando el limite es infinito
Oscilante, si no existe dicho limite
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Segunda especie. Criterio de Convergencia
Sea la integral impropia de segunda especie
b
I = / f(x)dx,con f(b) =00 o f(a) =00
Ja

» Criterio del Limite
Sea | cualquiera de los limites
f f
lim (x) (cuando f(b) = o0); lim (x) (cuando f(a) = o)

1 L1
(b—x)" T8 x-a)

Si— K finito (puede ser 0) con A < 1= | es convergente
" | K #0 (puede ser0) con A >1= | es divergente
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales Paramétricas
> Definicién

Las integrales de la forma

b
/a (f(x, A1, Ag, ... )dx

donde A1, Ay, ... son pardmetros que permanecen constantes du-
rante la integracion, pudiendo a su vez los extremos a y b depen-
der o no de dichos pardmetros, reciben el nombre de integrales
paramétricas.

Nuestro estudio se limitard a integrales dependientes de un pardmetro A,
las cuales denotaremos por

I(A) = /ab F(x, A)dx
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales Paramétricas

> Ejemplo. Transformada de Laplace

Sea f(t) una funcién definida para t > 0. Si converge la integral
impropia

+o00
/0 e S'f(t)dt

decimos que f(t) admite transformada de Laplace y se denota
por

F(s) = L [F()] = /Om e St (t)dt
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales Paramétricas
» Ejemplo. Funcién I' de Euler

Se denomina funcién T de Euler a la integral impropia

+o0 1
I'(p) =/ xP~re ™ dx, p>0
0

y recibe también el nombre de integral de Euler de primera es-
pecie. Se demuestra que la integral impropia es convergente para
todo p > 0.

Propiedades de la Funciéon I' de Euler
a)T(1/2) = =
b) T(p)I'(1—
JTEr-p) =

co)I(p+1) = pI(p), p>0

O0<p<l1
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales Paramétricas
» Ejemplo. Funcién B de Euler

Se denomina funcién B de Euler a la integral

1
B(p,q):/o xpfl(l—x)qfldx, p.g>0

y recibe también el nombre de integral de Euler de segunda es-
pecie. Se demuestra que la integral impropia es convergente para
todo p,q > 0.

Propiedades de la Funcién B de Euler

a) B(p.q) = B(q,p), Vp.q>0
7T/ 2
b) B(p,q) = 2/ sen’? ! x cos?97 1 xdx, Vp,q >0
0
T'(p)T
<) B(p.q) m, Vp,g>0
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Integrales Paramétricas. Propiedades
» Continuidad

Si la funcién f(x, A) es continua en la bola cerrada
B:{(x,/\)G]R2/a§x§b,c§/\§d}

entonces la funcion I(A) es continua VA € (¢, d).

» Derivabilidad
Caso a) Caso en que los extremos a y b no dependen del parametro

I(A):'/abf(x,/\)dx — %:/j F(x, A) dx

Caso b) Caso en que los extremos a y b dependan del parametro

di(A, a, b) db da

an —f(a,A)—

b(A)
:/2( Fl(x, A)dx + F(b, A) 2= =

A) dA



CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Aplicaciones de la Derivacién Paramétrica

La derivacién bajo el signo integral permite en muchas ocasiones calcular
integrales que dependen de un pardmetro. Sea la integral paramétrica

I(A) = /ab F(x, A)dx

cuya resolucién directa se considera complicada. Mediante derivacién

di(A)
—n = h)
di(A) = h()\)d/\:>l()\):/h()\)d)\

integral ésta que puede ser mucho mas sencilla que la dada y de cuya
relacién se tendrd

I(A) = /h(A)d/\ = H\) +C
Para hallar C basta conocer la integral dada por algtin valor de A.
I(Ao) = H(Ao) + C = C =1(Ag) — H(Ao)



CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Areas planas
Si y = f(x) es integrable en [a, b]

(a) Si f(x) >0,Yx € [a,b]: Azfa f( )dx
(b) Area entre dos curvas y = f(x),y = g(x): A= f |f(x (x)|dx
(c) Si f(x) cambia de signo en [a, b] : A= f \dx

y
B

y ] y
—% y=f(x)

| Aea |
i i PN y=g(9
i R ‘

a x=b a

X

(@ (b) (©

Nota: Para que el drea sea positiva el intervalo de integracién debe tomarse
siempre creciente.

Tema 2



CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Longitud de un arco de curva

Si y = f(x) es una curva con f’(x) continua Vx € [a, b], el valor

L= /ab V14 [F/(x)]dx

representa la longitud del arco de curva y = f(x) limitada por los puntos
(a,f(a) y (b, f(b).

y=1(x) (b,f(b))

(af(@) §

1
1
I
Xx=a x=b

Nota: Para que la longitud sea positiva el intervalo de integracién debe
tomarse siempre creciente.
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CALCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE

Areas y Volimenes de cuerpos de revolucién

Consideremos el cuerpo de revolucién engendrado por el trapecio curvilineo
limitado por la curva y = f(x), el eje Ox y las rectas x = a, x = b al girar
alrededor del eje Ox.

Volumen = 7'(/ab [f(x)}2 dx

Area — 27r/abf(x) 14 [F(x)]2dx

Nota: Para que el drea y el volumen sean positivos el intervalo de inte-
gracién debe tomarse siempre creciente.

Tema 2



	CÁLCULO INTEGRAL EN UNA VARIABLE
	INTEGRAL INDEFINIDA
	INTEGRALES DEFINIDAS
	INTEGRALES IMPROPIAS
	INTEGRALES PARAMÉTRICAS
	APLICACIONES GEOMÉTRICAS


