TEMA 4: Funciones de varias variables

Célculo para los Grados en Ingenieria
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES AP MITESRACONTIEDED

DIFERENCIAL

Definiciones

» El espacio R"

Sabemos que un punto en la recta real viene representado por un nimero
real x, que un punto en el plano lo representamos por un par ordenado
de ndmeros reales (x1,x2) y que un punto en el espacio tridimensional es
una terna ordenada de nimeros reales (x1,x,x3). De la misma forma
definiremos un punto en R” como:

» Punto

Llamaremos punto n-dimensional a un conjunto ordenado de n
ntimeros reales x1, xp, ..., Xp que denotaremos por

X = (X1, X0, ..., Xn)

Al conjunto de todos los puntos n-dimensionales se le denominara espacio
n-dimensional y se denotara por R".



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES S\ ORI

Y
Y DIFERENCIAL

Definiciones
» Norma

Llamaremos norma en R" a toda aplicacion de R" en R que

denotamos por
R" — R

x = x|
verificando, con x, y e R" yae R :
a) lx]| = o; b) x|l =0 & x =0
o) lla-x[[ =1al - [[x][; d) [x+yl <[+l

En la mayoria de los casos y si no se expresa lo contrario, supondremos
que trabajamos con la norma euclidea

n
Ixll =V bal + el + 4 [l & X2 = 1o = x-x
i=1
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DIFERENCIAL

Definiciones

» Distancia

Para cada par de puntos x, y de R" se define como distancia
entre ellos, al nimero real

d(x,y) =[xyl

Facilmente se pueden comprobar las siguientes propiedades con x, y, z €
R".

a)d(x,y) >0; b)d(x,y)=0&x=y
c)d(x,y)=d(y,x); d)d(xy)<d(x.z)+d(zy)
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LIMITES Y CONTINUIDAD
Y DIFERENCIAL

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Definiciones
» Bola

Dado un punto a perteneciente a R" y un nimero real positivo r
se denomina bola abierta de centro a y radio r, y se denota por
B(a, r) al conjunto

B(a,r) ={xeR"/||x—al| <r}

Se denomina bola cerrada de centro a y radio r, y se denota por

B(a, r) al conjunto
B(a,r)= {xeR"/||x—al <r}
Asi, en R, B(a, r) serd el intervalo de centro ay radio r (a—r,a+r).

B(a,r) = {xeR"/|x—a|<r}
{xeR/a—r<x<a+r}
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Y DIFERENCIAL

Definiciones
En R?, B(a, r) serd el circulo de centro (ay, ap) y radio r.

Blar) = {(xy) €R?/||(x.y) —(ar, )] < r}

= {0y eRY/ (x—a) + (v - 2)? < 2}
En R3, B(a, r) sera la esfera de centro (ay, a3, a3) y radio r.
Bar) = {(xr.2) €R/||(xy.2) = (ar.22.23)] < r}

= {(x,y,z) ERY/(x—a1)’+ (y—a)?+ (z—a3)? < r2}

y L

(Yo Yor Z0)
r
Yo \\ v

0 X

Tema 4
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DIFERENCIAL

Definiciones

» Entorno

Entorno esférico de un punto x € R", es cualquier bola abierta
B(x, r) de centro x.

A los entornos esféricos los denominaremos simplemente entornos vy al
entorno de x, lo designaremos por U(x) sin hacer referencia al radio de la
bola, si no es necesario por alglin motivo.

» Entorno reducido

Sea r un nimero real cualquiera. Se denomina entorno reducido
de x al conjunto

U (x) = B(x,r) — {x}



TOPOLOGIA

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES CIIIE-ARCOLTIIBEEAY

Y DIFERENCIAL

Definiciones

» Conjunto abierto

Un conjunto A es abierto si y sdlo si para todo x perteneciente
a A, existe un entorno U(x) contenido en A.

No seria abierto si existiese en él algiin x para el cual no existe
U(x) tal que U(x) C A.

» Conjunto cerrado

Se dice que un subconjunto A es cerrado cuando su complemen-
tario R" — A es abierto.

Nota: Hay conjuntos que no son abiertos ni cerrados.

» Conjunto acotado

Se dice que un subconjunto A es acotado cuando estd contenido
en una bola de radio finito.
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES CIIIE-ARCOLTIIBEEAY

Y DIFERENCIAL

Definiciones

» Conjunto compacto

Un conjunto A C IR" es compacto si y sélo si es cerrado y
acotado.

» Punto de acumulacién

Se dice que x € R" es punto de acumulacién de un conjunto
A C R" cuando todo entorno reducido, U*(x) contiene puntos
de A, es decir, se verifica que U*(x) N A # @.

» Teorema de Bolzano-Weierstrass

Todo conjunto infinito y acotado A C IR" tiene al menos un
punto de acumulacion.



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES HIVED Y CORTIMUIDAD

Y DIFERENCIAL

Definiciones

Sea f: X — Rcon X CRR".

X CR"
X = (X1,X0, ..., Xp)

R
y = f(x)

A estas funciones se las conoce como funciones reales de n variables o
campos escalares.

—
—

» Haremos especial énfasis en las funciones

f:X—>]RconX§lR2
z="f(xy)
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Y DIFERENCIAL

Definiciones

Sea f: X — R™ con X CR".
Esta funcién vectorial f, equivale a m funciones reales de n variables tam-
bién reales.
y1 = fi(x1,x2, ... Xn)
y="1f(x) &
Ym = fm(x1, X2, .., Xn)

» Dominio natural de definicion

Sea una funcién y = f(x), con x € R", e y € R. El conjunto
de los puntos x = (x1, x2, ..., Xn) para los cuales estd definida la
funcion y = f(x) se llama dominio natural de definicion de la
funcién y se suele representar por X.
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Y DIFERENCIAL

Definiciones
» Grafica de una funcion

Seaf: X — R con X CIR". Definamos la grdfica de f como el
subconjunto de R"*! que consta de los puntos (x1, ..., Xn, (X1, ..., Xn))
con (xi, ..., xn) en X. Simbdlicamente

grdfica de f = {(xl, woXn (X1, xn)) € ]R"H/(xl, e Xp) € X}

Para el caso n = 1, la grafica es una curva, mientras que para n = 2 es
una superficie. Para acercarnos a la forma de esta gréfica introducimos la
idea de conjunto de nivel.

» Conjunto de nivel

Seaf: X =5 R, con X CIR" y c € R. El conjunto de nivel de
valor ¢ estd definido como aquellos puntos x € X para los que
f(x) = c. Simbdlicamente

{xe X/f(x)=c} CR"



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES LIRS V7 ORI IR

Y DIFERENCIAL

Graficas
Si n = 2 nos referimos a una curva de nivel (de valor ¢) y si n = 3 nos
referimos a una superficie de nivel.
En el caso particular de una funcién z = f(x, y), podemos intuir el aspecto
de la gréfica elevando mentalmente cada curva de nivel a la altura ¢, de
la misma forma que lo hacemos ante un mapa topografico para intuir el
relieve de un paisaje.

z=10

0

0 N—=>

Tema 4



IMITES Y CONTINUIDAD
DIFERENCIAL

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Graficas

Veamos a continuacién las graficas de algunas funciones usuales z =
f(x,y) y que pueden deducirse facilmente con el método de las curvas
de nivel, completando el estudio con algtin corte con planos verticales.

(b)
(a) Paraboloide: ( ) Cono: (c) Semiesfera:

z:)<2—|—y2 =/x2 +y2? =/1—-x2—y2

Tema 4
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GRAFICAS, LIMITES Y CONTINUIDAD

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES DERIVADA Y DIFERENCI
EXTREMOS

Graficas

Veamos a continuacidn las graficas de algunas
utilizaremos en los ejemplos.

funciones z = f(x, y) que
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Gréfica de f(x,y) = X2X2Tyy2

ema 4
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GRAFICAS, LIMITES Y CONTINUIDAD
DERIVADA Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Graficas

Veamos a continuacién las gréficas de algunas funciones z = f(x, y) que
utilizaremos en los ejemplos.
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Gréfica de f(x,y) =

ma 4



IMITES Y CONTINUIDAD
DIFERENCIAL

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Limite de una funcién en un punto

» Limite

Sea una funcion f : X — IR, con X C R", y a un punto de
acumulacion de X. Se dice que | € R es el limite de la funcion
en el punto a, y se escribe

lim f(x) =14 Ve > 0,36 > 0 tal que

X—a

para cada x € (B(a,d0) —{a}) N X = | f(x) =1 | <¢

» Proposicién

Sean X C R", a punto de acumulaciosnde X y f = (A, fo, ..., fm)
una funcion de X en R™ .

lim f(x) =1=(h, b, ...Im) < lim fi(x) =1, i=12 ... m

X—a X—a



A
FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES ‘ LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Limite de una funcién en un punto

» Proposicién

Sean X C R", a punto de acumulacién de X y f y g funciones
de X en R tales que

lim f(x) = h, lim g(x) =h y «a €R
se verifican las siguientes propiedades
a) JT‘;(“'C)(X) = a lim f(x)
b) lim (f +g)(x) = lim f(x) + lim g(x)
f /
c) lim <> (x) :/i (si b #0)
2

X—a g

d) lim (f-g)(x) = hh
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES DE A Y DIFERENCIAL

EXTREMOS

Limite de una funcién en un punto

> Limites relativos a un conjunto (segin una trayectoria)

Dados una funcién f : X — R™, un subconjunto S C X, y a
punto de acumulacion de S, se dice que | € R es el limite de f
relativo al conjunto S (o sobre S) en el punto a y se escribe

)!iLnaf(x) = & Ve>0,36 >0 tal que
xeS

paracadax € (XNS)AN(0<|x—al <d)=|f(x)—1]<e

» Proposicién

Si existe el limite de f(x) en el punto a y es | entonces también
existe el limite de f relativo a cualquier subconjunto S de X en
el punto a y coincide con |.



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES HIVED Y CORTIMUIDAD
Y DIFERENCIAL

Limite de una funcién en un punto

Este resultado permite probar en algunos casos la no existencia del limite.
Si para dos subconjuntos B, C de X se verifica

lim £(x) # lim f(x)
xeB xeC
o bien no existe alguno de estos limites, entonces puede asegurarse que no
existe
lim f(x)

X—a



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Limite de una funcién en un punto (z=f(x,y))

lim f(x,y)=1&Ve>036>0
(x.y)—(a,b)

tal que para cada (x,y) que verifique

0<(x—a)l+(y—b?2<é=|f(x,y)—I <ce

L
A

foay) f. z=f(xy)

. P(xy)

Tema 4
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Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

Limite de una funcién en un punto (z=f(x,y))

Supongamos que existe el limite doble

lim f(x, =/
et Tay )

éste debe coincidir con el limite obtenido al imponer a los puntos (x, y)
que pertenezcan a una determinada trayectoria que finalice en el punto
(a, b), como vimos anteriormente. El reciproco no es cierto. Es decir, el
que exista el limite seglin una determinada trayectoria, no significa que
exista el limite doble.

De todas las trayectorias, las mas sencillas son las rectas, que admiten dos
tratamientos:



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Limite de una funcién en un punto (z=f(x,y))

Limites radiales.

Siendo X, = { x,y) €ER?*/y = b+ m(x — a)}, los Iimites radiales son
los limites de f(x, y) relativos al subconjunto Xp,

lim = lim f [x, b+ m(x — a)]
(xy)—=(ab) x—a
(x,y)EXm
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GRAFICAS, LIMITES Y CONTINUIDAD
D Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

Limite de una funcién en un punto (z=f(x,y))

Limites direccionales.
Los limites direccionales, son los radiales utilizando coordenadas polares

lim = |lim f(a+pcosO, b+ psenf
b o)~ 2T psenf)
(x.y)EXm

Se ve facilmente que si los limites radiales dependen de la pendiente m o
los limites direccionales dependen del dngulo 6, entonces el limite doble no
existe.



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES IVITVTES Y CONTIIIDAD

DIFERENCIAL

Limite de una funcién en un punto (z=f(x,y))

Para evitarnos el cdlculo del limite mediante la definiciéon, también uti-
lizaremos el siguiente concepto.

» Limites reiterados

Sea la funcion f : X CR2 — R y (a, b) un punto interior de X.
Llamaremos

X—a

f(x) = Iimb f(x,y); fhly)=lim f(x,y)
y%
Se llaman limites reiterados a los limites

lim f(x) = lim {Iim f(x,y)}

X—a X—a y~>b
lim f(y) = lim. | lim £(x, )]
Jim 2(y) Jirm, | Jim, (x,¥)
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GRAFICAS, LIMITES Y CONTINUIDAD
D Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

Limite de una funcién en un punto (z=f(x,y))

> Relacién entre los limites reiterados y el limite de la funcién

- Si existen los limites reiterados, pero son distintos, entonces no
existe el limite doble.

- Puede existir el limite doble y no existir alguno (o ninguno) de
los limites reiterados.

- Si existe uno de los limites reiterados, el limite doble, en caso
de existir, coincidird con él.
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Limite de una funcién en un punto (z=f(x,y))

Lo expuesto hasta ahora sélo nos sirve para afirmar que, o bien no existe el
limite doble, o bien, si existe, su valor debe de ser /. Por eso enunciaremos
un criterio que nos permita asegurar, si el candidato al limite sugerido por
los métodos anteriores es realmente el limite doble.

» Criterio de la funcién mayorante

Dada una funcion f : X C R? — R una condicién necesaria y

suficiente para que

lim f(x,y) =1
(x,y)—(0,0) bey)

es que exista una funcion F(p), en todo el campo de variacion
de 0 que recorra X, tal que

|f(pcosB,psenf) —I| < F(p) y Iirg+ F(p) =0
o—



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES IVITVTES Y CONTIIIDAD

A'Y DIFERENCIAL

Continuidad

» Definicion
Sea una funcion f : X CR" — R™ y a € X punto de acumu-
lacion de X. Se dice que f es continua en a, si y sélo si

Jim £(x) = f(a)

En el caso concreto de una funcién de dos variables z = f(x, y), se dice
continua en un punto (a, b) si y solo si

1) 3f(a b)
2) EI( )Ilm(a b f(x,y)
)

f li f(x,
CB) = oy )

3



MITES Y CONTINUIDAD
Y DIFERENCIAL

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Continuidad

» Proposicién

Sean X CIR", f = (f1,f, ..., fm) una funcién f : X — R™ y a
un punto de X. Una condicion necesaria y suficiente para que f
sea continua en a es que cada una de las funciones componentes
f; sea continua en a.

» Proposicién

Sean X CIR", a € X y f, g dos funciones de X en R, continuas
en a. Se verifican las siguientes propiedades:

a) af + Bg es continua en a(a, B € R).

b) f - g es continua en a.

c) sig(a) # 0, entonces f /g es continua en a.
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Y DIFERENCIAL

Continuidad en un conjunto

Se dice que una funcién f : X C R" — R™, es continua en X, cuando es
continua en cada punto x € X. Se verifica la siguiente propiedad.

» Teorema de Weierstrass

Sean X un subconjunto compacto deR" yf : X CIR" — R una
funcion continua. Entonces f alcanza un minimo y un maximo en
X, es decir existen xp, x1 € X tales que f(xg) < f(x) < f(x1)
para todo x de X.



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES S LIMITES Y CONTINUIDAD

DERIVADA Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

Derivadas parciales de z=f(x,y)
> Definicién
Sean f una funcién definida en un abierto A de R? que toma
valoresen R, f : A— Ry (xo, o) un punto de A. Diremos que

f es derivable respecto a x en el punto (xg, yo) si existe el limite
siguiente

im [0+ hyo) = f (x0.0)
h—0 h

Este limite se llama derivada parcial respecto a x de f en (xp, yo)-
La representaremos en cualquiera de las formas siguientes:

of
5 (00 (o) Dif (x0.%0)
» Definicion
De forma analéga se define la derivada parcial de f respecto a y

of g _ o F(x0.y0 4+ k) = f(x0,¥0)
@(Xo.yo)—'}(Xo-ye)—D2f(Xovyo)—k|@0 p




FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

LIMITES Y CONTINUIDAD
DA Y DIFERENCIAL
TREMOS

Derivadas parciales de z=f(x,y)

La representacién grafica de una funcién
z =1 (x,y) es una superficie del espacio
tridimensional. Si asignamos a y un valor
fijo, y = yp, la funcién de la variable x,
z = 1f(x,yp), vendra representada por la
interseccién del plano y = yp con dicha
superficie. La derivada de esta funciéon
en el punto x = xg serd precisamente
fy (x0, o), y representard la pendiente de
la tangente a la curva z = f (x, yp) en el
punto x = xp. El mismo razonamiento
nos servira para interpretar f}f (x0, ¥0)-

=A%)

Tema 4
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EﬁIVAD Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

Derivadas parciales

Podemos generalizar el concepto de derivada parcial a funciones de n vari-
ables.

» Definicion
Sea f una funcion de R" enIR; se dice que f es derivable respecto
x; en el punto (a1, az,...,a;,...,an) si existe el limite

. f(a1,a2,...,a;+h,....,ap) —f(a1,32,...,3n)
lim
h—0 h

Este limite lo denotaremos en las formas siguientes

of

a—Xi(al,ag,...,an); f;f (a1, a2,...,an)
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DERIVADA Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

Diferencial de z=f(x,y)
Al formar las derivadas parciales anteriores £, y f}f los incrementos en las
variables x e y se consideraron separadamente; vamos a considerar ahora
el efecto de incrementar x e y simultdneamente

Az=Ff(x+hy+k —f(xy)
» Diferenciabilidad

Sea f una funcion definida en un abierto A de R? que toma
valores en R, f : A — R y (a1,a) y (a1 + h,a» + k) dos
puntos de A. Se dice que f es diferenciable en el punto (a1, a3)
cuando el incremento de f se puede expresar como (con a y b
ndmeros reales)

Az = ah+ bk + o(\V/ h? + k?)

La funcién lineal ah + bk se denomina diferencial de f en (a1, ap) y se
representa por
df (a1, a2)(h, k) = ah + bk
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DERIVADA Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

Diferencial de z=f(x,y)

» Condicién necesaria de diferenciabilidad

Sean A un abierto de R?, f : A — R y (a1, a2) un punto de A.
Si la funcién f es diferenciable en (al, 32), entonces es continua
en este punto.

» Condicién necesaria de diferenciabilidad

Sean A un abierto de R y f : A — R. Si f es diferenciable
n (a1, ap) € Ay df = ah+ bk, entonces existen las derivadas
parciales de f en el punto (a1, a2) y

of of

a:&(alv@)? b:@(alvaz)
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LI
Y DIFERENCIAL

Diferencial de z=f(x,y)

» Condicion suficiente de diferenciabilidad

Sea A un abierto de R?, f : A —» R y (a1,a2) € A. Si existen
las derivadas parciales de f(x, y) en el punto (a1, ay) y al menos
una de ellas es continua en dicho punto, f(x,y) es diferenciable

en (a1, ap).
» Condicién necesaria y suficiente de diferenciabilidad

Sea A un abierto de R?, f : A — R y (a1, ap) un punto de A.
La funcion f es diferenciable en (a1, a2) si y sélo si

|f(a1+h ay + k) — f(a1, @) — f{(a1, ) h — fy (a1, @) k|

li =0
(h,k)T(0,0) VR + k2
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LI
Y DIFERENCIAL

Diferencial de z=f(x,y) como aplicacién lineal

» Diferenciabilidad

Sean A un abierto de R?, f : A— R y (a1, a2) un punto de A.
Se dice que f es diferenciable en (a1, ap) si existe una aplicacién
lineal A : R?2 — R verificando

|f(a1 4+ h,ap + k) — (a1, a2) — A(h, k)|

i =0
(h,k)—(0,0) [[(h, k)]

Se cumple que esta aplicacién lineal es dnica y que por lo tanto, es la
diferencial de f definida anteriormente

of (a1, ap) ha of (a1, ap)

dx dy k

df (a1, a) = A(h, k) =

Nota: Andlogamente se definiria la diferencial en un punto para campos
escalares.
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EXTREM

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

P >
. (X0:V0) Plry)

El valor de la diferencial de una funcién en un punto (xg, yp) es numérica-
mente igual al incremento de la coordenada z del plano tangente en dicho
punto: |NT].
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GR
DERIVADA Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

Aplicacion de la diferencial a célculos aproximados

Del incremento de la funcién obtenemos
Az="Ff(x+hy+k)—f(x,y) = f(x+hy+k)=Ff(xy)+Az
Aproximando el incremento de la funcién por su diferencial

af(xyy)h+ af(x,y)k

MN| = Az~ |NT|=dz =
[MN| = Az = [NT| = dz = =2 o

podemos escribir la férmula aproximada

LOfy), L 9flxy),
dx dy

f(x+hy+k)~f(x,y)

en la que el error cometido es un infinitésimo de orden superior a v/ h? + k2.
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Derivada direccional
» Definicién
Sean una funcion f : A — R con A abierto de R", a =

(a1,ay,...,an) un punto de A y v.= (vi,v2,...,vn) un vector
no nulo de R". El limite

f(a+ hv) —f(a)

li =
h[)n() h
im f(ar+ hvi,ap+ hva,...,an+ hvy) — f(a1, a2, ..., an)
 h—0 h

si existe, se denomina derivada de la funcién f en el punto a
segiin la direccién v y se denota por D, f(a).

Si||v|| = 1 entonces D, f(a) se llama derivada direccional, segiin
el vector, de la funcion f en el punto a.

Nota: Como caso particular, si tomamos vectores de la base candnica,
podemos dar de nuevo, la definicién de derivada parcial.
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Derivada direccional de z=f(x,y)

Si tenemos una funcién de dos variables f : A — R, A C R2, entonces

DVf(alv 32) — illl.no (a]_ + Vi, a2 +h V2) (alv 32)

es la derivada de f en el punto (a1, ap) en la direccién del vector v =
(vi, v). Si
V12 + v22 =1

entonces se llama derivada direccional.
» Proposicién

Sea A un abierto de R? y (x,y) punto de A. Sea v = cos i + sen-yj.
Si f : A — R es diferenciable en (x, y), entonces existe la derivada
direccional en cualquier direccion vy y se cumple

of (x,y) of (x,y)

D,f(x,y) = ox cos'y+Tsen'y
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Interpretacién geométrica de la derivada direccional de
z=f(x,y)

v = cosyi + senyj

z

Ax = hcosy R(x+Ax,y+Ap) 2=f(x.y)

Ay = hseny
v v h
P(x,y) e
Ax

e
&
-

7 \ Y x ¢
0 0
P(x,
P ) o
X R
(a) (b)
D,(x,y) = tgu

Tema 4
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Gradiente de z=f(x,y)
» Definicién

Llamaremos gradiente de la funcion z = f(x,y) en el punto
(x,y) al vector fi(x,y)i+ f)(x,y)j asociado al punto (x,y).
Se representa

gradf(x,y) = Vf(x,y) = fi(x,y)i + f,(x,y)j

» Proposicién

Dada una funcion f : A — R diferenciable en un punto (x,y) de
A, la derivada direccional de f en el punto (x,y) en la direccién
v es igual al producto escalar del gradiente por el vector unitario
v correspondiente a esta direccion e, = cosyi + senyj

Dyf(x,y) = VF(x.y)- e



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES CIMIIEAECEOLTIREEAS

DERIVADA Y DIFERENCIAL
EXTREMOS

Propiedades del gradiente de z=f(x,y)

» Proposicién

En cada punto (x, y) el gradiente de la funcién f (x,y) indica la
direccion segiin la cual la derivada direccional es maxima.

» Proposicién

En cada punto (x,y) el vector gradf(x,y) va dirigido segtin la
normal en ese punto a la curva de nivel de la superficie z =

fx.y).
» Proposicién

La derivada de la funcion z = f(x,y) segtin la direccién de la
tangente a la linea de nivel es cero.
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P(x,y) L cosy

0| / \ vf /
. Sfxy)=c¢ B fxy) = c%/

tag

-
@ ®) o
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Gradiente de z=f(x,y)

Podemos generalizar el concepto de gradiente a funciones de n variables.
» Definicion
Sea f wuna funcién de R" en R. Llamaremos gradiente de la
funcion f en el punto a = (a1,...,3;,...,an) al vector

gradf(a) = Vf(a) = (f,(a),.... f.(a),.... f (a))
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Diferencial de una funcién vectorial de variable vectorial

» Proposicion

Sean A un abierto deIR" ya € A. Una funcién f = (f1,f, ..., fm)
de A enR™ es diferenciable en a si y sélo si sus funciones compo-
nentes fi, f>, ..., fm, como funciones de A en R, son diferenciables
en a, y en este caso df(a) es la aplicacion lineal de R" en R™
que tiene por componentes

df(a) = (dfi(a), df(a), ..., dfm(a))

Podemos pues escribir

A R" — R™M
h — A(h)
(h1,ho,....hy) — (df(a),dh(a), ..., dfm(a))(h)
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Diferencial de una funcién vectorial de variable vectorial
» Matriz Jacobiana

Sean A un abierto deR",a € Ay f = (f, 1, ... fm) una funcién
de A en R™ cuyas funciones componentes tienen derivadas par-
ciales respecto de cada variable en el punto a. La matriz (m X n)

lel(a) szl(a) anl(a)
Jf(a) = M(a) _ | Dif(a) Dafa(a) ... Dnha(a)
B, e 20) Dii(a) Dab(a) - Duf(a)

se llama matriz jacobiana de f en el punto a.

» Proposicién

Sean A un abierto de R", a € Ay f = (f,f, .., fm) una fun-
cion de A en R™ diferenciable en a. Entonces la matriz de la
aplicacion lineal df (a) es Jf(a):

Aihi :dfia“h; :inai-h
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Derivada de la funcién compuesta

Sea
R — R} - R

(u,v) (x,y,2) w(u,v) = (gof)(uv)
Se cumple

dw(u,v) =d(gof)(u,v)=dg(x,y,z)odf(u,v)

Por tanto se cumple que

ox  9x

Ju dv

(aw Lw) — dg dg 98 dy 9y
Ju av ox dy 0z ou

dz 0

Ju dv
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Derivada de la funcién compuesta

Regla de la cadena
Sean las funciones

x = 4)1§u, v%
y=¢¢y(u,v u
zZ= (P3(U, V) X <
diferenciables en (u, v) y sea g la funcion Y
/ oo
w=g(x.2) A
diferenciable en el punto (x,y,z) correspondi- Vs u
ente a (u,v). Entonces se verifica 7\
v
dw_ dwox  dwdy dwoz
du  0xou Odyodu 0z du
v owdx  wdy | dwd
v 9dxdv Ay dv 9z dv
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Derivadas de orden superior
Sean Aun abierto de R? y f una funcién de A en R. Sea ¢(x,y) :
A— R la funcién definida por ¢(x,y) = f,(x,y). Si paraun (a1, a) € A
existe cp;,(al, a), esta derivada parcial de llama derivada parcial segunda
respecto de las variables x e y de la funcién f en el punto (a1, a)y se
designa por )
ai;y(al,az) = fy (a1, a2)

Igualmente se definiria

&—fﬁ'&—f”' a2f_f'//,ﬂ_f///,
ox2 T 9y2 W gyax Y 9x3 X T

» Teorema de Schwarz

Sean A un abierto de R? y f : A— R. Supongamos la existencia
de fy, fy, fyy, en una bola de centro (xo,yo) y la continuidad de
fey en (X0, y0), entonces existe f,. (xo, yo) y coinciden

foy (X0, %0) = fyx (0, Y0)
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Diferenciales de orden superior
Sea f: A— R, con ACR? y (x,y) € A La diferencial de f es

of (x, y) o + of (x,y)
dx dy

df (x,y) = dy

Obsérvese que la df (x, y) vuelve a ser una funcién de las variables x e y,

por lo que, supuesto que sea diferenciable en (x,y) podemos calcular su

diferencial y la llamaremos diferencial segunda de f, denotandola por df.
9*f 9*f 9*f

2 Z° Z bl
d°f = 8d+288dXd+3 dy

Se suele utilizar la siguiente notacién

9 o\ @
d’f = (dxax + dyay> f(x,y)
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Diferenciales de orden superior

> En este caso se tiene que

n af(xyy)hjﬁf(x,y)k

f(x+hy+k) ="f(xy) Ox Ay +
2 2 2 2
+8 f(x,y)h2+2a f(x,y)hk+a f(X'Y)kz—i-o(\/m)
ox? dxdy dy?

> La diferencial n-ésima seria d"f = d [d"~1f] y se puede demostrar
que

. 9 o\
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Funciones definidas implicitamente
Decimos que y es funcién implicita de x cuando viene dada, indirecta-
mente, por una ecuacién de la forma

Flx,y) =0
» Teorema de la funcién Implicita para F(x,y) =0

Sea F : A — R con A subconjunto de R? y (xp,yo ) € A, una
funcion F(x,y) que satisface las siguientes condiciones:
i) F(xo0,y0) = 0.
ii) Las derivadas parciales respecto x e y son continuas en una
bola de centro (xg, yp)-
iii) Fy (x0, ¥0) # O.
Entonces, existen dos intervalos [xy — a,xo + a] , [yo — b, yo + b]
y una dnica funciény = f(x), f:[xo —a,x0 + a] — [yo — b, yo + b]
continua y derivable, tal que F(x, f(x)) = 0 y su derivada viene
dada por

Fl(xg,

f/(XO) _ _ )/((XO yO)
Fy(x0.y0)
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Funciones definidas implicitamente
Decimos que z es funcién implicita de x e y cuando viene dada, indirecta-

mente, por una ecuacién
F(x,y,z) =0

» Teorema de la funcién Implicita para F(x,y,z) =0

Sean A un abierto de R3,F : A — R con derivadas parciales
continuas en un entorno de (xo yo.20) y F(x0.Y0,20) = 0. Si
F.(x0.y0,20) # O entonces, existe un abierto V de R3 con
(x0,¥0.20) € V, un abierto W enR? y una funcién f : W — R
continua y diferenciable tal que F}(x,y,z) # 0,Y(x,y,z) € V
y F(x,y, f(x,y)) =0,¥(x,y) € W. Ademds si z = f(x,y)

4y = —F)/((XO’YO'ZO)dx— F}C(XO:}/O,ZO)dyﬁ
F(x0. 0. 20) F2(x0. ¥0. 20)
 Foy.20). 4 Fy (x0. ¥0. 20)
f! = XA OV = yyE= et
x(0.%0) Fi(x0.y0.20)" yo0.y0) Fi(x0, ¥0.20)
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Funciones definidas implicitamente. Sistemas de
ecuaciones

Consideremos ahora que tenemos funciones implicitas definidas mediante
un sistema de ecuaciones. En general, para saber cudntas funciones (y
de cudntas variables independientes) se pueden obtener de un sistema de
ecuaciones, es muy Uutil recordar la siguiente regla

Sistema
m ecuaciones m funciones
—
n incégnitas n — m variables indep.
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Derivada de la funcién inversa

Sean A un abierto de R",a€ Ay f = (fi,f,..,fn) una funcién de A en
IR". Si f es diferenciable en a, entonces la inversa de f, que denotaremos
como 1 es diferenciable en f(a) y ademds se cumple que

J(EH)(F(a)) = (JF(a) !

Nota: Observar que, en general

du 1
ax 7 ox
du
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Extremos Relativos. Definiciones
Sean A un subconjunto de R" y f una funcion de A en R.
» Maximo relativo
Se dice que f alcanza un mdximo relativo en a € A si existe una
bola, B(a, r), tal que f(x) < f(a) para cadax € ANB(a,r). Si
se verifica que f(x) < f(a) para cada x € AN (B(a, r) —{a})
se dice que el maximo es estricto.

» Minimo relativo

Se dice que f alcanza un minimo relativo en a € A si existe una
bola, B(a, r), tal que f(x) > f(a) paracadax € ANB(a,r). Si
se verifica que f(x) > f(a) para cada x € AN (B(a, r) —{a})
se dice que el minimo es estricto.

» Punto de Silla

Se dice que f alcanza un punto de silla (o ensilladura) en a € A
si para toda bola B(a, r), se tienen puntos x € AN B(a, r) con
f(x) > f(a)yf(x)<f(a).
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Extremos de _ ,
f(x,y) = x> +3xy? — 15x — 12y. Punto de silla: f(x,y) = x2 — y2.

2



IMITES Y CONTINUIDAD

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES DE A Y DIFERE NCIAL

EXTREMOS

Extremos Relativos. Condiciones Necesarias

» Proposicién

Sean A un abierto de R" y f una funcién de AenR. Sia € Aes
un punto de extremo relativo de f y existen las derivadas parciales
Dif(a), i = 1,..., n entonces

Dif(a)=0; i=1,...,n

» Punto critico

Sean A un abierto de R" y f una funcion de A en R con derivadas
parciales en un punto a € A. Si Dif(a) =0 parai=1,2,...,n,
se dice que a es un punto critico de f.
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Extremos Relativos. Condiciones Necesarias

> lgual que ocurria en funciones de una variable, una funcién de varias
variables puede tener extremos en puntos donde no es derivable.

=y

X

Cono f(x,y) = \/x2+y2.
El origen es un minimo, pero en él no existen las derivadas parciales
dof /dx y of /dy.
» Para simplificar nuestro estudio en lo sucesivo nos limitaremos a estu-
diar y a buscar extremos en los puntos donde existen dichas derivadas
parciales.

Tema 4
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Extremos Relativos. Condiciones Suficientes

» Forma cuadratica
Una forma cuadrdtica

F() = Flxa, s, om) = 3. Z -

i=1j=

(con aj=ajjparai,j=12 .., n) se denomina:

- definida positiva si F(x) > 0 para cada x € R" distinto de 0.
- definida negativa si F(x) < 0 para cada x € R" distinto de 0.
- indefinida si toma tanto valores positivos como negativos.
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Extremos Relativos. Condiciones Suficientes

» Proposicién

Sean A un abierto de R" y f : A — R. Supongamos que f tiene
derivadas continuas de segundo orden en A y que xg € A es un
punto critico de f. Si la forma cuadrdtica, diferencial segunda
de f en el punto xq :

F(h) = F(hy, ha, ... hn) =

— (L 0 ha(z)f = d*f
= ( 1&"’ 2@"’---4‘ "E)x,,) (X101 X291 -1 Xng) = d*f (X0)
- es definida positiva entonces xg es un minimo estricto.

- es definida negativa entonces xg es un maximo estricto.

- es indefinida entonces en el punto xy no hay extremo (es un
punto de silla).
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Extremos Relativos. Condiciones Suficientes
> Sea f(x1,x2,...,xp) :ACR" - R

» Se denomina H matriz Hessiana a la matriz siguiente

2f 2f 2f
F) x12 dx1dxp T 0x10xp
2 @ .
H= (D,-jf) = 9x20x1 0x3  1<i,j<n
9% f 9%f 9%f
0Xp0X1  OXpdxp T ox2

» Denotaremos como Ay, k = 1,2, ..., n los menores principales de
dicha matriz.

) 2f o f
o4f 3X12 dx10x>
A =|—=]|; M= i N = (Djif), 1 <0, j < k
1 aX% 2 82f 8277( k ( ) ) >N >
9x20x1 0x3
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Extremos Relativos. Condiciones Suficientes

> Proposicion (criterio de Sylvester)

Sean A un abierto de R" y f : A — IR una funcién con derivadas
parciales de segundo orden continuas. Supongamos que xg € A
es un punto critico de f, y sean A los menores principales en
XQ-

a) Si Ay > 0 para k = 1,2,...,n entonces en xq se alcanza un
minimo estricto de f.

b) Si (—1)k Ay > 0parak =1,2,..., nentonces en x se alcanza
un mdximo estricto de f.

¢) Si Ap # 0 y no se cumple ni a) ni b) entonces en xy hay un
punto de silla de f.
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Extremos Relativos. Condiciones Suficientes

En el caso particular de funciones de dos variables z = f(x, y), I[lamaremos
determinante Hessiano a

" "
A = fxx fxy
2 = £ fn
Xy Yy

» Proposicién

Sean A un abierto de R? y f : A — R una funcién con derivadas
parciales de segundo orden continuas y (xp,yo) € A un punto
critico de f. Entonces:

-sien(xp,y0) : A2 >0, (x0, o) €s un punto de extremo estricto,
(maximo estricto, si en este punto f), < 0 y minimo estricto, si
. >0).

- sien (xp,y0) : Ao < 0 entonces hay un punto de silla (no hay
extremo) en (xg, y0)-

- sien (xp,¥0) : Ap = 0 el criterio no decide.
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Extremos Absolutos

» Recordemos que en el caso de una funcién de una variable y = f(x)
sobre el intervalo [a, b] se estudiaban los extremos relativos en el
abierto (a, b) y luego se estudiaba la funcién en la frontera, es decir
en los puntos a y b. En realidad tan sélo se buscaban los puntos
criticos en el abierto (a, b) (sin discutirlos).

» Para funciones de varias variables se trata de la misma idea, con los
I6gicos cambios de dimensidn.

y
/2 111
v I
X
0 I n/2
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En primer lugar estudiaremos el problema de determinar extremos condi-
cionados de una funcién de dos variables, ligadas por una condicién.
Sea la funcién z = f(x, y) con x e y ligadas por la condicién ¢(x,y) = 0.

»

@ 4:) =0
(X0, )

Extremo condicionado

Sean A un abierto de R?, f : A —
R, X el subconjunto de A tal que
X ={(xy)eA/ ¢ (xy)=0}y
(x0,¥0) € X. El punto (xp,y0) se
llama punto de extremo condicionado
de la funcién f(x,y) respecto de la
ecuacion ¢(x,y) = 0 siempre que sea
un punto de extremo ordinario de esta
funcion al considerarse ésta solo en el
conjunto X.

Tema 4
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Extremos Condicionados

Dos métodos clasicos que resuelven extremos condicionados:

- Eliminacién de la condicién

Este método, en ocasiones, debe manejarse con precaucién, como veremos
en los ejemplos.

- Método de los Multiplicadores de Lagrange (MML)

Se basa en formar la funcién auxiliar (funcion de Lagrange o Lagrangiana)

F(x,y) = f(x,y) + Ap(x, y)

Veremos que los extremos condicionados de f(x,y) se pueden encontrar
entre los puntos criticos de F(x,y).
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Extremos Condicionados (MML)

» Teorema de Lagrange. Condiciones necesarias

Sea A un abierto de R?, f(x,y),¢(x,y) : A— R funciones con
derivadas parciales continuasen Ay X = {(x,y) € A / ¢(x,y) = 0}.
Si (x0, y0) es un punto de extremo condicionado de f(x, y) sobre

X y el rango de la matriz

( ¢x(x0.y0) ¢} (x0.50) )

es 1, entonces existe un nimero real A tal que (xp,yo) es un
punto critico de la funcion

F(x,y) = f(x,y) + Ap(x, y)

Nota. Esta proposicion nos da condiciones necesarias pero no suficientes
para la existencia de extremos condicionados. Ademas que el rango de la
matriz sea 1 equivale a que no se anulen simultdneamente las dos derivadas
parciales de ¢.
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Extremos Condicionados (MML)

» Teorema de Lagrange. Condiciones suficientes

Si la diferencial segunda de F (x,y) en el punto (xg, yo) es una
forma cuadrdtica definida positiva (respectivamente definida neg-
ativa) de las variables dx, dy, a condicion de que estas satisfagan

o o

—dx+ =—dy =0

dax dy 4
entonces (xg, yp) es un punto de minimo (maximo) estricto condi-
cionado de f sobre X. Si la forma cuadrdtica es indefinida, no
existe maximo ni minimo.
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Extremos Condicionados (MML)

» Es decir, la discusién de los puntos criticos se realiza analizando la
forma cuadrética, funcién de (dx, dy)

9*F 9*F
dxdy + — dy?
dy?2

d a\® 92F
2F _ a < =~ dx?
d°F = (dxax —|—dyay> F(x.y) 32 dx +28xay

estando ligadas las diferenciales (dx, dy) por la relacién

o o _
a—xdx + gdy =0

que se obtiene diferenciando la condicién.

» En la practica, el estudio del caracter del eventual extremo suele de-
ducirse de la naturaleza fisica o geométrica del problema a resolver.
La razén de esto es que la discusién del signo de d2F no es, en general,
un problema sencillo.
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Extremos Condicionados (MML). Generalizacién

» Definiciéon
Sean G un abierto de R"; fy: G — R ; X subconjunto de G tal

que
X={xeG/fi(x)=0,i=12,.,m}

y X0 = (X19.X29, -, Xny) € X. El punto xqg se dird punto de
extremo condicionado de la funcién fy respecto de las ecuaciones
fi(x) =0 (i=1,2,...m) si es un punto de extremo ordinario
de esta funcion, al considerarse ésta sélo en el conjunto X.
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Extremos Condicionados (MML). Generalizacién
» Teorema de Lagrange. Condiciones necesarias
Sean G un abierto de R", f; : G — R coni =0,1,2,...m
funciones con derivadas parciales continuas en G y

X={xeG/fi(x)=0,i=12,...,m}, (m<n)

Sixg = (X10,X20, X,,O) es un punto de extremo condicionado
de fy sobre X y el rango de la matriz

dfy of

o (x0) - e (x0)
df, of,
ﬁ (Xo) ax,: (Xo)

es m, entonces existen m ndmeros reales A1, Ay, ..., Ay tales que
Xp es un punto critico de la funcion

F=fh+AMA+Abh+..+Anfn
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Y DIFERENCIAL

Extremos Condicionados (MML). Generalizacién

» Teorema de Lagrange. Condiciones suficientes

Si la diferencial segunda de F (x1,xo,...,xn) en el punto xg es
una forma cuadratica definida positiva (respectivamente definida
negativa) de las variables dxi, dxo, ..., dx,, a condicion de que
estas satisfacen el sistema

9 00) (%)

dxp,=0; i=1,2,....m
dx1 Xn

entonces xg es un punto de minimo (maximo) estricto condi-
cionado de fy sobre X. Si la forma cuadrdtica es indefinida, no
existe maximo ni minimo.
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