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Capitulo 1

Algunas observaciones sobre la historia y los objetivos del Calculo

Variacional

La expresion cdlculo de variaciones fue introducida por Leonhard Euler en el afio 1756. La
usé para describir un nuevo método que J.L. Lagrange habia desarrollado el afio anterior, del cual
queria desentrafiar todas sus consecuencias formales. Hoy en dia, la expresion cdlculo de varia-
ciones, o cdlculo variacional, como también se denomina a menudo, se usa en un sentido mucho
mds amplio. La materia de la que se ocupa el cdlculo variacional es la formulacién matematica de
las ideas de

= maximizar,

= minimizar y

= criticalizar.
En otras palabras, se trata de encontrar el minimo, maximo y puntos criticos de una funcién o
funcional (funciones cuyos argumentos son, a su vez, otras funciones)

J:V —>R.

En la mayor parte de las aplicaciones, V' es un conjunto de nimeros, funciones, trayectorias,
curvas, superficies, etc.

Al final del siglo X VII, los matematicos comenzaron a prestar atencidn a ciertos problemas de
valores extremos. La primera publicacién de Leibniz sobre calculo diferencial apareci6 en el ano
1684, bajo el titulo Nova methodus pro maximis et minimis itemque tangentibus.

Los puntos criticos de una funcién diferenciable J son los puntos en los que la derivada J'(u)
de la funcién J(u) se anula, es decir, aquellos puntos en los que J'(u) = 0. La funcién J(u) no
tiene, necesariamente, valores extremos en todos sus puntos criticos; también puede tener puntos
de inflexion con una tangente horizontal. Los puntos criticos, por tanto, son aquellos puntos que
son posibles extremos, puesto que la condicién J'(u) = 0 es meramente una condicién necesaria
en su definicion.

En el siglo XVIII se usaba el término variacion més que el término diferenciacion, lo cual
explica la aparicion de la expresion cdlculo de variaciones. El célculo de variaciones es una mate-
ria de estudio muy natural para aquellos que piensan que sélo lo mejor es suficientemente bueno.
Problemas de m4ximos y minimos, o lo mejor y lo peor, aparecen frecuentemente en la vida diaria
(uno no tiene mds que mirar a los problemas de minimizacién de costes y de maximizacion de

\%
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beneficios). Muchos problemas pricticos pueden representarse en esta forma. Por ejemplo, cémo
deberiamos elegir la forma de un avién o un coche para que la resistencia que ejerce al aire sea
lo menor posible, como debemos plantear el transporte y la distribucién de un producto en un
conjunto de mercados, cémo organizar un proceso de produccion.

El célculo variacional es, en algiin sentido, muy antiguo. Los antiguos egipcios ya sabian que
el camino més corto entre dos puntos es una linea recta. También sabian, al menos empiricamente,
que el circulo es la figura geométrica que encierra una mayor area para un perimetro fijado.

El nacimiento de las mateméaticas modernas tuvo lugar en la Grecia antigua, donde los matematicos
dejaron de preguntarse sélo el como para preguntarse también el por qué: no se contentaban sélo
con encontrar reglas. Para los egipcios, las matematicas no eran mds que una simple herramienta
de ayuda para la administracion y el comercio. Pero los griegos se interesaron, con éxito, en prob-
lemas de valores extremos y demostraron, por ejemplo, que la trayectoria més corta que une dos
puntos es la linea recta (Arquimides usé este hecho para definir la linea recta).

En algiin momento entre el 200 a.C. y el 100 d.C., Zenodoros demostré que el drea de un
poligono es siempre mdas pequena que el drea de un circulo con el mismo perimetro. En este
periodo también se averiguaron ciertas propiedades de minimalidad de las celdas hexagonales
de los panales. Los griegos también determinaron la figura geométrica con mayor drea para un
perimetro dado, resolviendo asi el primer problema isoperimétrico.

Otro descubrimiento griego muy importante es atribuido a Herén de Alejandria, en algin
momento del siglo I. Era bien conocido que un rayo de luz que parte de un punto P y que incide
en un espejo en un punto R serd reflejado a un punto () tal que los dngulos PR y Q)R son iguales.
Si R’ es algin otro punto del espejo, entonces la suma de las trayectorias PR’ + R’(Q es mayor que
PR + RQ. Her6n fue capaz de caracterizar la trayectoria PR(Q) que la luz realmente sigue como
la trayectoria mds corta que une P con () pasando por algtin punto del espejo. Este descubrimento
es uno de los puntos de inicio de la geometria Sptica.

En 1685, Newton (1643-1727) investigé el problema de encontrar la resistencia minima ofre-
cida por un sélido de revolucién. El pensaba que este teorema no serd completamente iniitil en
la construccion de barcos. Su aproximacién al problema, sin embargo, no coincidié con poste-
riores descubrimientos en hidrodindmica. Christian Huygens (1629-1695) también escribié sobre
métodos para resolver problemas variacionales en su libro sobre la luz.

No obstante, el nacimiento del moderno calculo variacional se le atribuye a Johann Bernoulli
con la introduccién del problema de la braquistocrona (brachristos el menor chronos tiempo) en
el Acta Eruditorum Lipsiae. Este problema puede formularse como sigue. Una masa puntual viaja
sin friccién a lo largo de una curva que une un punto A con un punto B, el cual estd por debajo
de A. ;Qué curva proporciona el tiempo mas corto de viaje si la masa se mueve Uinicamente como
consecuencia de la gravedad? El movimiento de la masa es descrito por la Ley de Newton. La
fuerza resultante que actia sobre la masa estd compuesta por la gravedad y por la fuerza que re-
stringe a la particula a no abandonar la trayectoria impuesta. La resultante tiene la misma direccién
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que la tangente a la curva. Es obvio que tardard distintos tiempos en recorrer distintas trayectorias,
y que la solucién no es ni una linea recta ni un arco de circunferencia, incluso aunque la primera
sea la distancia minima entre los dos puntos.

En sus Dialoghi, Galileo plantea la cuestién de dos esferas iguales que comienza a rodar al
mismo tiempo, una a lo largo de un arco circular y la otra a lo largo de su cuerda. ;Cudl de las
esferas alcanza el final de la cuerda antes? Por los experimentos, sabemos que es la esfera que
viaja a lo largo del arco. Un cuerpo que se mueve en linea recta acelera relativamente despacio.
Sin embargo, si la curva estd mds inclinada cerca del punto de salida, entonces aunque la longitud
sea mayor, también lo serd la velocidad.

Johann Bernoulli comienza su tratamiento del problema de la braquistocrona en un tono
muy complacido: Johann Bernouli, Profesor de Matemdticas, manda saludos a los mds astu-
tos matemdticos del mundo entero. Anuncié que habia encontrado una soluciéon muy elegante al
problema, pero sin embargo no quiso hacerla piblica, sino que prefirié primero retar a sus contem-
pordneos a estudiar el problema. Este reto iba particularmente dirigido a su hermano y profesor
Jakob, trece afios mayor que él, y su mas enconado enemigo.

El problema de la braquistocrona concierne al tiempo que tarda la particula en recorrer to-
da la trayectoria y es, por tanto, significativamente diferente de otros problemas mds simples
que dependen de un nimero finito de variables. Parece que en esos tiempos no se sabia que el
problema isoperimétrico es del mismo tipo. A lo largo de los afios, muchos matematicos dieron
soluciones a este problema, incluyendo a Newton, Leibniz (1646-1716) y L’Hopital (1661-1704).
Jakob Bernoulli encontré una solucion, pero fue solo después de la insistencia de Leibniz, con
el que tuvo una larga amistad y una abundante correspondencia cientifica, que la mandé a su
hermano. La solucién aparecié en Mayo de 1697. Curiosamente, Newton envid su solucién a un
amigo justo un dia después de que apareciera la solucién de Jakob Bernoulli. Para la fascinacién
de los matematicos, la solucién resulté ser una cicloide, una curva que habia sido descubierta muy
recientemente. La cicloide es una curva simple transcendental que puede ser generada mecénica-
mente: es la trayectoria seguida por un punto de la circunferencia de un circulo que rueda en linea
recta a lo largo de una superficie sin friccion.

Aqui la Figura 1



vil 1. ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE LA HISTORIA Y LOS OBJETIVOS DEL CALCULO VARIACIONAL

Ya hemos observado que Herén de Alejandria reconocié que la reflexion de un rayo de luz
en un espejo plano podria ser descrita por medio de un principio de minimizacién. Fermat (1601-
1665) observé que la ley de refraccidon podria ser expresada también como un principio de min-
imizacién y generaliz6 las predicciones de su ley a sistemas Opticos arbitrarios en los que la ve-
locidad de la luz es funcién de la posicién (como es el caso en la atmdsfera). El principio de
Optica geométrica de Fermat (1662) establece que la trayectoria de la luz a través de un medio no
homogéneo es aquella que minimiza el tiempo de viaje. Este principio no es s6lo de importancia
tedrica, sino que forma la base para el disefio practico de lentes 6pticas.

Los diferentes métodos usados para resolver el problema de la braquistocrona fueron creados
ad hoc. El siguiente paso en el desarrollo del calculo variacional fue la creacion de una teoria gen-
eral que permitia la resoluciéon de problemas generales. Los nombres de Lagrange (1736-1813)
y Euler (1707-1783) estan inextricablemente unidos con este paso. Poco antes de 1732, Euler
comenzd un estudio sistemdtico de problemas de valores extremos. Es poco probable que Euler
estudiara cdlculo variacional en sus primeros afos de formacién con Johann Bernoulli, en Basilea.
El método que Euler desarroll6 estd mds influenciado por el trabajo de Jakob que por el de Johann.
Es muy diferente, sin embargo, del de todos sus predecesores, que trataron solo con problemas
particulares. Los célculos de Euler produjeron una verdadera teoria, elevando el estatus del calcu-
lo de variaciones al de una disciplina matematica por derecho propio. Euler puso el principio de
minima accion sobre bases firmes (sin acudir a razonamientos metafisicos, como habian hecho
algunos de sus predecesores). El término accion es cualquier cantidad con las dimensionses de en-
ergia por tiempo. El principio de minima accién fue usado entonces por Lagrange y, més tarde, por
Hamilton (1805-1865). El papel clave que juega la funcién hamiltoniana en la fisica matemadtica
moderna pone claro la naturaleza fundamental de la contribucién de Euler en este campo.

Una geodésica es el camino més corto entre dos puntos fijados en una superfice. En una esfera,
estas lineas son los arcos de circulos mdximos. En el mundo curvado de una superficie esférica,
las geodésicas juegan el mismo papel que las lineas rectas en un mundo plano. La teoria de la
relatividad de Einstein (1915) es una teoria del espacio-tiempo y la gravitacion, es decir, una
versiéon moderna de la teoria de Newton. El niicleo de la teoria de la relatividad es la idea de que
los efectos gravitacionales pueden estar causados por la geometria de la variedad espacio-temporal.
Einstein explic6 la fuerza gravitacional via la curvatura del espacio-tiempo, que es como se explica
la influencia de la masa en la relatividad general. Asi, una particula que se mueve bajo los efectos
de un campo gravitacional se mueve a lo largo de las geodésicas. Puesto que el espacio cuatri-
dimensional se curva en presencia de un campo gravitacional, el movimiento real de una particula
en el espacio no es, por tanto, una linea recta.

Euler descubrio la primera condicion necesaria que debe cumplir una funcién minimizadora
de una clase especial de funcionales. Hoy en dia esta condicién se conoce como ecuacion de Euler-
Lagrange, y es la condicién para funcionales que corresponde a J'(u) = 0 para funciones. Euler
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consideré funcionales de la forma

J(u) = / Py

y buscé una funcién que minimizase este funcional. En aquella época, el tratamiento del calculo
diferencial e integral se basaba en el calculo con cantidades infinitesimalmente pequefias. La for-
mulacién rigurosa en términos de limites se debe a Cauchy. El método de Euler consiste en dividir
el intervalo de integracion [a, b] en subintervalos [x;_1, x;] usando puntos a < x1 < z9 < ... <
zr < b, y entonces reemplazar la curva por un poligono. Las esquinas de este poligono son los

Au; :
Ao obteniendo por

puntos (z;, u;), donde u; = u(x;). También reemplazé la derivada v’ (x;) por
tanto, en lugar de una integral, una funcién de k variables u1, ..., u;. Haciendo que la integral de
esta funcion con respecto u; se anule y haciendo el nimero de puntos % tender a infinito sujeto
a que la condicién de que la ecuacion para u se mantenga, obtuvo la bien conocida condicion de

Euler
oF d OF _

/
para la funcién incégnita u. En general,aﬁi ecfaii?’)ﬁ de Euler no es féicil de resolver, puesto que
las ecuaciones diferenciales de segundo orden son integrables por funciones elementales s6lo en
casos muy excepcionales.

El método de Euler fue considerablemente simplificado después por Lagrange, que observé que
no posee la simplicidad que seria de desear en una de las ramas del andlisis puro. En vez de hac-
er una aproximacion poligonal, Lagrange dejé variar la curva y reemplazé u(z) por una funcién
u(z, T) con un parametro extra 7 tal que u(z,0) = u(x). Esta idea fue extendida més adelante,
dando lugar al concepto de homotopia.

La variacion es entonces la funcién du(z) = %(:c, 0)y o(u') = (du'). Asi, es suficiente
con reemplazar u(x) por u(x, 7) en la integral ff F(z,u,u')dz y requerir que la derivada de esta
expresion con respecto a 7 se anule en 7 = 0. Una integracion parcial da entonces la condicién de
Euler y, adicionalmente, condiciones de frontera que Euler habia ignorado casi siempre. En efecto,
definiendo

se tiene

b /
OF Ou OF Ou

/ _ _

#(7) _/a Gaar T ow )™

[ or don,
a Oou Or  Ow dx Ot v

_ /b(aF'o‘u_d OF 0u, | [OF du]’
= ). Vouar  drou’ar’™
/b<‘9F_d3F)8“d L | OF Ou)
L \Ou  dzou’ar" T |ou or

a

a
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de modo que ¢'(0) = 0 si las condiciones de frontera se anulan y

b
[(@Fdorn,

se anule el que

Euler se di6 cuenta inmediatamente de que hacia falta una demostracion para esto. Lagrange es-
cribié a Euler con un intento de demostracién que Euler, sin embargo, rechazé justificadamente.
El lema necesario no fue probado hasa 1879, por el matematico Du Bois-Reymond, de Tiibin-

gen, y mas adelante se vi6 que era el lema fundamental del cdlculo de variaciones: Si para toda

Y € C?(a,b) se tiene
/ f@)b(@)dr =0,

entonces f(z) = 0 para todo = € (a,b). Para demostrarlo, Du Bois-Reymond usé la nocién de
continuidad que habia sido introducida por Cauchy en 1820.

Al final del siglo XIX, el concepto de diferenciacién fue generalizado por Volterra, Hadamard
y sus dos pupilos Fréchet y Gateaux, Hilbert, y otros, a espacios de dimensién infinita, proporcio-
nando de esta manera una base sélida al cdlculo variacional.

La confluencia de métodos e ideas del dlgebra, geometria, topologia y andlisis produjo una
nueva rama de las matematicas, el andlisis funcional, que abarca una generalizacién de todos
los conceptos del andlisis cldsico (limites, convergencia, continuidad, diferencial, etc.) al caso de
espacios de dimensioén infinita. El cdlculo variacional o cédlculo diferencial de funciones puede ser
visto como la parte mds antigua del andlisis funcional.

Lagrange (1736-1813) desarroll6 una teoria analitica del cdlculo de variaciones generalizando
el método para integrales miltiples, y comenzd a investigar superficies minimales (superficies
con curvatura media nula). El problema de encontrar la superficie minimal de una frontera, con
restricciones apropiadas (normalmente que la superficie no contenga singularidades) fue también
objeto de investigacion por parte del fisico Plateau (1801-1883) y por ello se le llama el problema
de Plateau. Matemadticamente, el problema de Plateau involucra la resolucién de una ecuacién en
derivadas parciales o un sistema de tales ecuaciones.

Mécanique analytique, escrito por Lagrange en 1788, casi cien afios después de los Principia
de Newton, es probablemente su trabajo més importante. Los Principia, que aparecié en 1867,
fue escrito en el lenguaje de la geometria griega cldsica. Usando el lenguaje del cédlculo varia-
cional, Lagrange fue capaz de unificar estatica y dindmica, que habian estado separadas hasta este
momento. El punto de vista geométrico de Newton fue totalmente eliminado. Este fue el triunfo
del anélisis puro, y Lagrange fue el primer analista puro. Como dijo Hamilton, Lagrange elevo la
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mecdnica a una forma de poesia cientifica. En su prefacio, Lagrange enfatiz6 que en este libro no se
encontrardn figuras geométricas sino solo cdlculos algebraicos. La interaccion entre matematicas
y mecdnica es caracteristica del siglo XVIII: las matematicas fueron desarrolladas fundamental-
mente como una herramienta para la resolucién de problemas de las ciencias naturales (geodesia,
astronomia y mecénica).

El conocimiento de la diferencia entre los distintos puntos criticos (maximos, minimos y pun-
tos de inflexion) fue empirica hasta que Legendre (1752-1833) comenzd sus investigaciones sobre
la segunda variacion. Con la ayuda de este método, en 1786 consiguié deducir la segunda condi-
cién necesaria para la existencia de un extremo, aunque Lagrange pronto se di6 cuenta de que la
demostracion de Legendre no estaba completa.

Los métodos del calculo variacional fueron aplicados satisfactoriamente a la mecanica. Jacobi
(1804-1851) corond con su Teoria del cdlculo variacional y ecuaciones diferenciales en 1837.
Consigui6 deducir correctamente la condicion de Legendre y demostré la tercera condicion nece-
saria para la existencia de un minimo. Como ya sabian los griegos, la linea geodésica es aquel
arco de un circulo maximo que une dos puntos de la superficie de una esfera. Esta curva es un
minimo en tanto que los puntos no estén diametralmente opuestos. Si lo estan, por ejemplo los po-
los norte y sur, entonces hay una familia entera de arcos semicirculares y los puntos son llamados
conjugados. Asi, hay una familia de curvas que unen dos puntos conjugados: cada miembro de
la familia es un arco maximizador o minimizador, pero no es posible distinguir entre ellos exam-
inando sus propiedades de extremos. La condicién necesaria de Jacobi elimina la posibilidad de
puntos conjugados.

Sin embargo, como ya sefialamos, la existencia de una solucién de cualquier problema de val-
ores extremos todavia requiere una demostracién particular, y eso es usualmente una de las may-
ores dificultades del calculo variacional. Hasta bien adentrado el siglo XIX, los grandes matematicos
tales como Gauss (1777-1855), Dirichlet (1805-1859) y Riemann (1826-1866) dieron por hecho
la existencia de soluciones de este tipo de problemas. Gauss, en 1839, en sus investigaciones so-
bre electrostatica y Riemann, en 1851, en su tesis doctoral sobre la fundamentacién de la teoria
de funciones, llevaron acabo investigaciones sobre la resolucién del problema de Dirichlet. Este
problema consiste en resolver la ecuacién de potencial

Pu  0*u
A’UJ:@—F@:O enQ,
con
U=f en0,

para valores dados sobre la frontera 92 de un conjunto  C R2. Esta ecuacién en derivadas
parciales es la ecuacién de Euler-Lagrange de la integral de Dirichlet

I = [ [ (Ge?+ Gor)dudy
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Este problema aparece, por ejemplo, en electrostitica, donde u es el potencial eléctrico. El sistema
estd en equilibrio estable cuando la energia D(u) es un minimo. El significado particular de este
problema para la fisica fue reconocido, en primer lugar, por Thomson (1824-1907).

El integrando en la integral de Dirichlet es no negativo y por tanto tiene una cota minima que es
mayor o igual a cero. Esto llev6 a Riemann, el sucesor de Dirichlet en Gétingen, a la conclusion de
que tenia que haber una funcién 4 que minimizara la integral y que fuera, por tanto, una solucién
del problema de Dirichlet. Riemann entonces enunci6 el principio de Dirichlet por el cual este
tipo de problemas variacionales siempre tenfan una solucidén, sin tratar siquiera de demostrar esta
proposicién matemédticamente.

Weierstrass (1815-1897) critic esta afirmacion en 1870 y mostré que la existencia a priori de
solucién de cualquier problema variacional no estd asegurada en absoluto y que, en el caso general,
la existencia no puede ser asumida. De hecho, di6 muchos ejemplos de casos en los que la cota
minima no se alcanza. Las investigaciones de Weierstrass fueron esenciales y prepararon el camino
para Hilbert, que fue, mds adelante, el principal responsable de proporcionar una demostracion
de existencia, y por tanto, de establecer los métodos directos del calculo de variaciones. Hilbert
escribid lo siguiente sobre Weierstrass en 1926: Si hoy en dia reina una completa seguridad en
el campo del andlisis, es principalmente debido a los esfuerzos cientificos de Weierstrass. Y de
hecho, la revision critica de Weierstrass y su escuela fueron fundamentales en el desarrollo de todo
el andlisis.

Un simple ejemplo geométrico de problema variacional sin solucién aparece en la Figura 1.
Dos puntos A y B de una linea recta se unen por una curva continua C' que, ademds, es perpen-
dicular en los puntos A y B a la linea recta.

Aqui la Figura 2

Este problema no tiene solucién porque tal curva es siempre mas larga que la linea recta AB,
aunque su longitud puede estar arbitrariamente cerca de la longitud de la linea recta. De este modo,
hay siempre una cota minima, pero no hay un minimo, para una curva de esta familia. En efecto,
C puede ser dividida en dos pequefios arcos de radio € cuyo centro cae en AB y en una linea
recta. La longitud de C' es entonces [(C) = em + a — 2¢ = a + (7 — 2)¢, donde a es la longitud
del segmento AB. Por tanto la diferencia de longitudes, (7 — 2)e, es arbitrariamente pequeiia.
Asi, este problema variacional, bien planteado, no tiene solucién. La dificultad central del cdlculo
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variacional es determinar cudndo existe una solucién y obtener condiciones suficientes para que
esto ocurra.

Cincuenta afios después de la publicacion de los resultados de Riemann, David Hilbert (1862-
1943) rescatd el principio de Dirichlet en su famosa conferencia Sobre el principio de Dirichlet
en 1901. Lo que Riemann y Dirichlet habian conjeturado, Hilbert lo demostré. Esta rehabilitacion
del principio de Dirichlet fue uno de los grandes triunfos en la historia del andlisis y de la fisica
matematica. El trabajo de Hilbert, y el de Lebesgue (1875-1941) sobre el mismo tema en 1907,
anunciaron la llegada del moderno célculo variacional abstracto. En el Segundo Congreso Inter-
nacional de Matematicas de Paris, en 1900, Hilbert present6 23 problemas matematicos de los
cuales el problema 20 trataba de la existencia de un minimo para todos los funcionales regu-
lares con condiciones de frontera razonables. Hilbert terminé su conferencia con una llamada para
ahondar en el desarrollo del cdlculo variacional. Traté de describir todas las diferentes ramas de
investigaciéon matemadtica que habian tenido lugar en las décadas previas y de apuntar a trabajos
que seria interesante acometer en el futuro. Estaba convencido de que la demostracion del teorema
de existencia debia ser posible, incluso si habia que hacer algun tipo de generalizaciones, como la
del concepto de derivada o de solucién. Este presentimiento fallé en lo que se refiere al problema
de superficies minimas ya que, aunque este funcional es regular en el sentido de Hilbert, Bernstein
(1880-1966) produjo una demostracion de la no existencia de solucion para regiones no convexas
del plano en 1912. Sin embargo, dice mucho en favor de Hilbert el hecho de que sus 23 problemas
inspiraran a los matematicos del siglo XX y les llevaran incluso a crear nuevas disciplinas.

Como ya hemos enfatizado, el calculo variacional siempre ha inspirado a los matematicos a
pensar en nuevos conceptos del andlisis: continuidad, semicontinuidad, equicontinuidad, entorno
de una funcién y compacidad son todos merecedores de ser nombrados. Legendre pensé acerca de
si una solucién u de la ecuacién de Euler debia ser necesariamente un extremo relativo de la inte-
gral ff F(x,u,u")dz o no. Su primer intento para resolver el problema fue sustituir u por u+¢ev 'y
requerir a esta funcién de € que poseyera un extremo relativo para € = 0, para cualquier variacion
dou = ev. Uno se da cuenta enseguida, sin embargo, de que esto no es suficiente para garantizar
que el valor de la integral sea mayor (o menor) que el valor que se obtiene cuando se sustituye
u por u + du para una variacién du pequeria. El punto crucial es la especificacion de pequerio.
Se asumi6 durante mucho tiempo que el hecho de que la variacion du fuera pequefia también im-
plicaba que la variacién du’ es pequefia, hasta que Weierstrass y sus estudiantes se dieron cuenta
de que esta propiedad, de hecho, significa una condicién adicional. Esto llevd, al final del siglo
XIX, a la distincién entre dos tipos de extremos: los fuertes y los débiles. Para un extremo fuerte,
|u — ugp| debe ser pequefio en un entorno de ug, mientras que para un extremo débil, también lo
tiene que ser |u’ — u(|. Esta nocion de diferentes clases de entornos fue claramente expresada por
Fréchet (1878-1973), quien introdujo el concepto de distancia en un conjunto arbitrario.

La generalizacién de conceptos usados normalmente en R", tales como cotas, continuidad,
entorno, compacidad y conectividad a estas situaciones extremamente generales es remarcable.
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Fréchet enfatizd, en particular, que la idea de compacidad estd implicita en los métodos directos
del calculo variacional que Hilbert habia desarrollado en 1900. Por ejemplo, Hilbert demostré que
existe una geodésica en toda superficie regular, compacta y simplemente conexa de R3. Fréchet
observo que es posible definir una distancia en el conjunto de curvas que conectan dos puntos A
y B en tales superficies, y que para esta distancia, resulta que el conjunto de arcos cuya longitud
estd acotada es un conjunto compacto. El resultado de Hilbert entonces se sigue de un teorema
general de Baire (1874-1932) que probd que para funciones de R", una funcién semicontinua
inferiormente definida en un compacto alcanza siempre un minimo. La longitud introducida por
Fréchet es desde luego semicontinua inferiormente en el conjunto de arcos que unen A y B. El
significado que tiene la semicontinuidad para el cdlculo variacional fue especificamente enfatizado
por Tonelli (1855-1946).

El nombre de Carathéodory (1873-1950) estd inextricablemente unido con el cdlculo varia-
cional. Carathéodory fue descrito por Pringsheim como el isoperimétrico incomparable. Su aprox-
imacion al calculo variacional estd descrito en su libro Varational Calculus and First-order Partial
Differential Equations (1935).

La relacién entre cdlculo variacional y la teoria de ecuaciones en derivadas parciales elipticas
ha sido ampliamente estudiada, al igual que la regularidad de las soluciones de los problemas varia-
cionales. Se han desarrollado teorias nuevas, muy cercanas al cdlculo variacional, por ejemplo la
teoria de las desigualdades variacionales (Lions, Stampacchia), la teoria de operadores mondtonos
(Browder) y los teoremas de minimax. Los métodos variacionals tedricos de aproximacién han
sido aplicados a problemas fisicos y el trabajo de Rayleigh, Ritz, Galerkin, Courant y Hellinger es
especialmente relevante. Las ideas clave del calculo de variaciones son todavia hoy una importante
y fructifera fuente de desarrollo en matematicas, en particular en el andlisis funcional, la geometria
diferencial, la topologia algebraica y los campos en los que se usan, como la fisica, la economia,
la ingenierfa, la biologia, etc.

Los métodos varacionales tedricos han jugado siempre un papel importante en la mecédnica
tedrica. Por ejemplo, el principio de Hamilton es frecuentemente visto como una alternativa a las
ecuaciones del movimiento de Newton. Por supuesto, el significado de una formulacién varia-
cional de las leyes de la fisica va mds alld de ser simplemente una descripcioén alternativa. Su
ventaja prictica reside en la posibilidad que ofrece de incorporar en un Unico funcional todas las
propiedades caracteristicas de un problema, tales como las condiciones de frontera, las condiciones
iniciales y las restricciones. También es muy importante el hecho de que estas formulaciones pro-
porcionan los mejores métodos de aproximacidén, y en muchos casos puede usarse para construir
cotas superiores e inferiores de la solucién.

La formulacién hamiltoniana es uno de los pilares en los que se basa la teoria cuantica. Tam-
bién es indispensable en la mecénica estadistica y resulta de gran utilidad en la teoria clésica de
campos, es decir, en sistemas con infinitos grados de libertad, como es el caso de la teorfa de
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Maxwell . Por otra parte, en los ultimos 400 afos la mecédnica ha probado ser el nicleo de la fisica
tedrica.

Debido a la contribucién histérica del calculo variacional al desarrollo de las matemaéticas
y a las posibilidades que ofrece para la resolucién de numerosos problemas matemadticos de la
fisica, ingenieria y economia, el cdlculo variacional disfruta de cierto estatus. Nuevos desarrollos
en matemadticas puras y aplicadas, fisica, economia matematica, teoria del control, biologia e in-
genieria solo sirven para confirmar este punto, y ofrece numerosos ejemplos de la versatilidad y
poder de los métodos tedricos del cdlculo variacional.

En este punto dejamos la historia del cdlculo variacional para pasar a discutir las ideas bésicas
de sus métodos directos.

Como mencionamos anteriormente, la tarea del calculo variacional es determinar los extremos
y puntos criticos de una funcién o funcional

J: VR

bajo las condiciones mds generales posibles. Esta generalidad es requerida tanto para el conjunto
V' como para el funcional J. Si, por ejemplo, V' es un intervalo en R o un subconjunto de R",
entonces es posible resolver este problema usando tnicamente los métodos del andlisis cldsico:
el teorema fundamental de Weiertrass establece que toda funcion continua f : K — R definida
en un conjunto compacto K C R"™ estd acotada y alcanza sus valores mdximo y minimo. En
efecto, puesto que un conjunto K C R"™ es compacto si y sélo si es cerrado y acotado, y como la
continuidad de f implica la compacidad de f(K), se sigue que f(K) es cerrado y acotado, con lo
que la asercién se deduce sin mds que considerar sucesiones maximizantes y minimizantes.
Pasamos ahora a definir la nocién de semicontinuidad, como fue introducida en la teoria de
funciones reales por Baire. Se dice que una funciéon f : V' — R es semicontinua inferiormente en
un punto xg si, para todo £ > 0 existe un § > 0 tal que para todo x con |x — zo| < 0 se tiene
f(x) — f(zp) > —e. Es fécil ver que esta definicién es equivalente a requerir que el conjunto

{zeV:flx) < flxo)}
sea cerrado, y que f es semicontinua inferiormente en V' si
{reV:f(z)<a}

es cerrado para todo a@ € R. Si, en el teorema de Weierstrass, nos limitamos a demostrar la
existencia de un minimo, entonces podemos ver que la hipétesis de continuidad puede sustituirse
por la de semicontinuidad inferior. Demostremos aqui este resultado.

TEOREMA 0.1. Sea f : K C R™ — R una funcion semicontinua inferiormente (sci) y K un
conjunto compacto. Entonces f alcanza un minimo en K.
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DEMOSTRACION. Sea {z,} C K una sucesion minimizante para f, es decir, una sucesioén
tal que

f(z,) — inf f(x).

zeK
Como f es sci, los conjuntos

Cn={z e K: f(z) < flzn)}

son cerrados, y por tanto también lo es N2, C),. Al estar contenida en el compacto K, esta inter-
seccion es un conjunto compacto. Hay dos casos posibles:

1. NP2, C,, = (0. Como es una interseccion de compactos, se sigue que existe una coleccion
finita {an} tal que Cp,, N ... N Cy, = 0. Pero,

C’nlﬂ...ﬂCnm:{xGK:f(m)S ~min f(:cn])},

es obviamente no vacio.
2. NP, Cy, = 0. Seay € NS, C,,. Entonces f(y) < f(x,) paratodon € N, de donde se
sigue que

fly) < mf f(z),

zeK
y por tanto y € K es un punto de minimo.

O

En muchas aplicaciones importantes del calculo variacional, sin embargo, V' no es un subcon-
junto de un espacio vectorial de dimension finita. En el viejo problema de encontrar el minimo
trayecto entre dos puntos, V' es el conjunto de todas las trayectorias que unen esos dos puntos.
En este ejemplo y en muchas aplicaciones fisicas, V' resulta ser un subconjunto de un espacio
funcional de dimensién infinita. Lo siguiente parece, por tanto, una buena delimitacién del calculo
variacional abstracto.

El célculo variacional investiga condiciones sobre un espacio topolégico X, un subconjunto
V C X yun funcional J : V' — R que garantize la existencia de un punto @ € V tal que

J(a) = ;g‘f/ J(u)

J(4) = sup J(u).
ucV

El punto 4 es llamado un punto de minimo o punto de mdximo. En su versién abstracta, pues, el
célculo variacional trata de enunciar y demostrar un resultado anélogo al del teorema de Weier-
strass. Hace mads de cien afos, Bolzano (1781-1848) demostré que todo conjunto infinito y aco-
tado de R posee al menos un punto de acumulacién y sefial6 la importancia de este teorema para
el anélisis real. La idea de elegir una sucesién convergente de entre un conjunto infinito que no
consiste de puntos de R"™ sino de funciones o curvas fue y es usado en calculo variacional para las
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demostraciones de existencia de soluciones. En general, decimos que un subconjunto de un espa-
cio topoldgico es secuencialmente compacto si toda sucesion de elementos del subconjunto tiene
una subsucesion convergente. Esto lleva a la definicion general de compacidad de un subconjunto
de un espacio topoldgico abstracto. Se dice que un subconjunto es compacto si todo recubrimiento
por abiertos posee un subrecubrimiento finito. Observemos aqui que compacidad y compacidad
secuencial son equivalentes en espacios normados.

Muchos problemas de optimizacién tienen lo siguiente en comun. Supongamos que J es un
funcional lineal continuo en un espacio de Banach V. Entonces nuestro propdsito es encontrar un
punto @ de V con ||@|| = 1 tal que

J(@) = ||| := sup |J(u)|.
flull=1
Tenemos pues que encontrar condiciones que garantizen la existencia de tal punto . Si la bola
cerrada unitaria

Ki={ueV: |u| <1}

fuera compacta, entonces la existencia de @ se deducirfa directamente de la continuidad de J. De-
safortunadamente, un teorema demostrado por Riesz (1880-1956) en 1918 establece que las bolas
cerradas unitarias de espacios de Banach son compactas si y sélo si el espacio es de dimensién
finita. De modo que, aunque K es cerrado y acotado, no es compacto en un espacio de Banach
de dimension infinita. En tales espacios se necesita una condicién extra, ademds de ser cerrado
y acotado, para caracterizar los conjuntos compactos. Nosotros daremos estas condiciones suple-
mentarias para varios espacios de Banach. Es facil convencerse del resultado del teorema de Riesz
considerando el siguiente contraejemplo. Es imposible elegir una subsucesién convergente de una
sucesion {z,} de un espacio de Hilbert de dimensién infinita 7, donde < x,, , s, >= Jpy (€N
otras palabras, {x,,} es un sistema ortonormal de #), porque

|xn — Tml|| =<Xn — Ty Tp — Ty >= V2 para todo n # m.

Un camino obvio de superar esta dificultad serfa introducir una métrica en el espacio de Banach
que hiciera que la bola cerrada unitaria fuera compacta al mismo tiempo que conservara la con-
tinuidad de la funcién .J. Desafortunadamente, no es posible realizar esto en el caso general. Asi,
no tenemos mas eleccidn que pasar a un concepto mas general de espacio que el de espacio métri-
co. Esto conduce a la fopologia débil: una sucesién {u,} converge débilmente a 4 si, para todo
funcional continuo J de V' (es decir, J € V), tenemos lim,, J(u,) = J(@). Es posible elegir de
toda sucesion acotada una subsucesion débilmente convergente, y entonces a esta subsucesion se
le llama débil secuencialmente convergente. La bola cerrada unidad K (y todo subconjunto cer-
rado, acotado y convexo de V') a menudo tiene una propiedad muy {til: es débil secuencialmente
compacto. Estas propiedades de compacidad son de gran importancia en las distintas versiones
del teorema fundamental del cédlculo variacional. Como en el caso del andlisis clasico, el segundo
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ingrediente de estos teoremas es un debilitamiento natural del concepto de continuidad para fun-
ciones de espacios de dimension infinita, es decir, el concepto de semicontinuidad. Observemos
que en, por ejemplo, un espacio de Banach, la continuidad respecto la topologia engendrada por la
norma no es la misma que la que engendra la topologia débil (que es menos fina). Para funciones
convexas se puede, al menos, probar semicontinuidad inferior débil.

Una solucién completa de un problema variacional comprende

= existencia,

= unicidad, y

= cdlculo
del punto de minimo 4 € V. Los problemas de existencia y unicidad pueden ser resueltos con
cierto grado de generalidad. Llevaremos a cabo este trabajo en el Capitulo ?? El problema del
célculo de la solucién es considerablemente mas complicado y requiere mucha més base. Para re-
solver este problema, introduciremos en el Capitulo ?? el célculo diferencial e integral en espacios
de Banach y prestaremos especial atencion al concepto de derivada de Fréchet J’ de un funcional
J 1V — R, donde V es un subconjunto abierto de un espacio de Banach. Podremos entonces
obtener una solucién si somos capaces de encontrar el punto de minimo 4 en el conjunto de puntos
criticos de .J, es decir, en {u € V : J'(u) = 0}.



Capitulo 2

Introduccion y ejemplos

1. Definicion de un problema de optimizacion

Un problema de optimizacién puede presentarse de modo esquematico de la siguiente manera:
una variable fisica, de decision o de control debe ser elegida de modo 6ptimo, es decir, de modo que
se optimize (minimize o maximize, seglin el caso) un criterio fisico (accién, energia, ...), un criterio
técnico (precision, estabilidad, duracién,...) o econémico (coste, rentabilidad, productividad,...),
todo respetando restricciones intrinsecas a la situacion que se considera.

A continuacién introducimos la terminologia y la notacién que usaremos para este tipo de
problemas. Un problema de optimizacion ‘P esta formado por

1. Un criterio, J, funcién o funcional que aplica el espacio V' de variables de decision en R,
J:V =R

2. Las restricciones. En general, cualquier elemento del espacio V' no es admisible como
solucidn del problema P, ya que debe satisfacer algunas restricciones que determinan el
espacio de soluciones de ‘P . Estas restricciones aparecen en las aplicaciones de diversas
formas, que pueden intervenir de forma simultdnea:

a) Restricciones de conjunto del tipo

v € C,

donde C' C V es un conjunto dado.

b) Restricciones funcionales de igualdad
1) F(v) =0,

donde F' : V' — R™. Diremos que la solucién estd sujeta a m restricciones de igual-
dad

Fi(v)=0, i=1,..,m.

¢) Restricciones funcionales de desigualdad

2 G(v) <0,
donde GG : V — RP y (2) tiene el siguiente sentido

Gj(v) < 0 j = 1,...,p.

1
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Decimos entonces que tenemos p restricciones de desigualdad. Para una solucién
admisible, v, diremos que las restricciones de desigualdad estdn saturadas si G j(v) =
0,y que no lo estdn si G(v) < 0.

d) Restricciones de tipo ecuacion o desigualdad funcional. Aqui distinguiremos los ca-
sos en que (1) o (2) son ecuaciones o desigualdades integrales, diferenciales, o en

derivadas parciales.

En todo caso, el conjunto de restricciones define un subconjunto U C V/, al que llamaremos

conjunto de soluciones admisibles:
3) U:={v:v satisface las restricciones} .
El problema de optimizacion P consiste pues en encontrar v € U tal que

J(u) < J(v) paratodav € U, (problema de minimizacién),

J(u) > J(v) paratodav € U, (problema de maximizacién).

Si tal u existe, diremos que es una solucion optimal y que J(u) es un valor optimal del problema
P.

Puesto que el problema de determinar el madximo de un funcional J es equivalente al de de-
terminar el minimo de —.J, a partir de ahora trataremos tinicamente el problema de minimizacién.
En lo que sigue, escribiremos de forma abreviada la formulacién del problema P como sigue:

fnf J(v)

@ (P) velC, F(v)=0, G(v)<O0.

En el caso més habitual en el que V' es un espacio topoldgico, podemos introducir la nocién
mas débil de minimo local o relativo (1a nocion definida anteriormente lleva entonces el nombre
de minimo global o absoluto): u € U es un minimo local si existe un entorno B de « tal que

Q) J(u) < J(v) paratodav € UN B.

Claramente, un minimo global es siempre un minimo local, mientras que el reciproco es falso, en
general (veremos en el Capitulo ?? que bajo ciertas hipdtesis sobre la convexidad de J y U se da
la equivalencia entre ambas nociones).

2. Ejemplos

Los ejemplos que presentamos a continuacién servirdn para ilustrar los métodos que pre-
sentaremos mds adelante. Los clasificamos en

= Problemas de dimension finita, es decir, J : R" - R,y

= Problemas en dimension infinita, es decir, J : V' — R, los cuales a su vez dividimos en
e Problemas del Calculo de Variaciones,
e Problemas isoperimétricos, y
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2.1. Ejemplos en dimension finita.
2.1.1. Ejemplo 1. Programacion lineal. Muchos problemas econémicos o técnicos se pre-

sentan en la forma de un programa lineal:

inf <c, v>

6
©) veR? Av <b,

donde A, by ¢ son matrices de orden m x n, m x 1y n x 1, respectivamente.

El primer programa lineal (tratado en 1944) que fue el origen de lo que hoy se denomina
investigacion operativa, es un problema de racion alimentaria. Se dispone de n tipos de alimentos
y tomamos en consideracién m pardmetros alimentarios (proteinas, vitaminas, etc). Desiganamos
por

» q;; la cantidad del parametro 7 contenida en una unidad del alimento 7,
= b; la cantidad minima necesaria que debe ser introducida en cada racion, y
= ¢; el coste de la unidad de alimento j.

Asi, la racion alimentaria de coste minimo, conteniendo v; unidades del alimento j, es solucion

del programa lineal

n
inf )" ¢jv;
-t
(7 ! n
v; >0, j=1,...,n, > ajv;>b;, i=1,..,m.
j=1

Otro problema tipico de programacién lineal es el problema del transporte. Se consideran p
almacenes en los que los niveles de stocks de un producto son s;, ¢ = 1,...,p y ¢q destinos donde
se desea disponer de una cantidad minima del producto r;, j = 1, ..., q. El coste por unidad del
transporte desde el almacén ¢ al destino j se designa por c;;. Las variables de decision son entonces
v;5, cantidad del stock 7 entregado en el destino j, y la decision 6ptima es la que minimiza los
costes de distribucidn, la cual es solucién del problema

iancijvij
i?j
(8) q P . .
vij >0, v <si Y vi>b, i=1,..,p, j=1,.,q
j=1 i=1

Este ejemplo ilustra la clase mas general de problemas tipicos de investigacidon operativa, donde
el coste y las restricciones, de igualdad o desigualdad, son funciones afines de las variables de
decision.

2.1.2.  Ejemplo 2. Programacion no lineal. Llamamos programacion no lineal a un proble-
ma en dimension finita del siguiente tipo

inf J(v)

9
©) F(v) <0, (esdecir, Fj(v) <0, i=1,..,n),
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donde las funciones J y F; : R™ — R no son lineales. En este caso tendremos que hacer hipétesis
sobre la diferenciabilidad de estas funciones para poder caracterizar las soluciones optimales.
2.1.3.  Ejemplo 3. Programacion convexa. Un problema del tipo

inf J(v)

(10 velC F(v) <0,

donde las funciones J, F; : V' — R son convexas, V' es un espacio vectorial (real) y C' C V
es un subconjunto convexo, se llama programa convexo. Las hipdtesis realizadas aseguran que el
conjunto de soluciones admisibles

U={v:veC, Fv)<0}

es un conjunto convexo (0 vacio).

2.14. Ejemplo 4. Programa cuadrdtico y minimos cuadrados. Un caso particular de pro-
grama convexo es aquel en el que J es un funcional cuadrético definido por una matriz simétrica
y definida positiva, (), y en el que F' es afin. En este caso nos referimos al problema como un

programa cuadrdtico

inf% <v, Qu>+<c,v>

11
(ih Av < b.

Una aplicacién importante es la que concierne a la resolucion numérica de sistemas lineales sub-
determinados de la forma

Av = b,

donde A es una matriz m x n de rango m < n, en el cual se busca una solucién generalizada,
definida como solucién del programa

inf% <v, Qu>
Av = b,

donde () tiene un sentido fisico determinado por el origen del problema. De manera similar
planteamos la biisqueda de soluciones de sistemas sobre-determinados de la forma

Av = b,

donde A es una matriz m X n de rango m > n, y llamamos solucion de minimos cuadrados a la

solucién del programa cuadratico
inf <Av —b, R(Av —b) >,

donde la matriz simétrica definida positiva, R, tiene un sentido fisico.
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2.2. Ejemplos en dimension infinita: problemas del Calculo Variacional. Muchos de los
problemas en dimensién infinita pueden ser formulados en la forma de un problema del cdlculo
de variaciones. En éstos tenemos que

1. V es un espacio funcional a precisar, de funciones v : {2 — R?, donde 2 es una abierto,
normalmente acotado, de R"”, de frontera, I', regular.

2. Las restricciones sobre el conjunto de soluciones pueden imponerse bien sobre la frontera
', bien sobre el dominio €. Por ejemplo v = 0en I, u > 1 en (2, etc.

3. Se considera un operador diferencial P(D) bien definido sobre V' (o, al menos, sobre el
conjunto de soluciones admisibles, U). Normalmente P(D)v = v'.

4. El criterio J : V' — R es de la forma siguiente

(12) J(v) ::/QL(:U,U(Q:),U/(x))dx.

Naturalmente, las hipdtesis sobre V' 'y L deben asegurar la existencia de J sobre V, o al

menos sobre U.
El problema es entonces

13 { fnf J(v)
velUcCV.

A continuacién daremos varios ejemplos, los cuales dividiremos atendiendo al cardcter unidimen-
sional (ejemplos 5-9) o multidimensional (ejemplos 6-14) del problema.

2.2.1. Ejemplo 5. Trayectoria en tiempo minimo. Se trata de encontrar la trayectoria que
conecta en un tiempo minimo a los puntos (a, vg) y (b, v1), teniendo en cuenta que en cada punto
(x,y) el moédulo de la velocidad viene dado por la funcién ¢(x,y) > 0. El problema es entonces

/1 2
inf J(v / + ]v |
(14
v(a) = vy, v
Conviene precisar el espacio en el que buscaremos la solucion v. Mds adelante justificaremos por
qué el espacio adecuado se trata del espacio de Sobolev

V = H'(a,b).

A continuacién veremos varios problemas correspondientes a la eleccién de la funcion c(x, y).

5.1 Ley de refraccion de la luz (Principio de Fermat-Huygens). Se trata de un problema
de transmision con discontinuidad entre dos medios. Supondremos que a < 0y b > 0,

correspondiendo = = 0 a la frontera entre ambos medios, y definimos

c1 six <0,
c(z,y) = { .

co sixz > 0.
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5.2 Braquistocrona. Supongamos que tenemos un cuerpo situado inicialmente en el punto
(a,vg) := (0,0) y consideremos la fuerza gravitatoria dirigida en el sentido positivo del
eje OX. Sabemos que la velocidad de un cuerpo en caida libre sin rozamiento viene dada
por

c(z,y) = /292,
siendo g el médulo de la aceleracién gravitatoria. El problema de la braquistocrona con-
siste en encontrar el perfil v : [a,b] — R4 tal que el cuerpo llega al punto (b,v1) en
tiempo minimo.

5.3 Superficie de revolucion minima. La superficie de revolucién en torno al eje O X engen-
drada por la curva v y que une los puntos (a,vg) y (b, v1) tiene como superficie

b
J(v) == 271'/ v(z)/1+ |V (z)|?dx.

El perfil de la superficie de revolucién minima corresponde por tanto al problema (14) con

1
c(x,y) = G
2.2.2.  Ejemplo 6. Geodésicas. Consideremos una superficie regular de R3 dada por la carta
z=z(u,v), y=yluv), z=z(u,v).
El elemento de arco es entonces

ds? .= da® + dy? + dz? = edu® + 2fdudv + gdv?,

con
e=a2 +yi+ 22 fi=2ume T Yo + 2uze,  gi= 22 F YR+ 22

La geodésica, es decir, la curva de longitud minima que une el punto (ug, vg) con el punto (uy,v1)
viene dada por la funcién v : [ug, u;] — R solucién del problema de optimizacién

u
15) inf J(v) := /u Ve+2fv + glv'[2du

0
v(ug) = vo, v(ur) = v

2.2.3. Ejemplo 7. Dindmica de sistemas con un nimero finito de grados de libertad. Un
sistema mecénico con un nimero finito de grados de libertad, es decir, en el que la posicién de una
particula en un instante dado viene dada por un vector q € R", estd caracterizado por una funcién
L llamada lagrangiana, L : R™ x R™ x R — R tal que la trayectoria seguida para unir los puntos
(@, t0) y (g, 1) es solucién del problema siguiente

t1

it J(@) = [ La(t).q'(0), 0y
(16) t

0
a(te) =d°, a(t) =dq.
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La lagrangiana tiene la siguiente forma

L(q,d',t) :==T(q,qd',t) — U(q, 1),
con

T(q,q',1t): Z% q, t)qdj,

donde T' es una forma cuadratica definida positiva respecto q’, que representa la energia cinética
del sistema, y donde U representa la energia potencial del mismo.

2.2.4. Ejemplo 8. Criterio cuadrdtico. Un caso importante es el de un funcional cuadratico
en un problema unidimensional

1 b ) b
- inf J(v) ;_2/a (1] —i—Mfu)—/a fo
v e H(a,b), v(a)=vy, v(b)=u1,

con M := M(x) > 0en (a,b).
2.2.5. Ejemplo 9. Problema elemental del cdlculo de variaciones. Finalmente, escribimos
el problema tipico de célculo de variaciones (el Ejemplo 8 es un caso particular):

b
(18) inf J(v) ::/a L(v(x),v'(z), z)dz

v(a) = vy, v(b) =1,

donde, en muchas aplicaciones, v € H'(a,b), aunque también pueden imponerse restricciones
mas fuertes.

Acabamos esta seccién con la introduccién de algunos problemas multidimensionales.

2.2.6. Ejemplo 10. Problema de Plateau. Sea €} C R"™ un dominio acotado de frontera, I,
regular. Buscamos la superficie de R"*!, es decir, la aplicacién v : Q — R de superficie minima

y tomando en I" unos valores predeterminados.

inf J(v / V14 |Vol?

UEHl(Q), v=gp enl.

19)

Este problema proporciona por ejemplo, en el caso n = 2, la forma de equilibrio de una pompa de
jabdn que se apoya sobre el contorno (', g).

2.2.7. Ejemplo 11. Equilibrio en mecdnica de medios continuos. Consideremos sobre una
membrana eldstica homogénea e isétropa sobre €2 y sea v : 2 — R el desplazamiento de dicha
membrana. La energia potencial de deformacién es, salvo una constante (coeficiente de elastici-
dad), igual a la variacién de la superficie, digamos

/ V14 |Vol2.
Q
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Si consideramos solamente deformaciones pequeias, la energia potencial de deformacién viene

1 2
U1 —2/Q|V’U| .

Si la membrana estd sometida en todo punto a una fuerza de recuperacion eldstica, la energia

1
Uy = - 2,
2= [ 1o

Finalmente, si existe una fuerza exterior transversal, constante en tiempo y de densidad f aplicada

dada por
potencial correspondiente es

a la membrana, entonces la energia potencial asociada es

Us ::/va.

La membrana estard en equilibrio cuando las restricciones se verifiquen y cuando el criterio en-
ergético correspondiente sea minimizado. Segun el caso, este criterio serd

Bi=g [(VeR £l = [ fo,

1
J2 ::/ ]Vv]Q—/f’u.
2 Ja Q0

Las condiciones de frontera pueden ser muy variadas. Veamos algunos ejemplos en los que supon-
dremos f € L?.

11.1 Problema de Dirichlet. Es el problema siguiente
20) inf Jo(v)
v e HH Q).

Corresponde a las condiciones de fronterav = OenI'.
11.2 Problema de Neumann.

inf J; (v)
o { ve HYQ).

11.3 Elasticidad con restricciones unilaterales.

inf Jq (v
(22) 1(1)
ve H(), v>0 ctpenl.

11.3 Equilibrio con obstaculo.

inf J
23) o 2(1”)
ve Hy(Q), v>1 ctpen.

Para que las restricciones sean compatibles (es decir, U # ) hay que suponer, por ejem-
plo,que ) € L2() yy <0OenT.
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2.3. Problemas isoperimétricos. El origen histérico de esta apelacion viene del siguiente
ejemplo.

2.3.1. Ejemplo 12. Problema isoperimétrico elemental (problema de Pappus). De entre to-
das las curvas de longitud ¢ dada, que unen el punto (0, 0) con un punto variable (0, £), encontrar
aquella que, junto con el eje OX, encierra una superficie maxima.

£
inf J(v,£) ::—/ v
0
£
v(0)=0, v =0, v>0, /\/1—1—\@’\2:&
0

Generalizando, llamaremos un problema isoperimétrico a todo problema del tipo

25) inf J(v) |
veUCV, FWw=c¢, i=1,..,m,

(24)

donde J y F; son funcionales de la misma forma que en (12) y donde U C V expresa las condi-
ciones de frontera que restringen a v.

2.3.2.  Ejemplo 13. Equilibrio de una cadena. Consideremos una cadena colgante homogénea
de longitud ¢ suspendida de los puntos (a, vg) y (b, v1). Su posicién de equilibrio v : [a,b] — R
corresponde a la altitud minima de su centro de gravedad (energia potencial minima). El problema
es

b
inf J(v) :—/ v/ 1+ [v/)?
“ b
v(a) = vy, v(b) =11 / V142 =2

Este problema es similar al formulado en el Ejemplo 5.3, pero con una restriccion adicional de

(26)

tipo isoperimétrico.

2.3.3.  Ejemplo 14. Autovalores y autofunciones. Sea J(v) := a(v,v), donde a es una for-
ma bilineal, simétrica, continua y definida positiva sobre el espacio de Hilbert V. El siguiente
problema es de tipo isoperimétrico.

27 sup J(v)
veV, <wvuv>=1.

El valor 6ptimo resulta ser el mayor autovalor de a y la solucién dptima es la autofuncién corre-
spondiente.






Capitulo 3

Métodos directos del Calculo Variacional

En este capitulo vamos a estudiar las técnicas bdsicas que nos permiten asegurar la existencia
y unicidad del minimo de un funcional (funcién definida sobre un espacio de dimension infinta
con valores a R). La idea fundamental es la extension del Teorema de Weierstrass a funciones
definidas en espacios de dimension infinita.

Las hipétesis del Teorema de Weiertrass atafien a la funcién que se desea minimizar (semicon-
tinuidad inferior) y al conjunto en el cual se busca el minimo (compacto). En espacios de dimen-
sidn finita estas hipdtesis son relativamente faciles de comprobar dado que la compacidad de un
conjunto es equivalente a que el mismo sea cerrado y acotado, y la continuidad puede deducirse
frecuentemente de un andlisis directo de la funcién a minimizar.

Sin embargo, el Teorema de Riesz (véase Teorema ??77?) establece que la bola unidad cerra-
da de un espacio de Banach es compacta si y solo si la dimension del espacio es finita. Puesto
que este criterio de compacidad falla en el caso de dimension infinita, se impone la investigacién
de nuevas condiciones sobre los subconjuntos de espacios de dimensién infinita y sobre los fun-
cionales definidos en estos espacios que, de algiin modo, nos permitan enunciar un resultado que
generalize el Teorema de Weierstrass.

Las aplicaciones clasicas del calculo variacional conducen de un modo natural al estudio de
la topologia débil asociada a un espacio de Banach de dimensién infinita. En efecto, puesto que
los conjuntos cerrados y acotados en la topologia fuerte no son compactos, uno puede esparar
que si reduce la cantidad de abiertos mediante la introduccién de una nueva topologia, la cantidad
de cerrados y, por tanto, de compactos, aumente. Y esto resulta ser asi. En particular, cualquier
subconjunto acotado de un espacio de Banach reflexivo es relativamente compacto respecto la
topologia débil.

El problema que surge a continuacion es el de la continuidad (respecto la topologia débil) del
funcional a minimizar. Claramente, al introducir una topologia con menos abiertos, la cantidad
de funciones continuas también disminuye y, asi, por ejemplo la norma asociada a la topologia
fuerte no es una funcion continua respecto la topologia débil. Cobra especial importancia en este
contexto la nocién de semicontinuidad inferior.

Finalmente, observemos que aunque, como veremos, la introduccion de la topologia débil y
de los funcionales semicontinuos inferiormente respecto dicha topologia nos permiten asegurar la
existencia de un minimo sobre cualquier conjunto acotado y cerrado respecto la topologia débil, la
verificacidn préctica de estas propiedades dista de ser sencilla, como lo es en el caso de la topologia

11
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fuerte. Por ello, una de las cuestiones centrales de este capitulo serd la bisqueda de condiciones
expresadas respecto la topologia fuerte que impliquen las correspondientes respecto la topologia
débil. En este contexto la convexidad de conjuntos y funciones jugara un papel fundamental.

1. Topologia débil

1.1. Definiciones y resultados basicos sobre la topologia débil. En todo espacio de Ba-
nach, V', puede definirse una topologia menos fina que la topologia engendrada por la norma, y
que, por tanto, posee mas compactos. Es la topologia débil o(V,V').

Sea V un espacio de Banach y sea J € V' (es decir, J : V' — R lineal y continua). Se designa
por ¢ : V — R ala aplicacion dada por ¢ j(u) :=<J , u>. Cuando J recorre V' se obtiene una
familia () jey de aplicaciones de V en R.

DEFINICION 1.1. La topologia débil o(V,V") sobre V es la topologia menos fina sobre V
que hace continuas a todas las aplicaciones (@) jey.

A continuacién veremos algunas propiedades importantes de la topologia débil.

PROPOSICION 1.2. Sea ug € V. Se obtiene una base de entornos de g para la topologia

o(V, V") al considerar todos los conjuntos de la forma
(28) U={ueV:|<Jij,u—uy>|<e, paratodoic I},
donde I es finito, J; € V' ye > 0.
DEMOSTRACION. Véase Brezis [?], Proposicién I11.4. O
Notacién. Dada una sucesioén {u,, } C V, se designa por
Up — U

a la convergencia débil de u,, a u en la topologia débil de o(V, V’). A menudo escribiremos u,, en
vez de {u, } para denotar una sucesion.

TEOREMA 1.3. Sea w,, una sucesion en V. Se tiene:

up, =~ ueno(V,V')siysélosi<J, u,>—<J,u>paratodo J € V'

Si u,, — u fuertemente entonces u, — u débilmente en o(V,V').

Si uy, — u débilmente en o(V, V') entonces ||u,,|| estd acotada y ||u|| < Hminf ||Juy,|.

Si up, — udébilmenteeno(V,V')y J, — J fuertemente en V'(es decir, || Jp,—J||y+ — 0)
entonces < Jp , up >—<J, u>.

Sl A e

DEMOSTRACION. 1. Por definicion de topologia débil, ¢ j(u) :=<J, u> es continua para toda
J € V', de modo que si u,, — u se sigue <J, u, >—<.J, u> paratoda J € V'.

Reciprocamente, sea U un entorno de u de la forma (28). Para cada ¢ € I existe un entero V;
tal que | <J;, up, > | < g, paran > N;. Sea N = méax;c; N;. Resulta entonces que u,, € U para
cadan > N.
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2.Sesiguede l.yaque | <J, up> — <J, u>| < [|J||||un — ul.
3. Véase Brezis [?], Proposicion I11.5.
4. Se tiene

| <Jn,upn>—<J,u>|<|<Jp—J,up>|+|<J, up —u>|

< n = Jlfunll + 1 <T5 un —u>|,
y se concluye por 1.y 3. U
PROPOSICION 1.4. V es de dimension finita si y sélo si la topologia fuerte y la débil coinciden.

DEMOSTRACION. Supongamos que V' es de dimension infinita. Tenemos entonces que el
conjunto S = {u € V : ||lul]| = 1} nunca es cerrado en la topologia débil o(V, V') (véase Ejemplo
(1.6)). Sin embargo, S es claramente cerrado en la topologia fuerte. Por tanto, V'§ es abierto en
la topologia fuerte pero no en la débil. De hecho, la topologia débil siempre tiene menos abiertos
que la topologia fuerte.

Reciprocamente, supongamos que V' es de dimension finita. Hemos de comprobar que todo
abierto fuerte es un abierto débil. Sea ug € V' y sea U un entorno de ug en la topologia fuerte.
Hemos de construir un entorno W de ug en la topologia débil tal que W C U. O dicho de otro
modo, encontrar un subconjunto finito (.J;);c; de V/ y un ¢ > 0 tales que

Wi={ueV:|<J,u—uy>|<e paratodoi € [} CU.

Supongamos que B(ug,r) C U. Tomemos una base {e1,e2,...,e,} de V con ||e;|| = 1 (siendo
n
n la dimension de V). Para todo u € V' se tiene la descomposicion u = > u;e;; las aplicaciones

i=1
u — u; definen n formas lineales continuas sobre V' que denotamos por J;. Se tiene entonces

n
lu—uoll <D | <Jis u—up>| < ne
i=1
para u € W. Eligiendo € := r/n se obtiene W C U. O
OBSERVACION 1.5. Los abiertos de la topologia débil son también abiertos de la topologia
fuerte. Cuando V es de dimension infinita, la topologia débil es estrictamente menos fina que la

fuerte, es decir, existen abiertos en la topologia fuerte que no son abiertos en la topologia débil.
He aqui un ejemplo:

EJEMPLO 1.6. El conjunto S = {u € V : ||u|| = 1} nunca es cerrado en la topologia débil
a(V,V'). Mds exactamente, demostraremos que

S7={ueV:|ul <1},

siendo S el cierre de S en la topologia o(V,V').
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Seaug € V con ||ug|| < 1. Comprobemos que ug € S°. Dado un entorno U de ug en o(V, V')
vamos a probar que U N S # (). Siempre se puede suponer que U es de la forma

U={ueV:|<Jij,u—uy>|<e i=12...,n},
cone >0y J; €V, i=1,2,...,n. Fijemos vy € V, vy # 0 tal que
<Ji,v9>=0 paratodoi=1,2,...,n.
Un tal vg existe ya que de lo contrario, la aplicacion ¢ : V- — R" definida por
ow) = (<Ji,w>,...,<J,, w>)
seria inyectiva y  seria un isomorfismo de V en R™, de donde V' seria de dimension n.
La funcion g(t) := ||ugp + tvo|| es continua en [0, 00), con
9(0) <1 y  lim g(t) = +oc.

Asi pues, existe ty > 0 tal que ||ug + tvg|| = 1. Por consiguiente, uy + tvg € U N S. Con lo que
hemos probado que
Sc{ueV:|ul|<1}cse.
De donde se deduce el resultado si se sabe que {u € V : ||u|| < 1} es cerrado en la topologia
debil, lo cual demostraremos en el Teorema 1.9.
La interpretacion geométrica de esta construccion es la siguiente. En dimension infinita, todo
entorno U de ug de la topologia débil contiene una recta que pasa por ug (e incluso un enorme

espacio afin que contiene a ).

EJEMPLO 1.7. Supongamos ahora que V' es un espacio de Hilbert de dimension infinita y
sea uy un sistema numerable ortonormal de V. Claramente u, no tiene ninguna subsucesion

fuertemente convergente, pero sin embargo
Uy, — 0.

En efecto, por la desigualdad de Bessel tenemos que
oo
Z] <u, u,>|* <|ul|® paratodau €V,
n=1

y por ser la serie convergente deducimos que el término general tiende a cero.

EJEMPLO 1.8. Convergencia de medias. Consideremos el espacio de Banach LP(S2), con

1 < p < oy sea u, una sucesion de LP(S2) tal que
(29) Up, — u  débilmente en LP(S).

Entonces, si E C ) es un conjunto medible y acotado, la funcion indicatriz de F, 1g es un
elemento de LV (Q), con lo que

/un:/unlE%/ulE:/u,
E Q Q E
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es decir, las medias de las funciones uy sobre cualquier conjunto medible y acotado E conver-
gen a la media del limite débil, u, sobre E. Un problema al que nos enfrentamos continuamente
en las aplicaciones es que la convergencia en media no implica la convergencia en norma y, ni
siquiera, la convergencia en casi todo punto. Puede pasar, por ejemplo, que la sucesion u,, con-
verja débilmente a u a través de oscilaciones irregulares, de muy alta frecuencia o incluso no
acotadas.

En particular, observemos que (29) no implica J(uy,) — J(u) para cualquier funcional no
lineal J. Para comprobar esto, tomemos a,b,\ € R, cona < by 0 < A < 1, de modo que

J(Aa+ (1 = A)b) # AJ(a)+ (1 — X)J(b).
Sea Y= (0,1)y

J+A
n

a Si <z <

3=

un(a:) =
b en otro caso.

Entonces u, — u = \a + (1 — \)b en L™(R), es decir, (definicion de convergencia débil ),

Q Q

En efecto, para toda ¢ € Co(Q2) se tiene, por el Teorema del Valor Medio, que existen j €

para toda p € L(Q) se tiene

[7/n,(j+A)/n|paraj=0,...,n—1 tales que

-1

nol C(4N)/n nly
Jume=3 [ wtwrde =3~ 2o(a))
Q =0 j/n n

donde hemos fijado a = 1y b = 0, por comodidad. Consideremos ahora la particion de [0, 1]
dada por xj = j/n, para j =0, ..., n. La integral de Riemann de o viene dada por

n—1 n—1
, _ , 1 _
| o =1im j}_oj o(@ a1 — 23] = lim j}_oj o(35),

donde T; € [xj,xj41). Puesto que [j/n,(j + X)/n] C [z}, zj11], podemos tomar T; = &;, de
modo que resulta

n—1
. . [
117?1/9“”90 = Ah;nz —old) = A/Qw,
7=0
para toda p € Cy(Q2). Un argumento de densidad permite probar la misma propiedad para toda
¢ € LY(2). Por otra parte,

JHA

n

<z <

<
—~
—_
S~—
&
3|

J(0) en otro caso,
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¥, procediendo como para la sucesion u,,, hallamos que
*
J(up) = AJ(1) £ J(A) = J(u).

1.2. Algunas propiedades que relacionan la topologia fuerte y débil. Puesto que la topologia
débil es dificil de manejar, a continuacion exponemos algunos resultados que permiten, por medio
de la topologia fuerte, deducir ciertas propiedades sobre la débil.

Todo conjunto cerrado en la topologia débil o(V, V') es cerrado en la topologia fuerte, pero el
reciproco no es cierto en general, véase Proposicion 1.4. Sin embargo, hay un caso importante, el
de los conjuntos convexos, para el que ambas nociones coinciden.

TEOREMA 1.9. Sea C C V convexo. Entonces C es débilmente cerrado en o(V, V') si'y sélo
si es fuertemente cerrado.

DEMOSTRACION. Véase Teorema II1.7 de Brezis [?]. O

OBSERVACION 1.10. EI teorema anterior implica que un convexo cerrado coincide con la
interseccion de los semiespacios cerrados que lo contienen. Por otra parte, también implica que
si una sucesion u,, converge débilmente a u, entonces existe una sucesion de combinaciones con-

vexas de los uy, que converge fuertemente a u, véase el Corolario 1.18.
Introducimos a continuacién la definicién de funcional semicontinuo inferiormente.

DEFINICION 1.11. Sea V' un espacio de Hausdorff. Se dice que J : V — R es semicontinua
inferiormente (sci) en u € V si, para todo € > 0 existe un entorno U de u tal que

J(v) > J(u) —e paratodov € U.
O, equivalentemente,
J(u) < liminf J(v).
v—U
Diremos que J es scien 'V si es sci en todo punto de V.
OBSERVACION 1.12. Es fdcil ver que J es sci en V siy solo si el conjunto
{veV:Jw) <a}
es cerrado para cualquier o € R.
Un ejemplo de funcidn que no es continua en z = 0 pero que es sci es

(14 22)sen(1/x) sixz #0,
-1 sixz =0,

fz) =

véase Figura 1.
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FIGURA 1. La funcién (1 4 z2)sen(1/z)

COROLARIO 1.13. Sea J : V — (—o00, 00| una funcion convexa y sci para la topologia
fuerte. Entonces J es sci para la topologia débil o(V,V"). En particular, si u,, — u entonces

J(u) < liminf J(uy,).
n
DEMOSTRACION. Es suficiente comprobar que para todo o € R el conjunto
A={ueV:Ju) <a}

es cerrado en o(V, V’). A es convexo (por ser J convexa) y A es fuertemente cerrado (ya que J
es sci para la topologia fuerte). Segin el Teorema 1.9 el conjunto A es también cerrado para la
topologia débil. 0

OBSERVACION 1.14. Se obtiene en particular que si u,, — u en o(V, V') entonces
lu|| < Hminf ||uw,||.
n

En efecto, el funcional J(u) := ||u|| es convexo y continuo para la topologia fuerte (luego fuerte-

mente sci). Por consiguiente, J es débilmente sci.

DEFINICION 1.15.

1. Se dice que un espacio métrico es separable si posee un subconjunto numerable y denso.
2. Sea V un espacio de Banach y sea I la inyeccion candnica de V en V", Se dice que V es

reflexivo si I(V) = V.

EJEMPLO 1.16.

1. El espacio L?, con 1 < p < ¢ es reflexivo y separable. El espacio dual correspondiente
es LP, conp =p/(p—1)
2. L' es un espacio separable, pero no reflexivo. Su espacio dual es L.

3. L™ no es ni reflexivo ni separable. El espacio dual de L™ contiene estrictamente a L
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TEOREMA 1.17. Sea V' un espacio de Banach reflexivo. Sea K C V' un subconjunto convexo,
cerrado y acotado. Entonces K es compacto en la topologia débil o(V,V'). En particular, si u,,
es una sucesion acotada en V' entonces existe una subsucesion uy,; que converge débilmente a un
elemento de V.

DEMOSTRACION. Para el caso en el que V es un espacio de Banach reflexivo, véase [?],
Corolario II1.19. Demostraremos aqui que si u,, €s una sucesion acotada en un espacio de Hilbert
separable, V', entonces existe una subsucesion uy,; que converge débilmente a un elemento de V.

Tomemos un conjunto, vy, numerable y denso en V. Como | <uy,, v1> | < ||upl|||v1|| para
todo n, la sucesion de ndmeros reales < u,, , v1 > estd acotada y, por tanto, existe una subsucesion
de u,,, que denotamos por u1,, que converge a algiin real a;. Andlogamente podemos probar que
existe una subsucesion ug, de uy, tal que < ugy, , v2 >— az cuando n — oo. Continuando este
proceso, tenemos que

<uir, v1>,<uiz, v1>,<u13, v1>,... — ai,

<ug1, V2>,<uU2, V2>,<U23, V2>,... — a2,

La sucesién diagonal w,, definida por w,, := u,,, tiene la propiedad de que
30) <Wp, Vp>— ar cuandon — oo paratodo k.
Ademds, existen nimeros a(v) tales que
31 <Wp, v>— a(v) cuandon — oo paratodov € V.
En efecto, esto se sigue de que la sucesién w,, es una sucesién de Cauchy:
| <wp — Wy, V> | < | <wp — W, V=0 > |+ | <Wwp — Wiy, > | < €

para ciertos vy, y para todos n, m > ng(e). Para esta acotacién hemos usado que la sucesioén wy,
estd acotada, que el conjunto v, es denso en V' y la propiedad (30).
Obviamente, la aplicacién v — a(v) es lineal y por (31)

la(v)] < ||v||sup ||wy| paratodov €V,
n
luego a(v) es también continua. Aplicando el Teorema de Riesz! deducimos la existencia de un

w € V tal que
a(v) =<w,v> paratodov € V.

Por (31), <v, w, >—<v, w> cuando n — oo para todo v € V. Por tanto
w, — w cuando n — oo.

ITeorema de Riesz: Sea V un espacio de Hilbert. J € V' siy sélo si existe u € V tal que J(v) =<wu, v > para
todov € V.
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COROLARIO 1.18. El limite, u, de cada subsucesion débilmente convergente de u,, es un

elemento del cierre de la envolvente convexa del conjunto {uy,us,...}.

DEMOSTRACION. Lo demostraremos en el caso de espacios de Hilbert. Sea u,, una sucesién
acotada en el espacio de Hilbert V' tal que u,, — u. Nos es suficiente con probar que existe un

subconjunto de indices n1 < ng < ... tal que
k:_l(un1 +...4+up,) —u cuandon — oo.

Sustituyendo u,, por u, — u, podemos suponer que v = 0. Pongamos primero n; := 1. Por la
convergencia débil tenemos que

| <Up,, up>|—0 cuandon — oo,

de modo que existe un indice ny > nj tal que | < up, , up, > | < 271 Continuando de esta
manera, obtenemos un conjunto de indices tal que

‘<un1?unk>’S(k_l)_la"'7|<u”k717u”k>‘§(k_1)_17

para todo k£ > 3. Como ||uy,|| < C para todo n, siendo C una constante positiva, deducimos

k k—1
167 (uny + ... 4 uny)|)? < k:_2{zl ([t || + 2 Zl| <Un 5 Uny, > |
i= i=

k—2
+2z ‘ <Unjaunk,1> |+}
j=1
< E2RCP 42k —Dk—1D) 42k -2)(k—2)"" +...+2)
< kY(C?+2) =0 cuando k — co.

g

2. El Teorema de Weierstrass Generalizado a Espacios de Banach

El siguiente resultado es una generalizacion del Teorema de Weierstrass.

DEFINICION 2.1. Sea J : U C V — R un funcional sobre un subconjunto U de un espacio
real normado V. Entonces

1. J es débil secuencialmente semicontinuo inferiormente si para todo v € U y toda suce-
sion u, €V tales que u, — u cuando n — oo se tiene

J(u) < liminf J(uy,).
2. J es coercivo si
J(u) = oo cuando ||u|| — oo enU.

para todo o € (0,1) y para todo u,v € U.
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TEOREMA 2.2. Sea V' un espacio de Banach reflexivoy U C V un subconjunto cerrado, con-
vexo y no vacio. Supongamos que el funcional J : U — R es débil secuencialmente semicontinuo
inferiormente y que si U no estd acotado, entonces J es coercivo.

Entonces existe un punto de minimo w € U del funcional J. Si, ademds, J es estrictamente

convexo entonces el punto de minimo es tinico.

DEMOSTRACION.
Paso 1. Supongamos que U estd acotado y sea

= inf .
v = fnf J(u)

Se tiene —oo < v < o0o. Existe una sucesion (minimizante) u,, en U tal que
J(up) = cuando n — oo.

Como U esté acotado, la sucesién u,, estd acotada, y por el Teorema 1.17, existe una subsucesién
débilmente convergente, que seguimos denotando por u,, tal que u,, — wu. El Corolario 1.18
asegura que u pertenece al cierre de la envolvente convexa de {uj,usg,...}. Por tanto, u € U.

Finalmente, como J es débil secuencialmente sci,
J(u) < liminf J(uy) =7,
n

lo cual implica que J(u) = 7.
Paso 2. Supongamos que U no estd acotado y fijemos v € U. Como J(u) — oo cuando ||u|| — oo,
existe un r > 0 tal que
(32) J(u) > J(v) paratodou € V tal que ||ul| >,
y el conjunto M, := {u € U : ||u|| < r} es no vacio. Por (32), toda solucién u del problema
min J(u)
ueM,
es también una solucién del problema de minimizacién en todo U. Como M, es cerrado, convexo
y acotado, basta con aplicar el Paso 1 de esta demostracién para conluir.
Para probar la unicidad del minimo cuando J es estrictamente convexo, supongamos que
existen dos soluciones v y v. Entonces %(u +v) € U, y por tanto,

1 1 1
J(i(u +v)) < §J(u) + §J(v) = J(u),
que contradice el hecho de que u sea un punto de minimo para J en U. U

Los siguientes lemas dan una caracterizacion de la débil secuencialmente sci de un funcional

J en términos de los conjuntos {u : J(u) < A}.

LEMA 2.3. Sea V un espacio de Banach y U C V un subconjunto débil (secuencialmente)

cerrado. Un funcional J : U — R es débil (secuencialmente) sci en U si 'y solo si los conjuntos

My={ueU:J(u) <A}
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son débil (secuencialmente) cerrados para todo A € R.

DEMOSTRACION. Demostraremos el resultado para convergencia secuencial y cierre secuen-
cial. Para el caso general, véase [?].

Sea J débil secuencialmente sci. Para A € R, sea wu,, una sucesién débilmente convergente en
M. Entonces, por el Teorema 1.17 u,, — u, para algin u € U, puesto que U es débil secuencial-
mente cerrado. Se sigue del Corolario 1.13 que

J(u) < lminf J(up,) < A,

y, por tanto, u € M), es decir, M), es débil secuencialmente cerrado.

Reciprocamente, supongamos que los conjuntos M son débil secuencialmente cerrados para
todo A € R. Si J no fuera débil secuancialmente sci en U, existirfa un punto u € U y una sucesién
uy, en U tal que

1. u,, — uw cuando n — oo,
2. liminf,, J(un) < J(u).
Entonces existe también un A € R con

liminf J(u,) < A < J(u)

¥y, ademas, una subsucesion u,; en M) que, por (i) converge débilmente a u. Como M) es débil
secuencialmnete cerrado, u € M), es decir, J(u) < A, lo cual es una contradiccion. O

DEFINICION 2.4. Sea V un espacio de Banach y U C V. Un funcional J : U — R es
cuasi-convexo en U si M) es convexo para todo ) € R.

Observemos que si J es convexo entonces J €s cuasi-convexo.

LEMA 2.5. Sea V' un espacio de Banach reflexivoy U C V un subconjunto convexo y cerrado.

Si J : U — R es un funcional sci y cuasi-convexo entonces J es débil secuencialmente sci.

DEMOSTRACION. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un elemen-
to u € U y una sucesion u,, débilmente convergente a v tal que

J(u) > liyrln J(up).

Entonces, existe un € R tal que » < J(u) y u, € M, paran > ng. Como M, es cerrado y
convexo, se sigue de que u,, — u cuando n — oo que u € M, y por tanto, que J(u) < r, lo cual
es una contradiccion. n

3. El método de aproximacion de Ritz

Sea U C V un subconjunto de un espacio topolégico y f : U — R una funcién definida en
U. Toda sucesion u,, de U para la que

h’in J(ug) =inf{J(u) :u e U}
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se denomina sucesion minimizante. Esta definicion no asume que la sucesion converje.
Para que una sucesién minimizante exista basta con que se cumplan dos condiciones:

1. Que haya puntos u € U tales que J(u) < oo,
2. Que J esté acotada inferiormente, es decir, que

if{J(u) :ueU}=pu>—oc0.

Sin embargo, esto no resuelve el problema de minimizacion. En efecto, una solucion del problema
de minimizacién es un punto ug € U tal que

J(uo) = p = inf J(u).
Asumiendo que las condiciones (i) y (ii) se cumplen y que, por lo tanto, existe al menos una
sucesion minimizante u,,, esta sucesién no converge necesariamente e, incluso aunque lo haga, no
estd claro que

lim J(up,) = J(lmuy,).

n n
De modo que para resolver el problema de minimizacién necesitamos dar los siguientes pasos:

1. Construir una sucesion minimizante u,,.
2. Demostrar que esta sucesién converge a un punto ug € U.
3. Justificar la ecuacién

lim J(u,) = J(limuy,).

El teorema de Weierstrass generalizado nos proporciona condiciones suficientes bajo las cuales
nos garantizan que los tres pasos pueden llevarse a cabo. Sin embargo, no nos dice cémo hacerlo,
es decir, no nos proporciona un método practico para encontrar el punto en el que se realiza el
minimo (o, al menos, una aproximacién al mismo).

El método de aproximacion de Ritz viene a solventar este problema en ciertas condiciones
particulares: en espacios de Hilbert separables. El método consiste en una aproximacién al prob-
lema infinito-dimensional mediante una sucesién de problemas finito-dimensionales, que pueden
ser resueltos sin dificultad. Obtenemos asi una sucesion de funciones que son puntos minimizantes
de los problemas finito-dimensionales. Se trata entonces de ver que esta sucesion es una sucesion
minimizante y que converge a un punto de minimo del problema infinito-dimensional.

El método de Ritz tiene varias versiones, entre las que es especialmente importante el método
de Galerkin, ampliamente usado para demostrar la existencia de soluciones de problemas de ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales, asi como para la aproximacién de la solucién mediante
métodos numéricos tales como el método de los elementos finitos.

La que formulamos aqui es una versidn simple en espacios de Hilbert separables. Sin embargo,
esto puede ser generalizado a espacios de Banach reflexivos y separables.

TEOREMA 3.1. Sea H un espacio de Hilbert separable y J : H — R un funcional con-

tinuo, débilmente sci y coercivo. Puede entonces construirse una sucesion minimizante u,, de J
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resolviendo los problemas

J(un) = min J(w),

donde H,, es una sucesion de subespacios de H tales que
1. dim H,, = n,
2. H, C Hn+1,
3. H = U<,

DEMOSTRACION. Puesto que H es un espacio de Hilbert separable, la sucesién de espacios
H, existe. En efecto, si {e1,e2,...} es una base de H, basta con considerar los subespacios H,
engendrados por {eq,...,e,}.

El Teorema 2.2 implica la existencia de puntos de minimo tanto de los problemas finito di-
mensionales

I (up) = Jnfn J(u),

como del problema infinito-dimensional

J(up) = min J(u).

ueH

Consideremos la proyeccion ortogonal P, : H — H,,. La continuidad de f implica que
h;IIn J(Pyug) = J(h;gn Phug),
y las hipétesis (ii) y (iii) implican que
h’ranPnu =u paratodou € H.

Asi deducimos que lim,, J(P,ug) = J(up). Por otra parte, como J(P,ug) > J(un) > J(uo),
entonces se tiene
limyJ (un) = J(up),

es decir, u,, €s una sucesion minimizante. O

El Teorema 3.1 no asegura que la sucesion minimizante u,, converja. Sélo asegura que la suce-
sién minimizante construida proporciona una buena aproximacién del valor minimo del funcional
J si la dimension n del espacio H,, en el cual se aproxima el minimo de J es suficientemente
grande. Tampoco proporciona ningun criterio sobre la precisiéon de la aproximacién. El tamafo
de n dependera tanto de la forma concreta del funcional J como de la adecuada eleccion de la
sucesion de espacios H,,.

EJEMPLO 3.2. Funcionales cuadrdticos. Sea J : H — R dado por
1
J(u) = iQ(u, u)— <w,u, ,>

para cierta forma bilineal, ), que es ademds continua, coerciva y simétrica, y donde w € H es

un punto fijado. Sea {e1, e, ...} una base ortonormal de H y definamos H,, como el subespacio
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generado por {e1, ..., e, }. Entonces, como veremos en el siguiente capitulo, si u,, es un punto de

minimo para J en H, entonces
J'(uy)(v) =0 paratodov € Hy,

que es cierto si y solo si
J'(up)(ex) =0 parak=1,... n.

Como J'(uy)(v) = Q(un,v)— <w, v>, para determinar

n
Uy = g a’;vj
=1

basta con resolver el sistema de ecuaciones lineales

n
Za?@(vj,vk) =<w,v;> parak=1,...,n.
j=1



Capitulo 4

Calculo diferencial en espacios de Banach

1. La derivada Fréchet

En esta seccion veremos que los resultados del cdlculo diferencial en espacios de dimensién
finita pueden ser generalizados de un modo natural al caso de funcionales defindos sobre un espa-
cio de Banach.

En el caso de una funcién diferenciable f : U C R — R, la derivada f’(z¢) de f en
un punto zq se interpreta como la pendiente de la tangente al grafo de f (es decir, el conjunto
{(z, f(x)) : 2 € U}) enel punto (zo, f(zo)). La tangente viene dada por

Tta0(x) = f(20) + f'(w0) (@ — x0) parazx € R.

Por definicion, la tangente es la mejor aproximacion lineal al grafo de f en un entorno de z(. La

idea de esta aproximacion estd expresada por la siguiente ecuacion:
f(xo+ h) — Tf 4o (x0 + h) = o(zo, h),

donde h denota la distancia entre x y xg. La funcién o, que determina la aproximacion, satisface
e oo, )|
o\,
|h1\glo TRl 0
Esta idea, que puede ser facilmente generalizada al caso de espacios de Banach, consiste en inter-
pretar el producto f’(x¢)(x — x¢) como una aplicacién lineal del espacio de Banach R sobre el

espacio de Banach R. Por ello introducimos la siguiente definicion.

DEFINICION 1.1. Sean (Vi ||-||1) y (Va, || - ||2) dos espacios de Banachy U C V; un conjunto

abierto. Entonces se dice que una funcion
J: U=V,

es diferenciable Fréchet en un punto ug € U si existe una aplicacion lineal y continua D, (f) :
Vi — Vi tal que

(33) J(ug + h) — (J(ug) + DyyJ(h)) = o(ug, h) paratodos h € Vi, ug+h €U,

donde la funcion o(uy, -) : Vi — Vs satisface o(up,0) =0y

o oo D)1l
(34 lim ————— = 0.
) h—0 ||kl

25
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A veces usaremos las notaciones J'(uy) 0 DJ(ug) en vez de D, J. Si J es diferenciable en todos

los puntos de U entonces diremos que J es diferenciable en U y, entonces, la aplicacion
DJ:U — L(Vh, V),

que asocia todo punto u € U con la derivada de J en U, es llamada la derivada Fréchet de J. Si

DJ es una aplicacion continua, diremos que Jes diferenciable con continuidad en U o que es

de clase C* (es decir, J € C1(U, V3)).

En el caso en que V5 = R, la derivada Fréchet D.J es un elemento de £(V1,R) = Vll, es decir,
del espacio dual de V7.

Observemos que la derivada Fréchet, si existe, es Unica. En efecto, si hubiera dos aplicaciones
lineales y continuas, digamos 7 y 15 satisfaciendo (33) y llamamos 7' = 17 — 75, entonces
restando las identidades correspondientes obtenemos 7'(h) = o1(ug, h) — 02(ug, h). Dividiendo
por ||h||1 y tomando el limite ||2||; — O concluimos que 7' = 0.

La diferenciabilidad Fréchet de J en Uy implica la continuidad. De hecho, tenemos un resul-
tado mas fuerte.

PROPOSICION 1.2. Sea J : U C Vi — Vs diferenciable Fréchet en ug. Entonces, para todo
€ > 0 existe un entorno B C U de uqg tal que

17 () = T(uo)llz < (1D (uo)|| +)llu—uolls  para todou € B.
DEMOSTRACION. Debido a (33) tenemos que, para ¢ > 0 existe un entorno B tal que
|J(u) — J(uo) — DJ(ug)(u — ug)l||e < el|u —ugl|y paratodou € B,
y por tanto
17 () = J(uo)ll2 < [DJ(uo)(u = uo)ll2 + llu = uolly < ([|IDJ (uo)|| +&)[u = uolf1-
g

Otra propiedad interesante de la derivada Fréchet que se hereda de la derivacion en espacios
de dimension finita es la regla de la cadena:

PROPOSICION 1.3. Sean V;, i=1,2,3 espacios de Banach y U; C V; abiertos. Sean J, : Uy —
Us y Jo : Uy — Us aplicaciones diferenciables. Entonces Jo o Jy : Uy — Us es una aplicacion
diferenciable y, para todo u € Uy se tiene

D(Jy o0 Ji)(u) = DJa(J1(u)) o DJy(u).

La demostracion se basa en el hecho de que expresiones del tipo D.Ja(J1(u)) o o(u, h) tienen
la propiedad (34).
El Teorema del valor medio Lipschitzianidad derivadas de orden superior

EJEMPLO 1.4. El caso de dimension finita
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EJEMPLO 1.5. Aplicaciones lineales entre espacios de Banach
EJEMPLO 1.6. Funcionales lineales sobre espacios de Hilbert
EJEMPLO 1.7. Funcionales definidos por un niicleo integral

EJEMPLO 1.8. Funcionales del tipo variacional

2. La derivada Gateaux

Asi como la generalizacion de diferencial de una funcién definida en un espacio de dimen-
sidn infinita di6 lugar a la derivada Fréchet, la generalizacién de la derivada parcial conduce a la
derivada Gateaux.

DEFINICION 2.1. Sean (V1, || - |l1) y (Va, || - ||2) dos espacios normados y J : Vi — Va una
aplicacion. Si, para algiin punto uy € Vi existe una aplicacion §J (ug, -) : Vi — V; tal que

lim | J(ug + tv) — J(up)
t—0 t

—0J(up,v)|| =0 paratodov € Vi,

entonces llamamos a 0.J(ug,v) la diferencial o variacion Gateaux de .J en el punto u en la
direccion v.

Observemos que 0.J (up, -) no es lineal ni continua en general, aunque siempre es homogénea
en el sentido de que

0J (up, av) = adJ (up,v) paratodo o € R.
En efecto, si a # 0,

8J (ug, v) = lim (o + atv) = J(uo) = alim J (uo + atv) — J(uo)

t—0 t t—0 at

= adJ (ug,v).
El siguiente ejemplo muestra un caso en el que la variacién Gateaux no es ni lineal ni continua.
EJEMPLO 2.2. Sea f : R? — R definida por

x1 si |xo| > 22,

f(x1,22) :{

|xa|/z1  en otro caso.

Tenemos que f vale 0 en los ejes, con lo cual 6 f(0)h existe y es igual a cero cuando h estd en
alguno de los ejes. Sin embargo, si h = (hy, ha) no estd en ninguno de los ejes, entonces

f(thl,thQ) - f(07 O)
t

=h si0<t< ’h2|/h%,

con lo cual, para tal h, tenemos 6 f(0)h = hy. Por tanto, 6 f (0) es no lineal y discontinua en todos

los puntos del eje O X1, excepto el origen.
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Si §J (uo, -) es lineal y continuo entonces escribiremos
(5J<u07 U) = 5u0'](v)7

y nos referiremos a d,,,.J como la derivada Gateaux de .J en v (1a unicidad de la deivada Gateaux
se deduce de un modo similar a la de la derivada Fréchet). Observemos finalmente que si J es un
funcional sobre V; entonces d,,,.J es un elemento del dual, Vl’

Los siguientes resultados establecen la relacion existente entre la derivada Fréchet y la deriva-
da Gateaux. En primer lugar, observemos que una funcién puede tener derivada Gateaux en un
punto y no tener derivada Fréchet.

EJEMPLO 2.3. Sea f : R? — R definida por

f(xth) = {

1 sizg =23 #0,

0 en otro caso.

Entonces 5 f(0)h existe y es igual a cero para todo h € R?, luego es una aplicacion linela y
continua. Sin embargo, f no es continua en el origen, luego no tiene derivada Fréchet en tal

punto.
Sin embargo, el anterior ejemplo no contradice el siguiente resultado, el cual es inmediato.

LEMA 2.4. Si J es diferenciable Gateaux en ug entonces J es continua en ug en cualquier
direccion v, es decir
lim || J (ug + tv) — J(up)|| = 0.
t—0

LEMA 2.5. Si J es diferenciable Fréchet en el punto ug entonces J es diferenciable Gateaux
en tal punto y ambas diferenciales coinciden.

DEMOSTRACION. Basta observar que, para t # 0, la definicién de derivada de Fréchet impli-

ca que
J(uo +tv) — J(ug) Dy J(tv) _ o(ug,tv)
t t ot
Como D,,,J es un operador lineal, se sigue que
J(uo + tv) — J(ug)

%gr(l) " = Dy, J(v).
De modo que J es diferenciable Gateaux y ambas derivadas coinciden. O

Para la demostracién de un resultado reciproco necesitamos establecer el Teorema del Valor
Medio.

LEMA 2.6. Sean ug,ug +v € Vi y [ug,up + v] C Vi el segmento cuyos extremos son ug y
ug + v. Supongamos que J es Gateaux diferenciable en dicho segmento. Entonces existe al menos
un G € [ug, ug + v| tal que

J(ug +v) — J(uo) = da.
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La demostracién se basa en la aplicacién del Teorema de Rolle. Primero consideramos la
funcién derivable ¢ : [0, 1] — V> dada por

() = J(t(ug +v) + (1 —t)ug) — (tJ(ug +v) + (1 — t)J (ug)).
Observemos que, por la regla de la cadena,
V() = Opugtv)+(1—tyued (V) — (J (uo 4+ v) — J(uo),

luego nos basta con comprobar que 1) tiene un punto critico ¢ € [0, 1]. Observemos que en el
caso en que J es un funcional, es decir Vo = R, el resultado es inmediato, pues 1 es derivable y

¥(0) =¢(1) = 0.
LEMA 2.7. Si la derivada Gateaux 0,,,.J existe y es continua en un entorno U de v entonces
Ougd = Dy, .

DEMOSTRACION. Para todo € > 0 podemos encontrar una bola abierta ug + B, contenida en
U tal que 6,,J estd definida y satisface

(35) |00 — 0uyJ|| < e paratodo u € ug + B
Consideremos la aplicacién, definida en B,.,
w(v) = J(ug 4+ v) — J(up) — duyJ (v).
Por una parte, el Teorema del Valor Medio implica
w(v) = w(v) — w(ug) = dgw(v —ug) paracierto & del segmento [ug, ug + v).
Por otra, un sencillo cdlculo nos permite obtener
daw(v) = dygrad (V) — duyJ (V).
Por tanto,
J(ug 4+ v) — J(up) — 6uyJ (V) = Oug+ad (V) — dueJ (v) = 0(ug, v),
cuando ¢ — 0, debido a (35). O

EJEMPLO 2.8. Diferenciabilidad de la norma LP, con 1 < p < 2. Demostraremos la difer-
enciabilidad del funcional

I = lully = [ futz)Pde

en M = LP(R"), con 1 < p < 2. Para ello veremos que la derivada Gateaux existe y es continua
en todo punto de LP(R™). La diferenciabilidad de J se sigue entonces del Lema ???
Sean u,v € LP(R™), t # 0y consideremos la expresion
J(u+tv) — J(u)
t




30 4. CALCULO DIFERENCIAL EN ESPACIOS DE BANACH
Consideremos también la funcion real
_ 4P -1-p¢

Se tiene que ¢ estd acotada en R, de donde se deduce la existencia de constantes cy y co tales que

alglf <[1+EP =1 —pg < eofg”.

Sustituyendo £ = tv(z)/u(x) (en los © € R" tales que u(x) # 0) y multiplicando por |ulP
obtenemos

erfto(@) < Ju() + to(@)]P — [u(@)? — pto(@) u(@)P~ signu(z) < colto()].

Dividiendo por t e integrando en R"™ se deduce que
dud (v) = p/ v(x)|u(z) [P~ signu(z)dr,

Finalmente, como

lu[P~! signu € LP'(R™),
se sigue de la desigualdad de Holder que la aplicacion v — 0,J(v) es un funcional lineal y
continuo sobre LP(R™), y por tanto la diferencial Gateaux coincide con la Fréchet.

3. Variacion n—ésima

Frecuentemente resulta util para el estudio de un funcional J : V7 — R el considerar la
siguiente funcién real
F,(t) = J(up + tv),
con ug,v € V; fijados. Si Fj, es N veces diferenciable, podemos desarrollarla como una serie de
Taylor
N m
F,(t) = Z Fén)(O)—' + Ry paratodot € (—to,%o)
o n.
para cierto ¢y > 0. El resto R viene dado por
N
= LEN (ot o)) - FN(0) = o(tY) 0<o <1,
Ry

es decir Ty alns 0 cuandot — 0.

Ry

DEFINICION 3.1. La variaciéon n—ésima de J en un punto ug en la direccion v € V, viene

dada por
_ d"J(ug + tv)

A™J (ug; v) = EM™(0) s ,
=0

si esta derivada existe.

El siguiente lema describe la relacion entre la primera variacion y la derivada de Gateaux.
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LEMA 3.2. La derivada de Gateaux 6,,J existe si 'y sélo si la primera variacion AJ(ugp;v)
existe para todo v € Vi y si la aplicacion v — AJ(uo;v) es un funcional lineal y continuo sobre
V4. En tal caso,

AJ(ug;v) = dyyJ ().

OBSERVACION 3.3. Si J tiene un minimo local en uy, es decir,
J(u) > J(ug) paratodo u € Ul(uyp),
entonces F,, tiene también un minimo local en t = 0, esto es
Fi(0)=0 yF!(0) >0,
siempre que estas derivadas existan. Esto muestra la importancia que puede tener el estudio de

las variaciones n—ésimas para la obtencion de resultados en problemas de valores extremos.

OBSERVACION 3.4. Hemos visto la siguiente cadena de implicaciones: la existencia de la
derivada Fréchet implica la existencia de la derivada Gateaux, que a su vez implica la existencia
de la primera variacion.

En muchas aplicaciones la existencia de la n—ésima variacion puede ser verificada mds fdcil-
mente que, por ejemplo, la n—ésima derivada Fréchet. Por ello es una ventaja el poder obtener
condiciones sobre la n—ésima variacion que implique la existencia de un extremo. Estas condi-

ciones las estudiaremos en el siguiente capitulo.

En las aplicaciones, muchas veces sucede que el dominio M del funcional J no es un sub-
conjunto o un entorno abierto. En esta situacidn, la clase de curvas u(t) que hay que considerar
para investigar el funcional J(u(t)) debe ser restringido apropiadamente. Por ejemplo, si M es un

convexo, entonces normalmente eligiremos u(t) = tup + (1 — ¢)v, con ug,v € Myt € [0, 1].

4. El Teorema de Weierstrass generalizado revisitado

Con la ayuda del célculo diferencial, vamos a deducir nuevos criterios que nos ayuden a veri-
ficar el cumplimiento de las hipdtesis del Teorema de Weierstrass generalizado.

Veremos una condicién suficiente para que el funcional J : U — R sea débilmente sci.
Supongamos que se satisface

(36) J(u) — J(ug) — Dyod (u —up) >0
parau € ug + B, Entonces, si u,, — g, tendremos
J(un) — J(ug) > J'(uo)(un — uo),

y en el limite obtenemos
liminf J(uy) > J(uo),
n

con lo que J resulta ser débilmente sci en ug. Por otra parte, veamos que (36) implica que

D2J(u)(v,v) > 0.
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En efecto, para 7, 7’ € [0, 1] tenemos

J(u) - J(UO) = Duo—i—T(u—uo)J(u - uO)
= Duyy(u—u0) + (Dygyr(u—ug) (U — o) — DyyJ (u — up))
= Dy, J(u—ug) +7D? J(u — ug,u — up).

up+7/ (u—ugp)

Tenemos, pues, el siguiente resultado.
LEMA 4.1. Sea V un spacio de Banachy J : V' — R un funcional C? sobre B, tal que
D?2J(u)(v,v) >0 paratodou € B,, v€EV.
Entonces J es débilmente sci en B,.
Con la ayuda del calculo diferencial también podemos encontrar criterios de coercividad.

LEMA 4.2. Sea J un funcional C' sobre un espacio de Banach V. Supongamos que existe
una funcion continua g : (0,00) — R con
1.

oo
t
/ g(t)dt = +o0 para alginryg > 0,
70

2. = DyJ(u) = g([lul)-
Ademds, supongamos que J estd acotado inferiormente en Sy,(V) = {u € V : |lu|]| = ro}. En-

tonces J es coercivo en'V.

DEMOSTRACION. Tenemos que

J(sv) — J(rov) = / " D (v)dt > / Sgit)dt,

0
uniformemente en v € V, con |jv|| = 1, para s > 7. Se sigue que, para ||u|| — oo, teniendo (i)
en cuenta,

e
YOS +/ g(t)dt L oo cuando ||u]| = o0,
To

lo que concluye la demostracion. U

Finalmente, tenemos el siguiente resultado para funcionales débilmente sci, el cual es el cor-
respondiente al Teorema de Rolle en andlisis en espacios de dimension finita.

LEMA 4.3. Sea V' un espacio de Banach reflexivoy U C V un subconjunto abierto y acotado.
Sea U™ el cierre de U en la topologia débil y OU su frontera. Supongamos que J : V — R es un

funcional débilmente sci en U™ tal que
J(u) > J(ug) paratodou € OU

y para algiin ug € U. Entonces J tiene un punto critico en U.
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DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema de Weierstrass generalizado que .J tiene un minimo
en U"Y. Se sigue que ug es un punto interior de minimo para .J. Por tanto J’(ug) = 0. g

5. Convexidad de J y monotonia de .J’
Sea V' un espacio de Banachy T': V' — V' tal que
<Tx—-Ty,x—y>>0 paratodosz,yecV.
Entonces decimos que 7" es un operador monétono. (Si la desigualdad es estricta, diremos que

es un es un operador estrictamente monétono.

TEOREMA 5.1. Sea V un espacio de Banach y J un funcional C' sobre V. Entonces J es
(estrictamente) convexo en 'V si'y solo si J' es (estrictamente) mondtono en V.

DEMOSTRACION. Supongamos que J es convexo. Entonces
Jw+Au—v))—Jw) <A(J(u) — J(v)) paratodosu,v €V, Xe€]|0,1].

Se sigue que

<J,,u—v><J(u) — J(v),
y andlogamente,

<J,,v—u><J(w)— J(u).
Sumando estas desigualdades obtenemos

<J, —J,,u—v><0,

Luego J' es monétona.

Supongamos ahora que J' es monétona. Para u, v € V, consideremos la funcién
p(A) =JAu+ (1= N)v) = AJ(u) — (1 = N)J(v),

con A € [0,1]. Para demostrar que .J es convexa basta con verificar que p(\) < 0 en [0, 1].
Claramente, p es una funcién derivable con p(0) = p(1) = 0. Si existe un A* tal que p(A* > 0,

entonces existe un punto de maximo A\ € (0, 1) tal que p/(A\g) = 0. Sea A € [0, \g). Entonces
PN —p' (M) = <JAu+(1-Xv)—J (Nou+(1—=X)),u—v>
= ()\—)\0 <J’( J/<’llo),'ll—ﬁ0>2 0,

)~
donde & = Au—+(1—X)vy dg = Aou—+ (1 —Ag)v. De modo que p no puede decrecer para A > Ao.

Se sigue la contradiccién p(Ag) < p(1) = 0. O






Capitulo 5

Extremos de funcionales diferenciables

En este capitulo estudiaremos cémo calcular los puntos de minimo de un funcional cuya ex-
istencia y, a veces, unicidad, asumiremos que ha sido previamente demostrada. Observemos que
con los métodos introducidos en el Capitulo ?? no nos esposible calcular las soluciones de los
problemas variacionales que nos planteamos en la Introduccién, y que es precisamente en este
punto en el que entra en juego el célculo diferencial de un modo andlogo al caso bien conocido de
funciones reales de variable real.

1. Extremos y valores criticos

Comenzamos con la siguiente definicion.

DEFINICION 1.1. Sea U C V un subconjunto abierto de un espacio de Banach, V, y sea
¢ : U — Runa aplicacion diferenciable. Entonces ug € U es un punto critico de o si la derivada

Fréchet Dy(ug) = 0. En caso contrario, diremos que ug es un punto regular de .

EJEMPLO 1.2. Sea V. = H un espacio de Hilbert y supongamos que B es un operador
acotado y simétrico en H con inversa acotada, B~* € L(H, H). Sea W : H — R una aplicacion
diferenciable. La derivada Fréchet del funcional ¢ definido por

1
o(u) = 5 <u, Bu> —W (u),
estd dada por
Dy(u) = Bu— DW (u).

Esto significa que ug € H es un punto critico de  si es solucion de la ecuacion

ug = B~ DW (ug).

En el caso particular en el que W (u) = X <u, u>= L\||u||?, entonces DW (u) = Au, con lo

cual ug seria un punto critico de ¢ si y solo si es un autovector de B asociado al autovalor \.

2. Condiciones necesarias para un extremo

El siguiente teorema establece que los puntos de extremos de un funcional son necesariamente

puntos criticos del mismo.

35
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TEOREMA 2.1. Condicion necesaria de Euler-Lagrange. Sea U un subconjunto abierto de
un espacio de Banach, V, y sea J : U — R un funcional diferenciable Fréchet en U. Entonces

todo punto de extremo de J es un punto critico de J.

DEMOSTRACION. Sea ug € U un punto de extremo para .J. Existe entonces un r > 0 tal que
B, (ug) C Uy ug es un extremo de J restringido a B, (ug). Seah € V, h # 0y d > 0 tal que
||h]|0 < r. Consideremos la funcién real dada por

F(t) = J(ug +th), te(=5,0).

Por la regla de la cadena, F}, es derivable, y su derivada viene dada por

d
%Fh(t) = DJ(ug + th)(h).
Como ug es un extremo de J en B, (ug) tenemos que ¢t = 0 es un punto de extremo de Fj, y por

tanto, es un punto critico de esta funcién real. Por tanto

dF;
0=—25(0) = DJ (uo) (h).
t
Puesto que h € V es arbitrario, se sigue que D.J(ug) = 0, es decir, que ug es un punto critico de
J. g

EJEMPLO 2.2. Consideremos dos puntos P, () de la esfera que no estdn diametralmente op-
uestos. Hay entonces dos arcos (de distinta longitud) del circulo mdximo que contiene a Py () que
conecta a estos dos puntos. El arco mds corto es la geodésica (es decir, el arco mds corto entre
dos puntos de la superficie), mientras que el arco mds largo que los conecta, aunque es un punto
critico, no es el arco ni de minima ni de mdxima longitud que los conecta. Este ejemplo muestra

que las condiciones de Euler-Lagrange no son suficientes.

Antes de pasar a discutir las condiciones suficientes que debe cumplir un funcional para tener
un extremo, veamos las condiciones que han de cumplir los funcionales que son dos veces difer-
enciables en el sentido de Fréchet. Estos funcionales tienen la siguiente propiedad de desarrollo

en serie de Taylor.

LEMA 2.3. Sea V' un espacio de Banach y U C V un subconjunto abierto. Supongamos que
J € C?(U,R). Entonces, para todo ug € U existe un r = r(ug) > 0 tal que B,.(ug) C U y, para
todo h € B;(0) se tiene

1
J(uo + h) = J(up) + DJ(uo)(h) + §D2J(u0)(h, h) + Ra(ug, h)(h, h).
Aquizd, el funcional Rs(uyg, -) satisface la condicion

lim RQ U(),h :O,
[[7[|—0 ( )

en L(V x V,R).
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Para la demostracion véase [?]. La primera consecuencia de este lema es el siguiente teorema.

TEOREMA 2.4. Sea U C V un subconjunto abierto de un espacio de Banach V y J €

C'Q(U, ]RQ). Entonces, si J tiene un minimo relativo en ug € U, se tiene:
1. DJ(up) =0,
2. D?J(up) € L(U x U,R) es no negativa, es decir, para todo h € U, D?J(ug)(h, h) > 0.

DEMOSTRACION. Sea ug € U un, por ejemplo, minimo relativo. Entonces, existe un r > 0
tal que

1. BT(UO) cU,
2. J(up) < J(u) paratodo u € By (up).

Aplicando el Lema 2.3 tenemos que, para todo h € B, se tiene
J(ug) < J(ug+ h) = J(ug) + DJ(ug)(h) + %D2(uo)(h, h) + Ra(ug, h)(h,h).
Por el Teorema 2.1 se tiene D.J(ug) = 0, luego,
0< %DQ(UO)(h, h) + Ra(ug, h)(h,h) paratodo h € B,.
Esto es cierto, en particular, para eh, donde ¢ € (0,1] y h € B,, con lo cual se tiene
0< %D2(u0)(5h,5h) + Rs(ug,eh)(gh, eh).
Entonces,
0 < (3 D%(uo)(h, ) + Ro(uo, £h) (1, ).
De aqui obtenemos, para todos € € (0,1] y h € B,,
0 < D*(ug)(h, h) + 2Ry(uo, eh)(h, h),
y teniendo en cuenta que Ra(up,ch) — 0 cuando ¢ — 0 obtenemos
0 < D*(ug)(h,h) paratodo h € B,.

Finalmente, si h € U, tenemos que para cierto A > 0 se tiene h € B), por lo que
h h
2 -212
0. < D(uo)(5, 3) = A~2D2 (o) (b, ),

con lo que se concluye la demostracion. g

OBSERVACION 2.5. Si el funcional J : V. — R no es dos veces Fréchet diferenciable en
V, todavia podemos deducir condiciones necesarias para la existencia de un extremo relativo en
tirminos de la segunda variacion. En efecto, si J tiene un minimo relativo en ug entonces

AJ(ug,h) =0 y A% J(ug,h) >0 paratodoh €U,

si estas aplicaciones existen. Como ya mencionamos anteriormente, normalmente es mds fdcil
comprobar la existencia y calcular la n—ésima variacion que la n-ésima derivada de Fréchet.
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3. Condiciones suficientes para un extremo

El Teorema 2.4 tiene casi un rec'l'(‘,%proco.

TEOREMA 3.1. Sea V un espacio de Banachy U C V un subconjunto abierto. Supongamos
que J € C*(U,R) y que
1. DJ(ug) =0,
2. D%J (uo) es estrictamente positivo, es decir,

inf {D*J(ug)(h,h) : h € U,||h|| =1} >0,
para cierto ug € U. Entonces J tiene un minimo relativo estricto en uy.
DEMOSTRACION. Tomemos 71 > 0 como en el Lema 2.3. Entonces, para todo h € B,
J(uo + h) = J(ug) + %DQJ(UO)(h, h) + Ry (ug, h)(h, h).
Susutituyendo h por €h, con € € (0, 1] obtenemos
T(uo + eh) — J(ug) = 62(%D2J(u0)(h, B) + Ro(ug,ch) (. ).

Debido a la hipétesis 2. del Teorema y al hecho de que Ry (ug,eh) — 0 cuando e — 0, se tiene
que para ¢ suficientemente pequefio el signo de J(ug + eh) — J(ug) viene determinado por el de
D?J(ug)(h, h), de donde se sigue el resultado. O

Como ya mencionamos anteriormente, en el caso en que .J es convexo se tienen resulados mas
fuertes.

COROLARIO 3.2. Supongamos que U C V es un conjunto convexo y que J € C*(U,R) es

un funcional convexo. Entonces todo punto critico de J es un punto de minimo.

DEMOSTRACION. Sea ug un punto critico de J, de modo que DJ(ug) = 0. Consideremos la
funcién auxiliar definida sobre U

g(u) = J(u) = J(uo).

Esta funcién también es convexa y satisface g(ug) = 0y Dg(up) = 0. Supongamos que J no tiene
un minimo relativo en ug. Entonces existe un u; € By, (ug) C U tal que g(u;) < 0. Consideremos
otra funcién auxiliar G : [0, 1] — R dada por

G(t) = g(U() + t(u1 - UO))
Por la regla de la cadena, G es diferenciable en (0, 1). Su derivada viene dada por
G'(t) = Dg(ug + t(u1 — ug))(u1 — ug),

con lo que
G'(0) = Dg(uo)(u1 — ugp) = 0.
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Pero, por otra parte, la convexidad de g implica que

9(uo + t(u1 — uo)) < tg(ur) + (1 —t)g(uo) = tg(wr),
con lo que

t—0 t t—0 t

g

EJEMPLO 3.3. Sea H un espacio de Hilberty () : H x H — R una forma bilineal, continua

y coerciva. Entonces el funcional

J(u) = Qu, u) — T(u)

tiene, para todo T € H', un iinico punto de minimo g (Corolario 3.2). Se sigue del Teorema 2.1

que
DJ(uo)(h) = 2Q(ug,h) —T(h) =0 paratodoh € H.

En el caso Q(u,u) =< Au, u>yT(u) =2 <u, v>, la condicion necesaria y suficiente para

la existencia de un minimo g es, por tanto,
A'LLO = .

EJEMPLO 3.4. El problema de la braquistocrona Como mencionamos en la intoduccion, el
problema de la braquistocrona es uno de los problemas mds antiguos del cdlculo de variaciones.
La primera solucion fue dada por Johann Bernoulli en 1696, aunque también dieron soluciones
algunos contempordneos suyos como Jacob Bernoulli, Leibniz y Newton.

El problema es determinar la curva C que une dos puntos A y B situados en un plano per-
pendicular a la superficie terrestre tal que un punto de masa m = 1 que se mueve a lo largo de la
curva C bajo la i; %nica influencia de la fuerza de la gravedad, recorre el trayecto entre Ay B en
el minimo tiempo posible.

Para nuestro tratamiento variacional del problema elijamos un sistema coordenado en este
plano, con el semieje positivo de OX apuntando en la direccion de la fuerza gravitatoria. Tomem-
os A = (0,0)y B = (bt), conb >0yt > 0. El movimiento de esta masa puntual puede
describirse por medio de las leyes de la mecdnica cldsica. Como ya vimos en la Introduccion, el

funcional a ser minimizado es
b / 2
1
T(u) = / (A 2y,
0 2gx
donde u € C*([0,b];0,b'). La primera derivada Fréchet de J viene dada por

b u'(x ,
) Datwm = [ o +f/<)m>2>>1/2h (@)dz,
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mientras que la segunda derivada Fréchet es
b / 2
1 B (x)
2 _
2w h) = | T
0 (2gz(1 +u/(z)?))

donde h € C}([0,b];0,V). La segunda derivada es claramente definida positiva por lo que

cualquier punto critico de J seria un minimo. De (37) deducimos, tras una integracion por partes,
que la condicion de Euler-Lagrange es
d u'(x)

b
0=DJ(u)(h) = _/0 %((2935(1—&—14’(:6)2))1/2

para todo h € C}([0,b];0,V). Por tanto, todo minimo de .J debe satisfacer
d u'(x)
& (292 (1 + /' (2)%))1/2
Tenemos, para cierta constante k
u' ()
(292(1 + u/(x)?))1/2
y entonces, particularizando en x = b, obtenemos
/ 2
2gk2b = 119@2 <1,
con lo que k* < 1/2gb. Definiendo c = 1/4gk? obtenemos
x x
WP - o) = o
donde b/2c < 1. Como estamos buscando soluciones regulares, podemos eliminar el caso en que
b/2¢ = 1. Cuando b/2c < 1, existe un tnico ty € (0,7) tal que b = c¢(1 — costy). Podemos

entonces introducir la parametrizacion

)h(z)dz,

) =0 paratodox € (0,b).

=k paratodo x € (0,b),

x =x(t) = 2¢(1 — cost) paratodot € |0, to],
con la cual y(t) = u(x(t)) debe satisfacer
Y (t) =/ (z(t)2’(t) = v/ (x(t))csint.

Se sigue que
1—cost
(¢ 2 _ 02
y () 1+ cost
Por tanto, y'(t) = + — ¢(1 — cost), y usando la condicion incial y(0) = 0 obtenemos la solucion

sin?t = (1 — cost)?.

y(t) = + — c(t — sint).

Hemos obtenido ast la solucion de la ecuacion de Euler para el problema de la braquistocrona en

forma paramétrica:
xz(t) = 2¢(1— cost)
y(t) = + —c(t—sint) parat € [0,1o).
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Estas son las ecuaciones de parte de una cicloide. Como debemos imponer que la curva pase por

el punto B = (b, V'), las siguientes condiciones son necesarias
b = xz(ty)
b/ = y(t()) = C(to — sin to).

c(1 — costp)

Podemos determinar t( del cociente entre b’ y b:

b N to — Sinto

(38) para ty € (0,m).

b 1—-costy
Una vez resueltas estas ecuaciones la constante c se determina fdcilmente. Para resolverlas, ob-
servemos que la funcion f(t) = (t—sint)/(1—cost) es creciente en (0, ), y que su mdximo valor
es f(m) = m/2. Existe por tanto una i; %nica solucion de (38) tal que b' /b < /2 y por tanto una
iy %nica solucion del problema de la braquistocrona. Observemos finalmente que si V' /b > 7 /2

entonces el problema no tiene solucion.

4. El Principio de Minima Accién

Uno de los principios de la mecdnica cldsica asume que el comportamiento dindmico de un
sistema fisico X puede ser descrito en tirminos del lagrangiano asociado al sistema, el cual tiene
la forma

L=Ly=T-V,

1
2

Hamilton que establece que el movimiento del sistema 32, que comienza en el instante 7' = a en el

donde 7' es la energl’&%a cinijsticay V la energ'l'g,%a potencial. Para ello, se usa el Principio de
punto x; y que llega en el instante ¢ = b al punto x s es tal que el funcional de la accion W = W,
donde

W—/Ldt, I =[a,b],
I

es estacionario. Por tanto, la determinacién del comportamiento de un sistema clasico es un proble-
ma variacional. El Principio de Hamilton se conoce también como el Principio de Minima Accion,
puesto que hay casos en el que el funcional W no es, simplemente, estacionario sino que alcanza
un minimo.

En esta seccién veremos quizé resultados podemos obtener acerca de este problema de la
mecdnica cldsica a partir de los resultados generales que hemos deducido a lo largo del capitulo.
Por claridad y simplicidad, nos restringiremos al caso unidimensional, aunque el caso N —dimensional
puede tratarse de un modo andlogo, véase [?].

Sea L = L(t,x, %) el lagrangiano de un sistema fisico con un grado de libertad. Para comen-
zar asumiremos que L es dos veces diferenciable con continuidad. Sea I = [a, b] un intervalo
compacto y C*(I) el espacio de Banach de funciones diferenciablesc on continuidad x : I — R
cuya norma es la del supremo

[zl = llzllrn = Stlé?{’x(t)" ()]}
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donde 7 es la derivada de 2 con respecto a t. Denotemos por E'(I) al espacio de trayectorias
diferenciables de / en R que comienzan en x; y terminan en xy, es decir, con x(a) = x; y
z(b) = z 4. El funcional de accién W del sistema estd dado por W : E'(I) — R

W(z) = /L(t,z(t),x‘(t))dt.

1

Si definimos
Ey={h e C'(I): h(a) = h(b) =0},

entonces, para cualquier z € E1(I) y para todo h € E}(I) se tiene que z + h € E'(I). Asi po-
dremos investigar la dependencia funcional de W.

4.1. Condiciones necesarias. A continuacion discutiremos las condiciones necesarias so-
bre L para que una trayectoria x € E'(I) sea un minimo local del funcional de accién W. Si éste
es el caso, entonces por el Teorema ??? se tiene que, si D?W () # 0 entonces
(39) DW (z)(h) =0 paratodo h € E},

(40) D?W (z)(h,h) >0 paratodo h € Ej.

La derivada Fréchet de W fue calculada en el Ejemplo ???. Usando la regla de la cadena podemos
calcular también la segunda derivada Fréchet de WW. Tenemos

1) DW (2)(h) = / (Lo ()1(8) + La(t)i(t))dt

y

(42) D*W (z)(h, h) = / (Laa(£)A(1)” + 2Lz () () ML) + Lizh®)dt,
I

donde hemos usado la notacidén

2
Lo(t) = 2 20),50), Lew(t) = T 51, 2(0),500)),

y expresiones similares para L,q, L,; y LaT.
Para deducir de (39)-(42) las condiciones necesarias sobre L y x para obtener un minimo local
de W necesitaremos unos resultados previos.

LEMA 4.1. Lema Fundamental del Cdlculo de Variaciones (Lagrange). Sea g : I — R una

funcion continua tal que
[ atom =0
I
para toda h € E}. Entonces g(t) = 0 para todo t € I.

DEMOSTRACION. U
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LEMA 4.2. (Du Boys-Reymond) Sea g : I — R una funcion continua tal que
[ st =0
para toda h € E}. Entonces g(t) = g(a) para todo t € 1.
DEMOSTRACION. O

OBSERVACION 4.3. En las demostraciones anteriores hemos probado realmente resultados
mds fuertes que los de los enunciados de los respectivos lemas, puesto que solo hemos usado que
las hipdtesis son ciertas para toda funcion C'*°. Estos lemas se usan de un modo habitual en la

teoria de distribuciones sobre R, y en el lenguaje de esta teoria se enuncian como

= si una funcion continua se anula en el sentido de las distribuciones entonces se anula
como funcion
= s5i la derivada, en el sentido de las distribuciones, de una funcion continua se anula,

entonces la funcion es constante.

Ya podemos comenzar a investigar cudl es la implicacién de la condicién (40) demostrando el
siguiente lema sobre formas cuadraticas sobre E.

LEMA 4.4. Sean F; : I — R, ¢ = 1,2, 3 funciones continuas y supongamos que la forma

cuadrdtica

Q(h) = / (FL(t)h(t)? + Fy(t)h(t)h(t) + F3(t)h(t)?)dt,

I
definida en E}, es no negativa. Entonces F3(t) > 0 para todo t € I.

DEMOSTRACION. O

TEOREMA 4.5. Ecuacion de Eulery condicion de Legendre. Supongamos que el lagrangiano
L satisface las condiciones usuales y supongamos que D*W (x) # 0. Si una trayectoria x € E*
es un minimo local de W entonces se tiene

1. La funcion L;(t,x(t), £(t)) es diferenciable y se satisface la Ecuacion de Euler

1L;@(t,$(t),5ﬂ(t)) = L,(t,z(t),x(t)) paratodot € I.

43
(43) 7
2. Se satisface la condicion de Legendre
Lii(t,z(t),z(t)) >0 paratodot € I.
DEMOSTRACION. 0

LEMA 4.6. Si L satisface las hipétesis usuales y x € E' es una trayectoria para la cual
L;(t,x(t),2(t)) es diferenciable con continuidad con respecto a t entonces x es dos veces difer-

enciable con continuidad en todos aquellos puntos t € I tales que L;;(t) # 0.

DEMOSTRACION. U
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TEOREMA 4.7. Si L satisface las hipétesis usuales y x € E' es un minimo local de W tal
que D*W () # 0 entonces x es dos veces diferenciable con continuidad en todos aquellos puntos
t € I tales que L;;(t) > 0.

DEMOSTRACION. O

El Teorema 4.7 muestra que todo minimo local gana un orden de derivabilidad en el conjunto
en que L;;(t) > 0. Este es, pues, un resultado de regularidad adicional de la solucién de un
problema de minimizacidn que, de hecho, es el primer resultado de esta clase que se obtuvo en el
célculo variacional.

En muchas aplicaciones el lagrangiano L tiene mayor regularidad que la que hemos asumido
en esta seccién (C?). En el caso, por ejemplo, en el que L € C3y Lz; > & > 0, entonces
la trayectoria que minimiza la accién, = es dos veces diferenciable con continuidad, y por tanto,
Ly; € C*. Integrando por partes obtenemos

/2Lm;«(t)h(t)h(t)dt = /Lm(t)dh(t)2dt —= /h(t)2dLm(t)dt.
I I dt I dt
Esto permite expresar la segunda derivada Fréchet de W como

(44) D*W (2)(h, h) = / [(Low — %Lri)h(t)2 + Lizh(t)]dt,
I

que es en la forma en la que es normalmente estudiada.

4.2. Condiciones suficientes. A continuacién pasamos al estudio de las condiciones sufi-
cientes sobre el lagrangiano L y la trayectoria x para que esta dltima minimize la accion. Como
veremos, estas condiciones son considerablemente mas difaciles de obtener.

El Teorema ??? establece que las condiciones suficientes para que z € E' sea un minimo
local de W son:

(45) DW (z) =0,
(46) D?W (z) estrictamente positivo en E} x E}.

Nuestro objetivo es traducir estas dos condiciones sobre W a condiciones, presumiblemente, sim-
ilares a las que hemos obtenido como condiciones necesarias sobre L.
Legendre traté de demostrar que

47 L;:(t) >0 paratodot € I,

era la condicion suficiente, correspondiente a la condicidn necesaria expresada en el Teorema ?77.
Si el lagrangiano es suficientemente regular, podemos escribir

48) J(h) = D2W (2)(h, h) = / (A(DR2() + B(t)h(t))dt,
I

donde

(49) A(t) = Laolt) = S Los(t) 'y B() = Lus(t).

dt
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La conjetura de Legendre fue entonces que, suponiendo que B(t) > 0 para todo ¢ € I (es decir,
que se satisface (47)), entonces se puede diagonalizar la forma cuadritica J en Eé 0, en otras
palabras, que .J puede ser escrito como una integral de suma de cuadrados de funciones de .

Legendre us6 una segunda expresién de .J que se deduce del siguiente modo. Dado ¢ € C*(I)
y para toda h € E}(I) se tiene

0= /Ii(cpiﬁ)dt = /I(cph? + 2phh)dt,
y por tanto
(50) J(h) = /I[B(t)h(t)2 + 20(t)h(t)R(t) + (A(t) + ¢ (t))h(t)?] dt.

Se sigue que, si B(t) > 0 para todo ¢ € I entonces

(51) J(h) = /IB(t)[(h—i—gh)Z—i— (%)Q(B(A—i—gb) —¢?)]dt.

Se sigue de esta expresion que J puede expresarse como una integral de suma de cuadrados de
funciones si la ecuacion de Ricatti

(52) B(A+¢)=¢°

tiene una solucién ¢ € C1(I). (Ejemplo de dificultad: A = 0, B = 1).

Para estudiar esta ecuacién no lineal, que en principio no tiene por quiza tener solucién en
todo el intervalo I, observemos la siguiente relacién entre las soluciones de (52) y las soluciones
de la ecuacion de Euler asociada al funcional J sobre Eé, es decir

d
(33) —@(Bu) + Au = 0.
Es f4cil comprobar que si ¢ € C! es una solucién de (52) entonces
t
(54) u(t) = u(a) exp(—/a g((:)) dT), u(a) # 0,

es una solucién de (53) que no se anula en I. Reciprocamente, si v es una solucién de (53) que no
se anula en I, entonces

(55) p=——B
u

es una solucién de (52). Asumiendo que B € C', la ecuacién (53) es una ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden cuyos coeficientes son funciones continuas en /, cuya existencia de
soluciones en todo I es un resultado bien conocido.

En otras palabras, el problema de determinar la existencia de soluciones en todo el intervalo
I de la ecuacidén (no lineal) de Ricatti puede ser reducido al estudio de condiciones que hacen
que la ecuacion lineal (53) tenga una solucién que no se anule en I. Obtenemos asi una condicién
suficiente para la positividad estricta de J.

TEOREMA 4.8. Supongamos que A € C°(I)y B € CY(I) y que
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1. B(t) > 0paratodot € I,
2. la ecuacion diferencial (53) tiene una solucion v € C%(I) que no se anula en ningi; %n

punto de I (condicion de Jacobi).
Entonces el funcional

(56) J(h) = / (AR () + Bh(t)?)dt,

I
es estrictamente positivo en E}(I), es decir, J(h) > 0 para todo h € E}(I) con h # 0.

DEMOSTRACION. U

TEOREMA 4.9. Si las funciones A y B satisfacen las hipdtesis del Teorema 4.8 entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. Ay B satisfacen la condicion de Jacobi en I = [a, b].
2. La solucion u de (53) asociada a los datos iniciales
(57) u(a) =0 u(a) =1,
no tiene un cero en (a, b]

DEMOSTRACION. O

DEFINICION 4.10. Si la solucién de la ecuacion de Ricatti (52) asociada a los datos iniciales
(57) tiene un cero ¢ € (a,b], entonces llamaremos a ¢ un punto conjugado de a con respecto a la
ecuacion de Ricatti.

LEMA 4.11. Las siguientes condiciones son equivalentes

1. Ay B satisfacen la condicion de Jacobi en I = [a, b].

2. No existe un punto conjugado de a en (a,b] con respecto a la ecuacion diferencial (53).

TEOREMA 4.12. Supongamos que A € C°(I)y B € C*(I) y que

1. B(t) > 0 paratodot € I,
2. El funcional dado por (56) es estrictamente positivo en Eé (I).

Entonces estas funciones satisfacen la condicion de Jacobi en I = [a, b).
DEMOSTRACION. O

COROLARIO 4.13. Supongamos que A € C°(I)y B € C*(I) y que

1. B(t) > 0 paratodot € I,
2. El funcional dado por (56) es estrictamente positivo en Eé (I).

Entonces estas funciones satisfacen la condicion de Jacobi en (a,b).

DEMOSTRACION. U
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TEOREMA 4.14. Si x € E'(I) es una trayectoria para la cual se minimiza la accion W'y si

la segunda derivada Fréchet de W no se anula en x entonces

1. Se satisface la ecuacion de Euler en 1:

d . .
S La(ta(t), #(1) = La(t,2(t),2(2)).

2. Se satisface la condicion de Legendre en 1:
Ly (t, x(t), 2(t)) = 0.
3. 8i A* € CO(I) y B®* € C(I), entonces estas funciones satisfacen la condicion de jacobi
en (a,bl.
Reciprocamente, si la trayectoria x € E'(I) satisface las siguientes condiciones,

1. Se satisface la ecuacion de Euler en I:

d . .
SLalt, 2(t), 5(1)) = La(t, 2(0), £(0))

2. Se satisface
Ly (t,z(t),(t)) >0 paratodot € 1.
3. A% € C(I), B® € C*(I) y ademds satisfacen la condicién de jacobi en [a, b].

Entonces el funcional de accion W tiene un minimo local estricto en x.



