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Capitulo 1

Aritmética finita y analisis de error

1. Introduccion

Los niimeros reales, que pueden tener infinitos digitos, se almacenan en el ordenador utilizando
solo un nimero finito de digitos.

Los nimeros se almacenan en los ordenadores con los formatos:

= Entero que permite el almacenamiento exacto de un conjunto de niimeros enteros.

= En punto flotante que permite el almacenamiento exacto de un conjunto de nimeros ente-
ros y un conjunto de nimeros racionales.

1.1. La norma IEEE 754

El formato en punto flotante usado habitualmente es el formato IEEE 754. IEEE significa Ins-
titute of Electrical and Electronics Engineers. Este estdndar es el usado actualmente por casi todos
los procesadores.

La primera norma IEEE 754 se public6 en el 1985 e incluia inicamente la representacion de
nimeros en binario. Sus formatos basicos eran los de simple y el doble precisién. En el 2008 se
publicé una segunda version donde se incluia también la representacion de nimeros en decimal
con dos formatos bdsicos y se afiadia un formato bésico binario con precisién cuddruple. El for-
mato decimal es interesante desde el punto de vista de cdlculos financieros y bancarios, que por
ley, utilizan redondeos en base 10.

Los cinco formatos bésicos y sus pardimetros mas importantes aparecen en la tabla 1.1. Ademas
de los formatos bésicos existen los formatos de precisién extendida y de precisién extensible. Los
formatos de precisién extendida alargan la precision de los formatos bésicos proporcionando una
mayor precisién y rango. En los formatos extensibles el usuario define la precision y el rango.

Las FPUs (Floating Point Units) o coprocesadores matemadticos eran, antes de establecerse el
estandar IEEE 754, circuitos integrados opcionales que se afiadian a la placa base junto con el
procesador principal, y que se encargaban de las operaciones en punto flotante que, previamente a
la norma IEEE 754, eran propias de cada sistema operativo y compilador. Después del estableci-
miento de la norma IEEE 754 la existencia de este coprocesador matemadtico dej6 de ser opcional
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Formatos binarios (b = 2) Formatos decimales (b = 10)
pardmetro | binary32 | binary64 ‘ binary128 | decimal64 ‘ decimal128
precisién (p) 24 53 113 16 34
€max +127 +1023 +16383 +384 +6144

Cuadro 1.1: Principales pardmetros de los formatos basicos de la norma IEEE 754

y se convirtié en estdndar. Estos procesadores realizan tanto operaciones aritméticas bdsicas, co-
mo la suma, como operaciones mds avanzadas como la raiz cuadrada y funciones trigonométricas,
logaritmos, etc.

La mayoria de los procesadores actuales implementan en hardware el estandar de 1985 pero no
el del 2008. Sélo existen unos pocos procesadores que implementen los formatos basicos nuevos
del estandar 2008 en el hardware, es decir, los formatos decimales y el formato binario de cuadru-
ple precisién. Excepto algunos procesadores, principalmente de IBM, en general, los formatos
basicos nuevos del 2008 se ha implementado en software pero no en hardware.

Ademds de definir el almacenamiento de los nimeros en punto flotante y su redondeo, la nor-
ma IEEE 754 incluye las principales operaciones aritméticas, conversiones de nimeros entre los
diferentes formatos y el manejo de las excepciones (situaciones dudosas que se pueden manejar de
distintas maneras como dando un aviso y siguiendo con la ejecucion del programa o simplemente
abortando la ejecucion).

La norma IEEE 754 no especifica la representacion de enteros, aunque, l6gicamente, si la de
los exponentes enteros que aparecen en la representacién de nimeros en punto flotante.

1.2. Representacion decimal y binaria

La representacion normalizada en punto flotante de un ndmero x # 0 en base 10 es
x=0xxix10°,

donde 6 = +£1, es el signo, 1 <x < 10 es la mantisa 'y e € Z es el exponente.
Definicion 1 EI niimero de digitos en X es la precision de la representacion.

Ejemplo 1.1 La representacién normalizada en punto flotante decimal del nimero x es
x=314,15 = 3,1415 x 10?

y entonces
6=+1, x=3,1415, e=2

estd representado con 5 digitos de precision.

La representacion normalizada en punto flotante de un nimero x # 0 en base 2 es
X=0XXx?2°

donde 6 = +£1 es el signo, (1), <x < (10), la mantisay e € Z es el exponente.
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Ejemplo 1.2 El nimero binario x = (10101,11001), = (1,010111001), x 2* tiene 10 digitos de
precision. U

Ejemplo 1.3 Para x = (101,001101), = (5,203125) 0 la representacién decimal normalizada en
punto flotante es:
6=+1, £=5203125 e=0,

y la representacion binaria normalizada en punto flotante:

6=(1);, *=(1,01001101), e=(2)10=(10)s.

1.3. Paso del sistema decimal a binario y viceversa

En el sistema decimal el nimero 107,625 significa:
107,625=1-10°4+7-10°46-10"1+2-1072+5-1073.

En general, los ordenadores usan el sistema binario: s6lo se almacenan Oy 1. En el sistema binario,
los niimeros representan potencias de 2:

(107,625)19 =20+ 25 +2° + 2! 420+ 271 4273 = (1101011,101),
El paso de binario a decimal es directo:
(1101011,101)y =20 +2% +23 421 420 4271 1273 = (107,625) 0.

El paso de decimal a binario lo realizamos convirtiendo primero la parte entera. Dividimos su-
cesivamente por 2 y los restos son los digitos en base 2. Tomamos primero el tltimo cociente (1)
y luego los restos de derecha a izquierda

Cocientes 107 53 26 13 6 3

Restos 1 1 0 1 0 1
%

Y luego convertimos la parte fraccionaria multiplicando por 2 y restando la parte entera. Los
digitos en binario son los restos. Tomamos los restos de izquierda a derecha

Decimal 0,625 0,25 0,5 0O

Entera 0 1

—

El resultado es
(107,625)10 = (1101011,101)5.
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Representaciéon  Enteros Enteros Enteros Enteros
binaria sin signo con signo con signo con signo (exp.)
(m = 4 bits) (signo en 1" bit) sesgo = om=1 sesgo = o=l
0000 0 +0 —8 Reservado
0001 1 +1 -7 -6
0010 2 +2 —6 -5
0011 3 +3 -5 —4
0100 4 +4 —4 -3
0101 5 +5 -3 -2
0110 6 +6 -2 —1
0111 7 +7 -1 0
1000 8 -0 0 1
1001 9 —1 1 2
1010 10 -2 2 3
1011 11 -3 3 4
1100 12 —4 4 5
1101 13 -5 5 6
1110 14 —6 6 7
1111 15 -7 7 Reservado

Cuadro 1.2: Representacion de enteros con m = 4 bits.

2. Representacion de enteros

Como dijimos, la norma IEEE 754 no se ocupa de la representacién de enteros, pero como el
exponente de la representacién en punto flotante es un entero, vamos a dar unas breves nociones
del almacenamiento de enteros en binario en el ordenador.

Si s6lo necesitamos enteros positivos, con m bits podemos representar enteros con valores entre
(00...00), =(0)10y (11...11), = (2™ —1)19. Por ejemplo, para m = 4 bits podriamos representar
los enteros del 0 al 15, como se puede ver en la tabla 1.2.

Para representar enteros con signo hay varias estrategias, como reservar el primer bit para el
signo, la representacién al complemento de dos o la representacioén sesgada. En esta dltima, los
nimeros negativos se representan con valores consecutivos, empezando por el menor negativo y
los positivos toman los valores siguientes. La representacion de los nimeros la obtenemos afiadien-
do el sesgo=2""" al nimero x, = x +2""! € [0,2" — 1]. Es esta tltima representacion la que se
utiliza para los exponentes en punto flotante. No obstante, la representacion sesgada para el expo-
nente en punto flotante es diferente a la representacion sesgada de enteros con signo en general. El
motivo es que el primer y el dltimo valor del exponente, se reservan para casos especiales (como
infinito y NaN). El sesgo es diferente en los dos casos y el rango de nimeros representados tam-
bién. En el caso del exponente el sesgo es 2! — 1 y el rango de los niimeros representados va es
[1 —sesgo,sesgo.
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3. Representacion binaria en punto flotante segiin la norma IEEE
754

Un nimero x # 0 en base 2 se representa en punto flotante como
X=0XXxx?2°
donde 6 = +1 es el signo, (1), < x < (10); la mantisa y e € Z es el exponente.

= En el bit del signo ¢ se almacena un 1 si el niimero es negativo y 0 si es positivo.

= La mantisa X normalizada tiene un valor 1 < x < 2. El primer digito ha de ser distinto de 0.
Este digito en base dos solo puede ser 1 y por lo tanto, en una mantisa normalizada siempre
es a; = 1, no es necesario almacenarlo y ganamos un bit. Esto se denomina técnica del bit
escondido.

= El exponente e es un entero con signo y utiliza representacion sesgada.

Los nimeros se almacenan en “palabras” de 32 bits (precision sencilla), 64 bits (doble precision)
y 128 bits (precisién cuddruple).

3.1. Precision simple

PRECISION SIMPLE (32 bits)

signo exponente (8 bits) mantisa (23 bits

)
LTI rrrrra

X=0X (1.a1a2...a23) x 2°¢

Utiliza 32 bits (4 bytes) distribuidos en:

= | bit para el signo.
= § bits para el exponente.

= 23 bits para la mantisa.

Tiene una precisién de 24 digitos binarios, uno més de los bits utilizados, 23, debido al bit escon-
dido, que no se almacena porque siempre es 1.

El sesgo del exponente es 2! —1 =281 —1 =127 y toma valores en [l — sesgo, sesgo| =
[—126,127].

Si tenemos 8 bits para el exponente con signo, significa que tenemos espacio para 28 = 256
nimeros en formato binario, 0 < E < (255),,. El primer valor 00000000 lo reservamos para ce-
ro y niimeros desnormalizados y el Gltimo 11111111 para Inf (infinito) y NaN (Not a Number).
Asi que el exponente tomard valores 1 < E <254.Y como el sesgo es 127 estos valores represen-
tan a los exponentes —126 < E — 127 < 127, es decir, —126 < e < 127. Por lo tanto el exponente
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maximo es e,y = 127, y el minimo e,,;, = —126. Una ventaja de este sistema es que el inverso de
un ndmero cuyo exponente tenga el valor minimo:

1 _ 1 _ ILESTY: < L2127
+memin  +m2-126 44p +m

no supera el valor maximo y no se produce overflow.

La representacion sesgada hace mads sencilla la comparacién (si uno es mayor o menor que el
otro) de nimeros enteros. Cuando se quiere comparar dos nimeros en punto flotante, se compara
sus exponentes y, solo si sus exponentes son iguales, se continua comparando la mantisa.

Ejemplo 1.4 ;Cémo se almacenaria en binario en precision simple segtin la norma IEEE 754 el
nimero —118,625 ?

Recordamos que en precision simple tenemos 32 bits (4 bytes) en total, que se distribuyen de
la siguiente manera:

= 1 bit para el signo,
= & para el exponente,

= 23 para la mantisa.

Parte decimal. Para convertir a binario la parte decimal, multiplicamos por 2, le quitamos la parte
entera, que serd nuestro digito binario y repetimos el proceso hasta que nos quedemos con un cero

Decimal : 0,625 0,25 0,5 0
Entera : 1 0 1

y tomamos los digitos de la parte entera:
0,101

Comprobamos que €s corr ecto:
Ix27 ' 40x27241x272=0,625

Parte entera. Para convertir a binario la parte entera 118 dividimos de forma reiterada por 2 y
guardamos los restos:
cocientes: 118 59 29 14 7 3 1
restos : 0 1 1 011

y tomamos el dltimo cociente y los restos en orden inverso:
1110110
El nimero completo en base dos se escribiria
1110110,101
Comprobamos que es correcto:

Ix20 4+ 1x2+1x2*+0x 22 +1x 22+ 1x2'+0x2%+1x27 ' +0x272+1x273=118,625
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Para almacenar segtin la norma IEEE, normalizamos el nimero:
1110110,101 = 1,110110101 x 2°
Por lo tanto la mantisa se almacena como
11011010100000000000000

Fijarse que no almacenamos el primer 1 debido a la técnica del bit escondido.
Exponente. El sesgo es 2! — 1 = 28~1 — | = 127. El exponente sesgado en base 10 es 6 +
sesgo = 6+ 127 = 133. Si lo pasamos a base 2:

cocientes: 133 66 33 1

6 8 1
restos : 1 0 1 0 O

4 2
00
Tomamos el dltimo cociente y los restos empezando por el tltimo, el exponente es

10000101

Comprobamos que estd bien
27427 4+2°=133

Como el signo del nimero es negativo, el bit del signo toma valor 1. Resumiendo, el niimero se
almacenaria, en precisiéon simple como:

signo | exponente mantisa
1 10000101 | 11011010100000000000000

3.2. Precision doble

PRECISION DOBLE (64 bits)
signo exponente (11 bits) mantisa (52 bits)

X=0X (1.611[12...6152) x 2°¢
Utiliza 64 bits (8 bytes) distribuidos de la forma:

= | bit para el signo.
= 11 bits para el exponente.

= 52 bits para la mantisa.
Tiene una precisién de 53 digitos binarios, uno mas de los bits utilizados, 52, debido al bit escon-

dido.

El sesgo del exponente es 2! — 1 =2!'1"1 —1 = 1023 y toma valores en [—sesgo + 1, sesgo] =
(1022, 1023].
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m=0 m=#0
e = 00000000000 0 num. desnormalizados
e=11111111111 | £Inf NaN

Cuadro 1.3: Excepciones en la representacion en punto flotante con doble precision

Si tenemos 11 bits para el exponente con signo, significa que tenemos espacio 2!! = 2048
niimeros en formato binario, 0 < E < (2047),,. El primer valor 00000000000 lo reservamos para
cero y niimeros desnormalizados y el Gltimo 11111111111 para Inf (infinito) y NaN (Not a Num-
ber). Asi que el exponente tomard valores 1 < E < 2046. Y como el sesgo es 1023 estos valores
representan a los exponentes —1022 < E — 1023 <1023, es decir, —1022 < e < 1023. Por lo tanto
el exponente maximo es e, = 1023, y el minimo e,,;, = —1022.

3.3. Valores especiales
Los valores no normalizados para doble precision se resumen en la tabla 1.3 y son los siguien-
tes:

Infinito. El exponente contiene todo unos y la mantisa todo ceros. Aparece cuando se produce
overflow.

Valor | signo | exponente mantisa
—oo 1 11111111 | 00000000000000000000000
o0 0 11111111 | 00000000000000000000000

NaN (Not a Number). El exponente contiene todo unos y la mantisa es distinta de cero. Hay
dos clases QNaN (Quiet NaN) que significa indeterminado y SNaN (Signalling NaN) que significa

operacion no vdlida. Operaciones como 0/0 o 0° devuelven NaN.

Valor | signo | exponente mantisa
SNaN 0 11111111 | 10000000000000001000000
QONaN 1 11111111 | 00000010000000010000000

Cero. Como se asume que el bit escondido tiene valor 1, no es posible representar el cero con
los valores normalizados. El cero se representa utilizando las dos representaciones siguientes:

Valor | signo | exponente mantisa
-0 1 00000000 | 00000000000000000000000
+0 0 00000000 | 00000000000000000000000

Numeros desnormalizados. El exponente contiene todo ceros. Se asume que el bit escondido
es cero y que el valor del exponente es el minimo posible, es decir 00000001 (que equivale a

—126 en precision sencilla).

signo | exponente mantisa
0 00000000 | 00001000010000000001000
1 00000000 | 01000100000000000010000
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Numeros desnormalizados

Si consideramos que el bit escondido es cero, podemos representar nimeros menores que R,y;,.

Estos nimeros en la norma IEEE 754 se representan con exponente 00000000 en precision
simple y con exponente 00000000000 en precisién doble. Pero se interpreta que el valor de su ex-
ponente es el exponente minimo, es decir —126 en precisién sencilla y —1022 en doble precision.

El inconveniente de estos niimeros es que su precision es menor que 24 en precision simple y
menor que 53 en precision doble.

Y su ventaja es que aumentan el rango de niimeros a representar rellenando el espacio entre el
menor nimero normalizado R, y el cero.

Los ntimeros normalizados estan, aproximadamente, espaciados logaritmicamente mientras
que los desnormalizados estdn espaciados linealmente.

Ejemplo 1.5 El niimero siguiente estd representado en precisién simple segtin la norma IEEE
754.

signo | exponente mantisa
0 00000000 | 00010110000000000000000

(Cual es su valor en base 10?;Cual es la precisién del niimero representado?

Como su exponente es 00000000 y su mantisa no es cero, es un nimero desnormalizado, su
exponente es —126 y su bit escondido es 0. Por lo tanto representa el niimero

(0,0001011)-27126
que se corresponde con el nimero en base 10
(2742542772712~ 1,0102-107°.

Este ntimero tiene una precision de s6lo 20, puesto que a efectos de precision no cuentan los tres
ceros a la izquierda del primer uno de la mantisa.

El menor nimero normalizado, en valor absoluto, que se puede representar en precision simple
seré

signo | exponente mantisa
0 00000001 | 00000000000000000000000

(1,00...00) 27126

en representacion binaria. En decimal este nimero es:
Ryin =210~ 1,1755-10738

que, légicamente, es mayor que el mayor normalizado.
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Ejemplo 1.6 ;Cuail es el menor nimero desnormalizado en precision simple?;Y en doble preci-
sién?

En precision simple, el menor nimero desnormalizado seria

signo | exponente mantisa
0 00000000 | 00000000000000000000001

que representa al niimero en base 2
(0,00000000000000000000001) - 27126
y que se corresponde con el niimero en base 10
(2723).27126 = 2149 & 1 401310745

y tiene una precisién de 1. Razonando andlogamente, el nimero mas pequeiio desnormalizado en
doble precisién es
(2—52) i 2—1022 _ 2—1074 ~ 4.9407 - 10—324
= ~4,

3.4. Exactitud

Si queremos medir la exactitud relativa de la aritmética en punto flotante, tenemos dos medidas:

Definicion 2 El épsilon de la maquina es la diferencia entre 1 y el niimero siguiente x > 1 que se
puede almacenar de forma exacta.

Definicion 3 El entero mas grande es el entero mds grande M tal que todos los enteros x, donde
0 <x <M, se almacenan de forma exacta.

El epsilon de la maquina. Si expresamos el nimero 1 en formato normalizado en precisién
simple, seria
+1 % (1,00...00) x 2°

el siguiente nimero que se puede almacenar de forma exacta es
14+e=+41x(1,00...01) x2°

y por lo tanto € es
g=+1x(0,00...01) x2°

y si escribimos € normalizado
g =+1x(0,002)01) x 2° = +1 x (1,00200) x 2723,
es decir, el epsilon de maquina en precisién simple es

e=2"2~1,19%x10"".
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Decimal Binario Mantisa Exp Representacion
representado 25 digitos 1.423 bits
1 000...001 | 1.00...000 0 Exacta
2 000...010 1.00...000 1 Exacta
3 000...011 | 1.10...000 1 Exacta
4 000...100 1.00...000 2 Exacta
1677215 | 011...111 | 1.11...111 23 Exacta
M =22 1677216 | 100...000 | 1.00...0000 | 24 Exacta
1677216 | 100...001 | 1.00...0001 | 24 Redondeada
1677218 | 100...010 | 1.00...0010 | 24 Exacta
1677220 | 100...011 | 1.00...0011 | 24 Redondeada
1677220 | 100...100 | 1.00...0100 | 24 Exacta

Cuadro 1.4: Representacion de enteros en punto flotante con precisién simple

Razonando de forma anéloga, el epsilon de maquina en precision doble es

e=2"2~222x10716,

El entero mas grande. Si p es la precision del formato, el entero mas grande es:

M =27

Vamos a justificarlo con la tabla 1.4 para precision simple y la tabla 1.5 para precicién doble.

En precisién simple, podemos ver en la tabla 1.4 que todos los enteros anteriores a M = 2%
admiten representacion exacta porque podemos almacenar todos sus digitos. En el caso de M = 224
no podemos almacenar el dltimo digito, pero al ser este 0 y siguiendo las normas de redondeo (que
veremos en el punto 3.5) M se redondea al niimero mds préximo acabado en 0 y, en este caso, no
pierde digitos y M se almacena de forma exacta. No sucede lo mismo con el siguiente, cuyo digito
mads a la derecha es un 1, y al redondear el nimero este se almacena como el niimero anterior y ya
no se almacena de forma exacta. A partir de este nimero algunos enteros se podrdn almacenar de
forma exacta y otros no. Como en base 10 este entero es

M =2* =1677216

podemos interpretar que enteros con hasta 6 digitos en base 10 se almacenan de forma exacta en
punto flotante binario.

El nimero entero siguiente 1677217 ya no tiene representacion exacta porque se redondea y
es representado por 1677216. El nimero entero siguiente 1677218, si que se representa de forma
exacta porque, aunque no se pueden almacenar todos los bits, el bit despreciado es cero. El entero
siguiente 1677219, se redondea a 1677220 y tampoco se puede representar de forma exacta.

El mismo razonamiento se puede hacer para doble precision. Este estd ilustrado en la tabla 1.5
y en este caso, el mayor entero es

M = 253 = 9007199254740992

y podemos por tanto interpretar que enteros con hasta 15 digitos en en base 10 se almacenan de
forma exacta en punto flotante binario.
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Decimal Binario Mantisa Exp Representacion
representado 54 digitos 1.4+52 bits
1 000...001 | 1.00...000 0 Exacta
2 000...010 | 1.00...000 1 Exacta
3 000...011 | 1.10...000 1 Exacta
4 000...100 1.00...000 2 Exacta
9007199254740991 | 011...111 | 1.11...111 52 Exacta
M=2%— 9007199254740992 | 100...000 | 1.00...0000 | 53 Exacta
9007199254740992 | 100...001 | 1.00...0001 | 53 Redondeada
9007199254740994 | 100...010 | 1.00...0010 | 53 Exacta
9007199254740996 | 100...011 | 1.00...0011 | 53 Redondeada
9007199254740996 | 100...100 | 1.00...0100 | 53 Exacta

Cuadro 1.5: Representacion de enteros en punto flotante con precision doble

Overflow y underflow

El mayor niimero normalizado, en valor absoluto, que se puede representar en doble precision
serd, en representacion binaria
(1,11...11).21923

Como habiamos dicho, el primer 1 no hace falta guardarlo y nos quedan 52 bits donde almacena-
mos los demas unos. Por lo tanto, en decimal este nimero sera:

Rpae=(14+1-271 4127241273 4. 41.2752).2102 ~ 17977 103
El menor nimero, en valor absoluto, normalizado que puede representar en doble precision serd,
(1,00...00).271022
en representacion binaria. Por lo tanto, en decimal este niimero sera:
Rypin = 271022 22,2251 - 107308

(Qué sucede si intentamos almacenar un niimero mayor en valor absoluto que R,,,,? Se produce
un error de overflow. En la mayor parte de los ordenadores se aborta la ejecucién. El formato IEEE
754 puede darle soporte asigndndole los valores simbdlicos F-co. A menudo, se debe a errores de
programacion, que deben ser corregidos.

Y qué sucede si intentamos almacenar un niimero menor en valor absoluto que R,;,? Se
produce un error de underflow. Desde la inclusion de los nimeros desnormalizados, que se sitian
entre R,;;, y el cero, se utiliza el valor desnormalizado més cercano se pierde precision. Es lo que
se llama un underflow gradual. Si el nimero es menor que el menor desnormalizado se sustituye
por cero y la ejecucion continua.

3.5. Redondeo

Si escribimos un ndmero x con notacién en punto flotante en base 10 como
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x=+dy.d\dr... x 10" = + (): dk10k> x 10",
k=0

dondedy A0y 0<d; <9,parak=1,2,...

Y si escribimos un nimero x con notacion en punto flotante en base 2 como

x=+l.didy... x2¢ =+ (Z dk2k> X 2¢.
k=0

dondedy A0y 0<d; <1,parak=1,2,...

Tanto para el caso decimal como el binario, si la mantisa tiene mds de p 4 1 digitos decimales,
es decir,

dp #0 paraalgunos k>p—1,

entonces x no tiene un representacion en punto flotante exacta con precisiéon p y cae entre dos
niimeros consecutivos x~ < x < x*. Como representacion de x elegiremos uno de los dos depen-
diendo del método de redondeo usado. La norma IEEE 754 reconoce 4 sistemas de redondeo:

Hacia arriba.

Hacia abajo.

Hacia cero.

Hacia el par mds cercano.

Las dos formas habituales de redondeo son estas dos tltimas a las que llamaremos respectivamente
truncamiento 'y redondeo.

Redondeo decimal

Si tenemos un niimero real en base 10 cualquiera

x=cdodidy... x 10" =% | Y 107" | x 10"
k=0
Truncamiento. Con p + 1 digitos:
X = :Edo.d]dz .. .dp X 10”,

Redondeo. Con p digitos:

+do.did>...d,—1 x 10" si0<d, <4,
xX*=1q E(do.dids...dp1+107PT) x 10" si5<d, <9,
al niimero acabado en par mas cercano sid, =5y d,x = 0.

Ejemplo 1.7 Redondear los siguientes nimeros en base 10:
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nimero | precision | truncado | redondeado

0,999953 4 0,9999 1,000
0,433309 3 0,433 0,433
0,433500 3 0,433 0,434
0,434500 3 0,434 0,434
O
Redondeo binario
Si tenemos un nimero real en base 2 cualquiera
x=%ldidy.. x2° =+ Y d27" | x2°
k=0
Truncamiento. Con p + 1 digitos:
X = :El.dldz .. .dp X 26,
Redondeo. Con p digitos:
j:l.dldz...dp,lxze Sidp:(),
x=< x(ldidy...dpy +107PF1) x 2¢ sid, =1,
al niimero acabado en par mas cercano sid, =1y d, = 0.
Ejemplo 1.8 Redondear los siguientes nimeros en base 2:
nimero | precision | truncado | redondeado
1,1111 3 1,11 10,0
1,1101 3 1,11 1,11
1,0010 3 1,00 1,00
1,0110 3 1,01 1,10
O

Comparacién entre truncado y redondeo en binario. La representacion en punto flotante con
precision p de x puede expresarse como

[—277*1,0]  sitruncamos,

x" =x(1+y), donde Y:{ [-27P7,27P] siredondeamos.

Por lo tanto, el mayor error de truncamiento es el doble que el mayor error de redondeo y el
error de truncamiento es siempre no positivo, mientras que el error de redondeo puede cambiar de
signo. Por lo tanto, lo errores se amplifican menos si usamos redondeo.

Ejemplo 1.9 Seax = (1,1001101); = (1,6015625);9. Lo aproximamos por:
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= truncamiento a 5 digitos binarios,
x* = (1,1001), = (1,5625)9
y= _x_xx* — —0,0243902... € [-27%,0]
= redondeo a 5 digitos binarios,
x"=(1,1010), = (1,625) 9
y= _x_xx* —0,0146341... € [-275,279)].
O

4. Error

Los errores de redondeo que se deben a que la aritmética de la computacidn es finita son pe-
quefios en cada operacion, pero pueden acumularse y propagarse si un algoritmo tiene muchas
operaciones o iteraciones, resultando en una diferencia grande entre la solucién exacta y la solu-
cién calculada numéricamente. Este efecto se conoce como inestabilidad numérica del algoritmo.

Ejemplo 1.10 Para la sucesiéon sy = 1+4+2+...4+k, fork=1,2,..., si calculamos

1 2 k
N=—t—4... 4+,
Sk Sk Sk
el resultado es
x; = 1 paratodoslosk =1,2,...

Sin embargo, en precisién simple obtenemos

k] i — ;]
10" | 1,000000 | 0,0

10° 1 0,999999 | 1,0x 1077
10° | 0,9998996 | 1,004 x 10~*
107 | 1,002663 | 2,663 x 103

Definicion 4 El error absoluto que se comete al aproximar el valor de x con x* es
eq = |x—x"|

Definicion 5 FEl error relativo que se produce al aproximar el valor de x con x*

x|
er =

x|
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El error relativo es independiente de la escala y por tanto es mds significativo que el error
absoluto, como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11 Dar los errores absolutos y relativos correspondientes a los valores de x al aproxi-
marlos con x*.

*

X X ey e,
0,3x 10" [0,31x10" | 0,1 0,333...x 107!
0,3x1073 0,31 x1073 [ 0,1x107* | 0,333... x 107!
03x10* 10,31x10* [0,1x10° |0,333...x10°"

|

Definicion 6 Decimos que x* aproxima a x con p digitos significativos si p es el mayor entero no
negativo tal que el error relativo satisface

e — x|

<5x1077.
[
Ejemplo 1.12 Estudiemos los digitos significativos en los casos siguientes:
x* = 124,45 aproxima x = 123,45 con p = 2 digitos significativos porque

x—x* 1
| _

= 12345:0,0081§0,05:5><10’2.
'x 9

x* =0,0012445 aproxima x = 0,0012345 con p = 2 digitos significativos porque

x—x*| _ 0,00001

- =0,0081 <0,05=5x 1072
X 00012345 0 =Y .

x* =999,8 aproxima x = 1000 con p = 4 digitos significativos porque

x—x* 02

M= 1000 0,0002 < 0,0005 =5 x 107%.




Capitulo 2

Ecuaciones no lineales

1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos métodos numéricos para calcular aproximaciones de las raices o
ceros de ecuaciones no linelaes del tipo

f(x) =0,

donde f: R — R es una funcion dada. En general, las soluciones de (1) no pueden ser expresadas
en forma explicita. Ademads, incluso cuando existe una férmula que las identifica, a menudo es
demasiado complicada como para que resulte util.

Los métodos numéricos que estudiaremos son de naturaleza iterativa. Comenzando por una
aproximacion inicial y mediante algin algoritmo, se produce una sucesién de aproximaciones
que, presumiblemente, convergeran a la raiz deseada.

Los métodos iterativos deben ser truncados o parados después de un nimero finito de pasos,
por lo que s6lo obtendremos aproximaciones de las raices que buscamos. Ademads, los errores de
redondeo que se generan en las evaluaciones de la funcién f(x) también limitardn la precision de
cualquier método numérico.

Con ciertos métodos, como el método de biseccion, es suficiente saber el intervalo inicial que
contiene la raiz para asegurar la convergencia, aunque ésta sea lenta. Sin embargo, otros méto-
dos, aunque mds rapidos, son mas sensibles a la eleccién de la aproximacion inicial. Por ello,
normalmente se usa un método hibrido en el cual se comienza con, por ejemplo, el método de
biseccion para acercarnos a la solucién y después se aplica un método més eficiente para refinar
esta aproximacién, como el método de Newton.

1.1. Orden de convergencia y criterio de parada

En las lineas anteriores hemos introducido unos conceptos que merece la pena precisar. Los
métodos numéricos de calculo de raices de una funcidn son métodos iterativos, es decir, mediante
algin algoritmo construimos una sucesién

XOsX1yeoosXkyeoo

21
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tal que limy_,. X = O, y esperamos que, por continuidad de la funcién f, se tenga
lim f(x) = f(0t) = 0.
k—roo

El orden de convergencia de un método esta relacionado con la idea intuitiva de velocidad de
convergencia de la sucesién con respecto a k, que es un concepto ttil para comparar métodos.
Supongamos que la sucesion x; converge a o € R. Decimos que x; converge a o. con orden de

convergencia p si

kol _y L

lim ———
k—oo |Xg—1 — QP

En los casos particulares
= p =1, decimos que la convergencia es lineal,

= p =2, la convergencia es cuadrdtica.

Un método numérico se dice de orden p si genera una sucesion que converge a la solucién con un
orden de convergencia p.

Por otra parte, puesto que la sucesién generada con los algoritmos, xi, suele ser infinita, se
hace necesario establecer un criterio de parada de las iteraciones. El criterio mds crudo es el de
establecer un nimero maximo de iteraciones. Sin embargo, tal criterio no proporciona ninguna
informacidn sobre la exactitud de la aproximacién. Los criterios mds habituales se basan en

» La diferencia absoluta entre dos iteraciones sucesivas,
]xk —Xp—1]| <E.

m La diferencia relativa entre dos iteraciones sucesivas,

L — %] <E.
x|
= El residuo en la iteracion k,
|f ()| <e.

En la practica, suelen usarse una combinacién de estos criterios conjuntamente con el estableci-
miento de un nimero maximo de iteraciones, para prevenir bucles infinitos (porque € sea dema-
siado pequeiio) o, simplemente, tiempos de ejecucién demasiado largos.

2. El método de biseccion

Normalmente es aconsejable comenzar por reunir informacién cualitativa sobre las raices a
aproximar. Por ejemplo, trataremos de determinar cudntas raices existen y su localizacién aproxi-
mada. Esta informacién puede conseguirse mediante la representacion gréfica de la funcién f(x),
la cual suele ser una herramienta util para determinar el nimero de raices y los intervalos que
contienen cada raiz.
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Ejemplo 2.1 Consideremos la ecuacion

f(x) = (x/2)* —sen(x) = 0.

En la Figura 2.1 mostramos los grificos de y = (x/2)? e y = sen(x). Mediante la simple observa-
cién, podemos determinar que la dnica raiz positiva se encuentra en el intervalo (1,8,2), siendo
a~109. O

— (x/2)?
. ---sen(x)
-2 -1 0 1 2

Figura 2.1: Gréfica de las curvas y = (x/2)? e y = sen(x).

El siguiente teorema puede usarse para inferir si el intervalo [a,b] contiene al menos una raiz
de la ecuacion f(x) = 0.

Teorema 2.1 (Teorema de los valores intermedios) Supongamos que la funcion f(x) es conti-
nua para todo x € [a,b|, con f(a) # f(b), y que k es un valor situado entre f(a)y f(b). Entonces,
existe un punto & € (a,b) tal que f(§) =k.

En particular, si f(a)f(b) < 0 entonces la ecuacion f(x) = 0 tiene, al menos, una raiz en el
intervalo (a,b).

El método de biseccion hace un uso sistematico del teorema de los valores intermedios. Su-
pongamos que f(x) es continua en el intervalo [ag,bo] y que f(ao)f(bo) < 0. En lo que sigue,
determinaremos una sucesion anidada de intervalos [, = [ax, by| tales que

(ao,bo) D) (Cl],b]) D) (ag,bz) IDRERE

los cuales contendran la raiz de la ecuacion. Los intervalos se determinan recursivamente como
sigue. Dado Iy = (ag, by ), calculamos el punto medio

o ay + by
2

1
my Zak+§(bk—ak),
y f(my). Esta dltima expresion tiene la ventaja de que permite calcular el punto medio sin errores
de redondeo.

Podemos asumir que f(my) # 0 pues de otro modo habriamos localizado la raiz. El nuevo
intervalo se determina como sigue

(my,bi) st f(mi) f(ax) >0,

i1 = (a1, brr1) = { (ak,myi)  si f(my)f(ar) <O.
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De esta construccion se sigue que f(ag+1)f(br+1) < 0, y por tanto el intervalo I;;; también con-
tiene una raiz de f(x) = 0.

Tras n aplicaciones del método de biseccion, la raiz estard contenida en el intervalo (a,,by),
de longitud 27" (by — ap). Es decir, si tomamos a m,, como una aproximacién de la raiz de f(x),
tenemos la estimacion del error absoluto

ot —my| < 27" (b — ay). @.1)

En cada paso ganamos un digito binario de exactitud de la aproximacion, o bien, en promedio, un
digito decimal por cada 3,3 iteraciones. De este modo, encontrar un intervalo de longitud & que
contenga una raiz llevard unas log, ((bp — ag)/d) evaluaciones de f(x).

La férmula (2.1) nos permite deducir que el método de biseccién tiene un orden de convergen-
cia lineal. Claramente, el test de parada estard basado en el error absoluto entre dos iteraciones, el
cual nos permite determinar el niimero de iteraciones precisas.

Ejemplo 2.2 El método de biseccion aplicado a la ecuacién f(x) = 0, con f(x) = (x/2)> —
sen(x) =0e Iy = (1,8,2) produce la sucesion de intervalos [a, by, donde

Lk | a | by | my | f(my) |
1.8 2 1.9 <0
1.9 2 1.95 >0
1.9 1.95 1.925 <0

1.925 1.95 1.9375 >0
1.925 1.9375 | 1.93125 <0
1.93125 | 1.9375 | 1.934375 | >0

QNN AW = =

De modo que, tras seis iteraciones, obtenemos o € (1,93125,1,934375), un intervalo de longi-
tud 0,2 x 27 = 0,003125. |

El tiempo de ejecucién requerido por el método de biseccion es proporcional al nimero de
evaluaciones de la funcién f(x) y, por tanto, la convergencia es lenta. Pero independiente de la
regularidad de la funcién. Para funciones regulares, por ejemplo las derivables, otros métodos
tales como el de Newton proporcionan una convergencia mucho més ripida.

3. El método de Newton

La unica informacién que usa el el método de biseccion es el signo de f(x) en los extremos de
los sucesivos intervalos generados por el mismo. Si la funcién es regular, por ejemplo derivable, se
puede construir un método mas eficiente explotando los valores alcanzados por f(x) y su derivada
en las aproximaciones sucesivas.

Sea f : [a,b] — R una funcién derivable, y consideremos la aproximacién por la recta tangente
a f en el punto x; € (a,b) dada por

Y(x) = f () + f () (x — ).

Si fijamos x4+ d modo que y(xg1) = 0, es decir, que sea una aproximacion de una raiz de f(x),

obtenemos o)
Xk

— , k>0, 2.2

£ Cxe) 22

Xk+1 = Xk
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siempre que f’(x;) # 0. La férmula (2.2) se conoce como método de Newton y corresponde a
calcular el cero de f(x) reemplazando localmente f(x) por su recta tangente en x.

Observemos que para inicializar el método de Newton necesitamos una primera aproximacion
del cero, xg. Esta eleccion es delicada puesto que el método no converge, en general, para cualquier
eleccion de la aproximacién incial. En la practica, se puede obtener un posible valor inicial xg
recurriendo a una cuantas iteraciones del método de biseccion o, alternativamente, a través de una
investigacion de la grafica de f(x).

Si xo se escoge apropiadamente y o es un cero simple (esto es, f'(a) # 0) entonces el méto-
do de Newton converge. Ademds, si f”(x) es continua, puede demostrarse que el método tiene
convergencia cuadrética.

El test de parada mads utilizado para el método de Newton y, en general, para los métodos de
punto fijo que estudiaremos en la seccién 4, es el de la diferencia absoluta entre dos iterantes
consecutivos

i1 — x| <e, (2.3)

para cierta tolerancia €. Como en el caso del método de biseccidn, en la practica, limitaremos el
ndmero de iteraciones a un maximo prefijado, para evitar bucles infinitos.

El método de Newton puede extenderse facilmente a sistemas de ecuaciones no lineales. En
efecto, sif: A — RY, con A C R viene dada por

filxr,x,..,xn) =0,
fz(xl,xz,...,xN) :0,
In(x1,x2, .. xn) =0,
entonces el método de Newton para resolver f(x) = 0, donde x = (x,x2,...,xn) y£= (f1,..., fN)s

viene dado como sigue: dado xg € A, para k =0, 1,... y hasta la convergencia, definimos

-1
X1 =X, — (Jr(xi)) f(xp),
donde J¢(x) es la matriz jacobiana de f(x) evaluada en xy, esto es

(‘]f(xk))ij = g)]:;(xk)

Obsérvese que al igual que para funciones escalares f’(x;) debe ser distinta de cero, para funcio-
nes vectoriales debe satisfacerse que exista la inversa del jacobiano, para lo cual basta con que
det (Jf(Xk)) # 0. En cuanto al test de parada, sustituiremos (2.3) por

%601 — x| < e.

4. El método del punto fijo

En esta seccién introduciremos una clase general de métodos iterativos entre los que se en-
cuentra, por ejemplo, el método de Newton.

Se dice que la funcién g : [a,b] — R tiene un punto fijo a € [a,b] si g(a) = o El método del

punto fijo se basa en la iteracién
Xer1 = g(xk), k>0, (2.4)
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donde xg es la aproximacién inicial que debemos proporcionar.

El método del punto fijo es de una gran generalidad y da pie a la introduccién de otros algo-
ritmos cuando se particulariza la funcién g. Por ejemplo, si queremos aproximar un cero de la
funcién f : [a,b] — R por el método del punto fijo, basta con definir g(x) = x+ f(x), de modo que
si o es un punto fijo de g entonces también serd una raiz de f. Sin embargo, no existe una manera
Unica de expresar esta equivalencia, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3 La ecuacién x+ In(x) = 0 puede reescribirse, por ejemplo, como

(i) x=—In(x), (i)x=e" (iii)x= ”Te_
Observemos que cada una de estas ecuaciones da lugar a diferentes esquemas de punto fijo. a
1 ; 1
08 08
N b
06 06 oo
0 ‘ ixo ‘ ixz EXA ‘i"a i"w ‘ 0 ‘ ixo ‘ ixn i"z‘ ixa EXA
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
(a) xg41 =€ M, conxp=0,3 (b) xk4+1 = /%, con xg = 0,01

Figura 2.2: Ejemplos de iteraciones de punto fijo: convergente (izquierda) y divergente de la raiz
mas cercana (derecha).

Una interpretacion grafica del método del punto fijo puede verse en la Figura 2.2. Como se
aprecia, en ciertos casos el método puede no converger incluso comenzando con una aproxima-
cién inicial arbitrariamente cercana a la raiz. Por ello, se hace necesario establecer criterios que
aseguren la convergencia del método.

Teorema 2.2 (Teorema de la aplicacion contractiva) Sea g una funcion definida en el intervalo
[a,b] C Ry xo € [a,b] una aproximacion inicial de la iteracion de punto fijo dada por (2.4).
Supongamos que

1. g(x) € [a,b] para todo x € |a,b),
2. g es diferenciable en [a,b],

3. Existe una constante k < 1 tal que |g'(x)| < k para todo x € |a, D).

Entonces g tiene un tinico punto fijo & € |a,b|, y la sucesion x, definida en (2.4) converge a o al
menos con orden lineal. Mds precisamente,

— o
tim P =4 g,
n—eo \xn - oc\
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En general, el test de parada utilizado para detener las iteraciones de punto fijo se basa en
la diferencia absoluta entre dos iterantes consecutivos, como ya introdujimos para el método de
Newton, véase (2.3).

Observacion 2.1 El método de Newton puede obtenerse a partir del método del punto fijo cuando
se toma
fx)

W)

g(x) =

5. El método de la secante

Uno de los principales inconvenientes del método de Newton es que necesitamos evaluar la
derivada de la funcién en los puntos definidos por la iteracién. En ocasiones esto no es posible
debido a que la funcidn sélo es conocida en un niimero finito de puntos. Imaginemos, por ejemplo,
el caso en que la funcién es obtenida mediante la toma de datos de una variable fisica, como la
temperatura.

El método de la secante es una variante del método de Newton en el cual se aproxima la
derivada de la funcién, f’(x) por un cociente incremental. Puesto que

y=ox o x—y
podemos aproximar f’(x;_1) mediante

P o)~ fo=1) = fa—2)

Xk—1 — Xk—2

De este modo, obtenemos el esquema iterativo siguiente. Dadas dos aproximaciones iniciales xg y
X1, se toma, parak =2,3...,

Xk—1 — Xk—2

flx—1) = fla—2)’

X = X1 — f(xk—1) (2.5)

siempre que f(xx—1) # f(xk—2).
Cuando el método de la secante converge, el término |x;_; — xx—2| ha de hacerse, eventualmen-
te, muy pequefio, y como consecuencia el cociente (xx_; —xx—2)/(f(xk—1) — f(xx—2)) serd deter-

minado con una exactitud numérica pobre, ya que si las aproximaciones x;_1, X;x_p estdn muy
cerca de la raiz o, entonces el error de redondeo puede ser grande.

Sin embargo, un andlisis del error nos permite concluir que, en general, las aproximaciones
satisfacen |xg_; — xg_2| > |xx—1 — Q| y, por tanto, la contribucién dominante al error de redondeo
viene de f(xx_1).

Observemos que la férmula (2.5) no debe simplificarse como

X2 f (1) =X 1f (—2)

T ) — fa2)

puesto que esta formula puede dar lugar a errores de cancelacion cuando xg—; ~xx_2 y f(xx—1) f(x%—2) >
0. Incluso la férmula (2.5) puede no resultar segura dado que cuando f(xx—1) ~ f(xx—2) podriamos
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Figura 2.3: Una iteracion de los métodos de Newton (izquierda) y de la secante (derecha) para la
funcién f(x) = x> —0,5.

dividir por cero o por nimeros cercanos a cero y producir un overflow. Por ello, resulta mas con-
veniente realizar las iteraciones del siguiente modo

flae—1) Sk—1
s Xk = X1+ T/ (Xk—1 — Xk—2),
fxe—2) 1_Sk—1( )

donde la divisién por 1 — s¢_; solo se lleva a cabo si 1 — s;_; es suficientemente grande.

Sk—1 =

Finalmente, puede demostrarse que el orden de convergencia del método de la secante es menor
que el de Newton, y viene dado por p = (14+/5)/2 2 1,618.... El criterio de parada utilizado es
similar al del método de Newton.



Capitulo 3

Interpolacion y aproximacion

A menudo, en la solucién de problemas, necesitamos calcular el valor de una funcién en uno o
varios puntos. Sin embargo, pueden surgir inconvenientes tales como

= puede ser costoso en términos de uso de procesador o tiempo de mdquina, por ejemplo, una
funcién complicada que hay que evaluar muchas veces;

= es posible que solo tengamos el valor de la funcién en unos pocos puntos, por ejemplo, si
proceden de los datos de un muestreo.

Una posible solucién es sustituir esta funcién complicada o parcialmente desconocida por otra,
sencilla, que podamos evaluar eficientemente. Estas funciones mas sencillas suelen ser polinomios,
polinomios trigonométricas, funciones racionales, etc.

1. Interpolacion

La interpolacién de una funcién dada, f, por otra funcién f consiste en, dados los datos si-
guientes

= n+ 1 puntos distintos xg, Xx1,..., Xy,
= n+ 1 valores de f en dichos puntos, f(xo) = @, f(x1) = ®1,..., f(x,) =, @y,

hallar una funcién sencilla, f, que verifique f(x;) = ®;, coni=0,1,...,n.

A los puntos xo, X1,...,X, se les denomina nodos de interpolacion, y ala funcién f interpolante
de f en xgp, x1,...,x,. En lo que sigue, consideraremos dos tipos de interpolantes:

= La interpolante polindmica, del tipo

f(x) —aptax+ax’+...fax' = Zakxk.
k=0

= La interpolante trigonométrica, del tipo

M
flx) = a_ye ™ L yag+... +aye™ = Z age’™,
k=M

29
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donde M =n/2 si nes par,y M = (n—1)/2 si n es impar. Recordemos que i denota la
unidad imaginaria, y que e = cos(kx) +isen(kx).
= La interpolante polinémica a trozos, del tipo
pi(x)  six e (%,%)
Fx) = pa(x)  six € (%,%)
Pm(x) six € (Xp_1,%m)

donde Xy, ..., X, forman una subdivisién o particion del intervalo que contiene a los nodos
de interpolacion, (xo,x,), y pi(x) son polinomios.

2. Interpolacion polinomica: el polinomio de Lagrange

Buscamos un polinomio interpolador (sustituimos la notacién f por P,)
Pn(x):a0+a1x—|—a2x2+---+anx", (3.1
que satisfaga las condiciones
P,(x0) =, P,(x1)=w1, Py(x2)=0, ... P,(x;) =0, (3.2)

Evaluando la expresion del polinomio (3.1) en los nodos de interpolacion e igualando a los valores
®;, obtenemos que las condiciones (3.2) son equivalentes a que los coeficientes del polinomio sean
solucidn del sistema de ecuaciones lineales

1 xp x(z) )Cg ap Mo
1 x; x? Xy ai ®;
1 x, xﬁ R o a, o,

La matriz de coeficientes del sistema es de tipo Vandermode,

1 xo x% X

1 x x% e X
A= . . . . . y

1 ox, x2 - X!

cuyo determinante viene dado por

det (A) = H (xk —xl) .
0<I<k<n
Claramente, como los nodos de interpolacion son distintos, tenemos det (A) # 0, y por tanto el

sistema tiene solucién Unica, es decir, existe un Unico polinomio P, que cumple las condiciones
(3.2).

Tal polinomio, P,, es denominado polinomio de interpolacion de Lagrange en los puntos
X0, X1, - -,X, relativo a los valores wp 1, ..., ®,.

Si el nimero de nodos, n, es grande la resolucion del sistema lineal anterior puede ser muy
costosa. Sin embargo, existen métodos alternativos que facilitan enormemente el calculo del po-
linomio de Lagrange, entre ellos, los que usan los polinomios fundamentales de Lagrange, y las
diferencias divididas. Comenzamos con los primeros.
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2.1. Polinomios fundamentales de Lagrange

Es un resultado basico que paara cada i =0, 1,...,n, existe un tinico polinomio ¢; de grado <n
tal que /; (x;) = 8, donde 8, denota la delta de Kronecker'. Dicho polinomio viene dado por

n

X—Xj
Ui (x) = L (3.3)
i(%) ,1:10 s
i
A los polinomios ¢y, ¢, ..., ¢, se les denomina polinomios fundamentales de Lagrange de grado

n. Observemos que estos polinomios solo dependen de los nodos de interpolacién, x;, no de los
valores, ®;. Es decir, los polinomios fundamentales no son interpolantes, sino una herramienta
comoda para construir los interpolantes.

El polinomio de interpolacion de Lagrange en los puntos xo x1,...,X, relativo a los valores
Wy ®1, ..., 0, viene dado por

P, (x) = Wl (x) + w4 (X) + -4, (x) .

Claramente, como en el nodo x; el Gnico polinomio fundamental distinto de cero es ¢;(x) (que vale
uno en x;), tendremos
Pu(x;) = o,

parai=0,...,n, es decir, P,(x) satisface las condiciones de interpolacién.

Ejemplo 3.1 Consideremos, para i =0, 1,2, los nodos x; =i y los valores ®; = f(x;), con f(x) =
1/(x+1). Tenemos que
X—X| X—Xx3 x—1x-2 1

¢ = =—-(x-1)(x—-2).
ox) X0 — X1 X0 — X2 -1 -2 2(x J(x=2)

Andlogamente, obtenemos
1
O(x) =—x(x=2), fl(x)= Ex(x— 1),

de modo que

|

Un inconveniente de este modo de calcular el polinomio de Lagrange es que, una vez obtenido
el polinomio de grado n, si vemos que la aproximacion no es suficientemente buena, deberemos
rehacer todos los cdlculos para deducir el polinomio de grado n+ 1. Para evitar este inconveniente
tenemos el método de diferencias divididas, ideado por Newton.

18 =0siik dp=1sii=k.
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Figura 3.1:

2.2. Diferencias divididas

Podemos reescribir el polinomio de interpolacién de Lagrange como
Pi(x)=co+ci(x—x0)+c2(x—x0)(x—x1) +- -+ cp(x—x0) - (x —xn), 3.4

donde cy, ..., c, son constantes a determinar. Para x = x( tenemos que P, (xo) = co, y también, por
las condiciones de interpolacion, que P, (xp) = @y, es decir, obtenemos ¢y = .
Dividiendo la expresion (3.4) por (x —xp) y teniendo en cuenta que ¢y = @y, obtenemos
Pn ()C) —
———— =ci1t+cx—x)+-Fealx—x1) - (x—x4), (3.5)
X — X0
y evaluando en x = x| deducimos que

_ Bx) - o1 — oy

X1 — X0 X1 — X0 ‘

Siguiendo con esta idea, dividimos la expresion (3.5) por (x — x;) para obtener

1 (P,,(x) —@y 0 — 0

) =ctce(x—x)+ - tep(x—xp) - (x—xp),
X— X1

X — X0 X1 — Xo

y evaluando en x = x, deducimos que

1 W —0) O — 0y
= — .
X2 — X1 N\ X2 — X0 X1 —X0
Con unas sencillas manipulaciones aritméticas, podemos reescribir ¢, como
-0 0] —0p
X2 — X1 X1 — X0
X2 — X0 '

C) =

Recapitulando, e introduciendo la notacién usual de las diferencias divididas, tenemos

co = [oo] = o,

W) — O

xl_XO’

0 — M W] — 0

X2 — X1 - X1 —Xo
X2 — X0 '

Cc1 = [03070)1] =

) = [0)070)170)2] =
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La observacion clave es que podemos expresar las diferencias divididas de segundo orden, [0, ®;, ®;],
usando solo las de primer orden, [0, ;] y [0, ®;]. En efecto,

1,02 — [y, ®
[030,(01,0)2]=[ 1,0] — [0, 1].
X2 — X0

A partir de estas ideas, definimos las:
» diferencias divididas de orden 0
@] =0®; parai=0,1,...,n,
= diferencias divididas de orden k (k=1,...,n)

(@41, O] — [0, 011, ., O g 1]
Xitk — Xi

(@, @1, o, @] =
parai=0,1,...,n—k.

En la préctica, el cdlculo de las diferencias divididas se dispone como en la siguiente tabla:

Xo 0o [00,01]  [0g, @1, 0] -+ [0, ®1,...,0,]
X O] (01,0 [0, 0, 03]

X2 | o [m,05] @03,

Xn—1 | On—1 [0),,71,0)"]
X | o,

Una vez calculadas las diferencias divididas asociadas a un problema de interpolacién po-
linémica, el correspondiente polinomio de interpolacién de Lagrange de grado n puede calcularse
de la siguiente manera (Férmula de Newton):

P, (x) =[o] + [00, 1] (x — x0) + [0, 01, 002] (x —x0) (x —x1) + -+
+ [0, 01, ..., 0,] (x—x0) (x —x1) -+ (x —x,—1),

siendo la principal ventaja de esta formulacién que los polinomios de Lagrange de érdenes suce-
sivos pueden calcularse recursivamente, es decir

Py (x) =Py (x) + [00,®1,...,0,] (x —x0) (x —x1) -+ (X —X4_1).

Observacion 3.1 A menudo se usa la notacion f|xo,x1,...,X,] en lugar de [y, ®1,...,0,]. En tal
caso, la formula de Newton se escribe asi:

Py (x) =f [xo] + f [x0,21] (x —x0) + f [x0,1, 2] (x —x0) (x —2x1) +-- -+
+ flx0,x1,. .., xn] (x —x0) (x—x1) -+ (x —xp—1) (3.6)
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Ejemplo 3.2 Consideremos de nuevo los datos del Ejemplo 3.1, esto es, parai =0, 1,2, los nodos
x; =iy los valores ®; = 1/(i+ 1). Tenemos que

(0] = o,
1
0 -0y ;-1 1
mWn. M| = = = ——
(@0, 0] Xi—x 1-0 2
11
0 — M 372 1
mW.0| = = = ——
oo = S0 T e
(01, @] — [0, 0] —%‘1‘% 1
Wy, W], M| = = = -,
[ 0, 2] X2 — X0 2 6
De modo que la tabla es
11
o1
213

y el polinomio de Lagrange queda como
(x) =1 1 1 (x—1)
P (x 2x+ cxx .

Si incorporamos un nuevo dato en el punto x3 = 3, dad poro @3 = 1/4, solo debemos calcular las
diferencias divididas que nos faltan, esto es

1

1
03— 0 773 1
0)’0) —= g :——7
[, @3] —x 1-0 12
[, 03] — [0y, 0]  —5+5 1
01,0, 03] = - —
(1,2, 03 X3— X 2 24
(01, 0,03] — [0, ®1,0] 25— ¢ 1
®y, W1, 0,003 = — —
[0, 01, 22, 3] — 3 R

afiadirlas a la tabla,

W= o
B — =
o=

y asi obtendremos el polinomio de Lagrange de orden 3,

Ps(x) =1— %X—i-éx(x— 1)— %x(x— 1)(x—2).



3.3. Interpolacién por polinomios a trozos 35

0.9r

o

FIE™

0.8
0.7r
0.6
0.5r
0.4r

0.3

0'20 0.5 1 1.5 2

Figura 3.2:

2.3. Estimacion del error

Utilizando el resultado siguiente podemos evaluar el error obtenido cuando reemplazamos f
por su polinomio de interpolacion de Lagrange P,.

Teorema 3.1 Supongamos que

» f:]a,b] = R es n+ 1 veces derivable en [a,b] con derivadas continuas.
" X0, X1, .., X, € [a,b]

» ©; = f(x;), parai=0,1,...,n
Entonces, para todo x € [a,b] se tiene

f (x) = Py (x)| < max
y€la,b]

En el caso mds habitual en el que los nodos estdn equiespaciados, es decir, x; = x;_1 + h, para
alguna constante 4 > 0, la estimacidn del error puede simplificarse como sigue

sup |0V (y)]

miéx | f(x) — Pa(x)| < 222 s

x€la,b] 4(Yl+ 1)

Desafortunadamente, no podemos deducir de esta estimacion que el error tienda a O cuando el
grado del polinomio tiende a infinito, a pesar de que #""!/(4(n+ 1)) tiende a 0 puesto que las
derivadas f"®) podrian tender a infinito en algin punto. De hecho, existen funciones para las
cuales el limite puede ser incluso infinito.

3. Interpolacion por polinomios a trozos

Como vimos en la seccién anterior, cuando aumentamos el nimero de nodos en la interpolacién
de Lagrange sucede lo siguiente:
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= aumenta el grado del polinomio de interpolacién, con el inconveniente de que los polinomios
de grado alto presentan muchas oscilaciones;

= 1o necesariamente mejorar la aproximacion (disminuye el error). Para que mejore, todas las
derivadas de la funcién interpolada deben estir acotadas uniformemente.

Un modo de evitar esta situacién es introducir como interpolantes las llamadas funciones po-
linomocas a trozos. Aunque de este modo se pierde algo de regularidad en la interpolante obtenida,
nos aseguramos de que el error disminuya cuando aumenta el niimero de nodos.

Un polinomio de grado n queda univocamente determinado por n + 1 puntos distintos. Asi, la
interpolacion por polinomios de grado 0 a trozos (constantes a trozos) serd aquella en la que los
polinomios, en este caso constantes, vengan determinados por cada nodo, por ejemplo

o six € [xo,x1),

o] six € [x1,x2),
Op—1 SixE [p_1,%),
™o Six = x,.

Observemos que si ®; # M;1 entonces f tiene una discontinuidad en x; .

Andlogamente, la interpolacién por polinomios de grado 1 a trozos (lineales a trozos) sera aque-
lla en la que los polinomios, en este caso lineas rectas, vengan determinados por cada dos nodos,

F X=X .
fx) = @i+ (011 — ;) six € [x;,xi11]
Xit1 —Xi
parai=0,...,n— 1. En este caso, f es siempre continua pero su primera derivada es, en general,

discontinua en los nodos.

Junto a la interpolacién constante a trozos y lineal a trozos, la interpolacién por polinomios de
grado 3 a trozos, o interpolacion por splines ciibicos, son las m4s importantes dentro de este grupo
de interpoladores.

0.5¢

o

Figura 3.3: Izquierda: interpolacidn constante a trozos. Derecha: interpolacién lineal a trozos.

3.1. Interpolacion por splines

En general, el problema de interpolacién por splines de orden p (o grado p) consiste en encon-
trar una funcién f tal que
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1. f es una funcién derivable con cnotinuidad p — 1 veces en el intervalo [xo, x,];

2. f esuna funcién a trozos formada por los polinomios fo, fi,. .., f,_1 que se definen, respec-
tivamente, en [xo,x1], [x1,X2],..., [X,—1,X;] ¥ que son de grado menor o igual que p;

3. los polinomios pasan por los nodos: fo (xo) = 0o, fi (x1) = O1... ., fn (x,) = .

Puede probarse que, para cada p > 1, este problema tiene solucion. A estas soluciones, £, les llama-
mos spline interpolador de orden p en los puntos xo X1, . . . ,x, relativo a los valores 0y M1, ..., ,.
El spline mads utilizado es el de orden p = 3, conocido como spline ciibico.

Particularizando las condiciones anteriores al caso p = 3 vemos que el spline cibico debe
satisfacer

1. f es 2 veces derivable en [xg,x,] con derivada continua.

2. Cada uno de los polinomios fy, fi, ..., f,—1 que componen los trozos de f son de grado < 3.

3. Los polinomios pasan por los nodos: f(xo) =y f(x1)=w®; ... f(x)=0w,
Veamos cémo calcular los splines cubicos.

Paso 1: Por definicién, f tiene derivada segunda continua en [xo,x,]. Por lo tanto f” es continua
y en particular

0‘)3 = :(/)I (x0) , .

of = fyl)=f (),

o = fil(x)=1 (),

W, = :;;Lz (1) = Fi 1 (1)),
o, = fi (),

donde ! denota el valor (desconocido) de f” (x;).

Paso 2: Los polinomios f; son de grado < 3. Por lo tanto, fi“ son de grado < 1, es decir, rectas
o constantes, con valores ®; y ®,; en los extremos del intervalo [x;,x;1], respectivamente. Asf,
tenemos que, parai =0,...,n—1,

X — X

hi

~ Xi —X

11 il 1

i (X) =0y + Wiy
hi

siendo h; = x;1 — X;.

Paso 3: Integrando cada uno de estos polinomios con respecto a x, obtenemos

2 2
% /_/(xi+1_x> 1/ (x_)fi) +ei,

fi(x) = —o] o + W o,

donde ¢; es una constante de integracion desconocida.

Paso 4: Integrado otra vez, obtenemos

f‘i ()C) — 0){/ ('xi+1 —X)3

3
+ o’ (x _xi)

o i+17+ai(xi+l —Xx)+b;(x—x;),
4 l
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donde a; y b; son constantes de integracién desconocidas y que absorben la constante ¢; del Paso 3.

Paso 5: Determinamos las constantes a; y b; imponiendo las condiciones de interpolacion:

fi (xi) = ﬁ (Xir1) = @iy1.

Asi obtenemos, parai=0,...,n—1,
a__g_w//@ b'_mi-i-l o @
1 hl 1 6 Y 1 hl i+1 6 .
Puesto que los valores @/, para i = 0,...,n, son desconocidos, el sistema resultante no estd atn

determinado. Usando que el interpolador f es (dos veces) derivable con continuidad en [xq, x,],
obtenemos que debe satisfacerse en los nodos interiores

ﬁ/(xi+l):ﬁ/+1(xi+1), izO,...,n—Z,

lo que nos da n — 1 ecuaciones lineales para la determinacion de los n+ 1 valores ®/. Obviamente,
el sistema sigue indeterminado puesto que tenemos dos incognitas mas que ecuaciones.

Existen varias estrategias para acabar de determinar el sistema de ecuaciones, dando lugar cada
una de ellas a una variante distinta de los splines cuibicos. Por ejemplo, si fijamos el valor de 2
incégnitas, digamos @) = o/ +1 =0, la variente se denomina spline natural, y los restantes ®;,

i=1,...,nson solucion tnica del sistema

Ho' =d,
con
2 (ho + hy ) hy o --- 0 0
h Z(hl—l-hz) hy --- 0 0
H= : : S : :
0 0 0 - 2(hn3+hp2) B2
0 0 o - hn—Z Z(hn—2+hn—l)
0)’1, Al —Ag
(0/2/ A2 —Al
0)// — : , d — : ,
(9,/1’_2 Anfz _An73
0);:71 Ap1—Ap2

donde A; = (O)H-l — (Dl')/h,'.

3.2. Estimacion del error

El siguiente resultado nos proporciona una estimacién del error para la interpolacién con poli-
nomios a trozos. Observemos que cualquiera que sea el de los polinomios, podemos hacer dismi-
nuir el error tanto como deseemos tomando la distancia entre los nodos suficientemente pequeia.

Teorema 3.2 Supongamos que

» f:]a,b] = Res p+ 1 veces derivable en [a,b] con derivadas continuas.
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" X0,X],...,Xn € [a,D]

» 0= f(x;), parai=0,1,....n

Sea h = n&ax hi. Entonces, para todo x € [a,b] se tiene
i=0,...,n

)

[ (@)= F)] < b max |F04D) (3)

y€la,b]

siendo ¢ una constante independiente de f, x y h.

Ejemplo 3.3 Tomemos la funcién f: [0,21] — R, f(x) = sen(x), y los nodos de interpolacién
xj=2mj/N,con j=0,1,...,N. Entonces, h =21 /N y

max
y€(0,2m]

fr ) <1,

Deducimos que el error absoluto estd acotado como

~ c
!sen(x) — x)| < NPT
de modo que el error absoluto tiende a cero con un orden de convergencia p + 1. O

4. Interpolacion mediante polinomios trigonométricos

El objetivo mas usual en la interpolacién con polinomios trigonométricos es la interpolacién de
funciones periddicas, es decir, de funciones f : [a,b] — R tales que f(a) = f(b). Por comodidad
y sin pérdida de generalidad?, consideraremos en esta seccién el intervalo |a,b] = [0,2m7].

El interpolante, f, ha de satisfacer

f(x;)= f(x;), dondex;= ], para j=0,...,n,
J J J 1
y tener la forma, si n es par,
~ ap M
=% Z (akcos (kx) + by, sen(kx)) (3.7
con M = n/2, mientras que si n es impar serd
~ ao M
foy=3+Y, (ak cos(kx) + by sen(kx)) Faysy cos((M+ 1)x), (3.8)
k=1

con M = (n—1)/2. Usando la identidad e** = cos(kx) + isen(kx) podemos reescribir (3.7) y (3.8)

como
M+1

Z cxe™  sines par, flx) = Z cxe™  sinesimpar,
k=—M+1

2Si el periodo de la funcién es otro, por ejemplo T, el cambio de variable x = 27t /T la convierte en 2n-periddica.
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donde
ay=cy+c g, br=ilck—cy), parak=0,....M, CM+1 = C_(m11) = am+1/2.

Usando la notacién
M+pu

k=—M+u
conu=0sinnesparyu=1sinesimpar, las condiciones de interpolacion se escriben como
N M+

f('xj): Z Ckeikjh:f(xj)a .j:()u"'7n7

k=—M+u

donde h=2n/(n+1).

Para calcular los coeficientes ¢, multiplicamos (3.10) por e
mos respecto j,

—imxj — g=imjh conm e 7, y suma-

1 M+/J il ihe—imjh 1 ER—
Z Z Cketkjhe _ Z f(xj)efzmjh_ (3.9)
J=0k=—M+u j=0
Usando la identidad .
Y M = (4 D)3,
j=0
obtenemos
n M+u o imih M+u
Z Z Ckelk]he T = Z Ck(n+1)8km e (n+1)cm
J=0k=—M+pu k=—M+pu

Finalmente, de (3.9) deducimos (intercambiando m por k)

1 & o
= ST L e k= (M), Mo
j=0

Ck

Resumimos todos estos cdlculos en la siguiente definicion.

Definicion 7 Dada f : [0,2n] — R, se define su serie de Fourier discreta en los nodos xj = jh, con
h=2n/(n+1)y j=0,...,npor

M+u

Fo) =Y e, (3.10)

k=—M-+u

donde c; = FHZ;?:Of(xj)e_ikjhyconM:n/Zyy: OsinnesparnoM = (n—1)/2yu=1sin
es impar.

Ejemplo 3.4 Sea f(x) una funcién cualquiera y consideremos los nodos x; = jh con h = 2m/3,
para j = 0,1,2. Es decir, xo = 0, x; = 21n/3, x, = 4n/3 y n = 2. Entonces

Ci =

(1O + (e #% 1 (e %),

W] =
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luego
1= 5 (1O +5 )T + 1 (F)el)
co= 70+ 1CF) 4 1(T))
o1 =310+ 1(F)e F 1))

De modo que

= ¥ a1 [0+ et (e 10+, 1)
F(O)+ e 1+ 7(Te )]

1 5 o o
=3 [FO e o) 1 () (e T g )
() (et D))
Usando las férmulas trigonométricas, deducimos finalmente que

flx) = % [f(O)(l +2cos(x)) —I—f(z?n) (1+2cos(x— 2—)) +f( )(1 +2cos((x— 4;))}

—7

o ptos. de interp.

_8t

—10f

—120

Figura 3.4: La funcién f(x) = x(x — 2m) y su interpolante.

5. Aproximacion

Ya vimos que la interpolacién de Lagrange no garantiza una mejor aproximacién de una fun-
cién dada cuando el grado del polinomio crece. Este problema puede ser resuelto mediante la
interpolacién compuesta (tal como la interpolacion lineal a trozos o por splines). Sin embargo,
ninguna de ellas es apropiada para extrapolar informacién de los datos disponibles, esto es, para
generar nuevos valores en puntos situados fuera del intervalo donde se dan los nodos de interpo-
lacién.
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Para esta tarea usaremos los métodos de aproximacidn, en los cuales la condicién de interpo-
lacién, f(x;) = f(x;), no se satisface necesariamente.

6. Meétodo de minimos cuadrados

Supongamos que se dispone de los datos {(x;,y;),i =0,...,n}, donde ahora y; podrian re-
presentar los valores f(x;) alcanzados por una funcién dada f en los nodos x;. Para un entero
dado m > 1 (usualmente, m < n) buscamos un polinomio f de grado m (escribimos f € F,,) que
satisfaga la desigualdad

n n
Y pi— Fe)F <Y yi— pul?
i=0 i=0
para todo polinomio p,, € P,,. Si existe, f serd llamada aproximacion de minimos cuadrados en ‘B,
del conjunto de datos {(x;,y;),i =0,...,n}. Salvo que m > n, en general no serd posible garantizar
que f(x;) = y; paratodo i =0,...,n.

Poniendo
f(x)=ap+aix+...+anx",
donde los coeficientes ay, . . . ,a,, son desconocidos, el problema puede ser replanteado como sigue:
hallar ag,ay,...,a; tales que
@(ao,al,...,am): _min Cb(bo,bl,...,bm),
{bi,l:07...,m}
donde

D(bo,by1,. .. by) = Z lvi— (bo+bixi+... —I—bmx;-n)‘z,
i=0

lo cual puede llevarse a cabo mediante las técnicas habituales del cdlculo diferencial.

Resolvamos el problema en el caso m = 1, es decir, para un polinomio de aproximacién lineal
(regresion lineal, en término estadisticos). En este caso tenemos

n
B(bo,b1) = Y (37 45+ bt + 2bobii— 2boys —2b1xp? )
i=0
El punto (ag,a;) en el que ® alcanza el minimo viene determinado por

od od
%((lo,al)—o, ﬁ(ao,al)—().

Calculando estas derivadas parciales obtenemos las condiciones

n n

Y (ao+aixi—yi) =0, Y (aoxi+aix] —xiy;) =0,
i=0 i=0
que podemos reordenar como

n n
ap(n+1)+a in = Zyi,
i=0 i=0

n n n
aop in ta lez = inyi-
i=0 i=0 i=0
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Este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas tiene por solucién

1 n n n n
ag = B(ny Y - ijZXiyi>,
i—=0 =0 0 i=0

J=

] n n n
ap = B((n-i- 1)inyi— ZXjZ)’i>,
' j=0 =0

i=0

2
donde D = (n+1) Y7 ox? — (Z?:o x,-) . De este modo hemos calculado la recta de minimos cua-

drados f(x) = ap+ ayx, que es la recta que mejor aproxima, en el sentido de los minimos cuadra-

dos, al conjunto de datos dado.

Ejemplo 3.5 Supongamos que el tiempo de ejecucion, ¢, de un programa depende de un parametro

de entrada, j, y que hemos tomado las siguientes mediciones:

10

15

25

50

100

t

1

1.2

2

3.5

6

Realizando los cdlculos necesarios, obtenemos la recta de regresién

7. Bases ortogonales

F(x) =0,5015+0,056x.

7 o datos
f
6,
5,
4,
3,
2,
1 L L L L
20 40 60 80
Figura 3.5:

100

En esta seccion trataremos el caso en el que la funcién a aproximar, f, es conocida en todo el
intervalo [a, D], y no simplemente en algunos de sus puntos. Nuestro objetivo serd proporcionar, a
partir de una funcién f que puede tener una expresién complicada, otra f que se le parezca pero
que tenga una expresion mds simple, tal como un polinomio o una serie trigonométrica.

Al igual que se hace en el Algebra Lineal, en la teoria de funciones se pueden introducir es-
pacios de funciones, productos escalares (y, por tanto, distancias y relaciones de ortogonalidad),
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bases de dichos espacios, etc. En este contexto, dadas dos funciones f, g : [a,b] — R, usaremos el
producto escalar

< re>= [ eta

7.1. Aproximacion mediante polinomios de Legendre

Comencemos con un ejemplo. Consideremos el espacio de los polinomios de grado menor o
igual que dos definidos en el intervalo [—1, 1], es decir

P ={p(x) —aytax+ax?:ap,a1,a0 €R, x€ [—1,1]}.

Obviamente, cualquiera de estos polinomios puede escribirse mediante una combinacion lineal

Unica de los polinomios

pox)=1, pi(x)=x, pa(x)=x"

En efecto, no hay mas que poner p(x) = agpo(x) + a1 pi1(x) + axp>(x) para cualesquiera que sean
ap, a1 y ap. Por ello,

By = {po(x), p1(x), p2(x)}

es una base de %,. Como en Algebra Lineal, cuando se utilizan bases ortogonales, nos gustaria
escribir una descomposicién del tipo

p(x): <P7P0>p0x + <PaP1 >p1 x)+ <P)P2>p2(x)
< po,po > <p1,p1> <p2,p2>

que, de momento, no es posible ya que la base B, no es ortogonal. En efecto, por ejemplo

! 2
< po, P2 >:/ xzdx:§750.
-1

Sin embargo, podemos ortogonalizar® la base B,, obteniendo en nuestro ejemplo

3xr—1
2 b

de modo que, ahora, la descomposicién (7.1) se satisface. Comprobémoslo. Por una parte,

{po(x) = 1,p1(x) = x,pa(x) =

! 2a
<Pp,po>= / (ao + a1x + axx*)dx = 2ag + Tz’
-1
! 2a
<p,p1 >=/ (ag + a1x + ayx*)xdx = 717
-1
! 3 -1 8a
< p,p2 >:/ (ao + arx+ arx?) dx = =2,
1 2 30
Por otra parte, es facil ver que
2
<po,po>=2, <pi,p1>= g’ <p2,p2>= 57

3Siempre se puede ortogonalizar una base mediante el procedimiento de Gram-Schmidt.
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y, por tanto,
< p,po > <p,p1> <p,p2> ap
—————poX)t+ —————p1X) + —————p2Xx) =ao+  +ax
< po,po > <p1,p1> < p2,p2> (x) 3
2a, 3x* — 1 )
—_— = X).
3 2 p

Los polinomios ortogonales de la base dada en (7.1) son los llamados polinomios de Legendre
de orden dos. En general, los polinomios de Legendre de grado n se definen por la férmula

L= (-1 &

n’Z”dx”(xz_l)n’ n=1.2,...,
con Lo(x) = 1, y satisfacen

B 2
C 2n41°

1
<Ly,L, >:/ L, (x)*dx
-1

Ademas, pueden ser obtenidos recursivamente mediante la formula

2n+1 n

SRS

n+1x n L,1(x), n=12,...,

Ln-H (X) =

con Lo(x) =1y Li(x) =x.

Resumiendo, cualquier polinomio, p(x), de grado menor o igual que n definido en el intervalo
[—1, 1] puede descomponerse (de forma exacta) en términos de la base

Ly = {Lo(x),L1 (x),...,La(x)}

mediante la férmula
I <pL;j>

plx) =Y, ———Li(x)

=0 <LjL;>

Andlogamente, cualquier funcién f : [—1,1] — R puede aproximarse en términos de los poli-
nomios de Legendre, mediante la expresion

oz _” < f,L;> _
J@~F0) =Y TS

donde f(x) es el polinomio que aproxima a f(x).

De hecho, si la funcién f satisface ciertas propiedades de regularidad, la serie polindmica
infinita es una representacion alternativa de dicha funcidn, es decir
< f,Lj>

f(x)=1im Y Lj(x).

n—>°°j:0 <LjL;>

Finalmente, observemos que si la funcidén a aproximar estd definida en un intervalo distinto
de [—1,1], siempre podemos introducir un cambio de variable para situarla en dicho intervalo. En
efecto, si f : [a,b] = R, y x € [a,b], podemos introdcir el cambio

x—a b—a

t=—-142 —x=a+
b—a

(t+1),

de modo que la nueva funcién g(¢) = f(a+ b;za(t + 1)) estd definida en [—1,1]. Ahora, si la
aproximacion por polinomios de Legendre viene dada por g(¢), entonces la de f vendra dada por

J) =g(=1+25=%).



46 Interpolacién y aproximacion

Ejemplo 3.6 Consideremos la funcién exponencial, f(x) = ¢* y aproximémosla por polinomios
de Legendre de hasta grado dos. Tenemos

1 1
< f,Ly >:/ efdx=e——,
—1 e
1 2
< f,L >:/ exdx = —,
-1

L 3x2—1 7
<f,L2>:/ e Y dx=e— —.
1 2 e

Entonces
1 2 2 2
- = 3 7.5 ee—1 3 5(e—7)3x"—1
Y L -L — —)=L = -
e o(x)—i-e 1(x)+ (e e)2 2(x) 5 —i—e + 5 5
33—3¢2 3 15(e*—
_ e 3. (e 7)x2.
4e e 4e

91 -0.5 0 0.5 1

Figura 3.6:

7.2. Aproximacion mediante series de Fourier

La idea de la seccién anterior de representar o aproximar una funcién dada en términos de
una combinacidn lineal de funciones mas simples no esté limitada a que estas funciones sean po-
linémicas. El ejemplo mas importante de funciones no polinémicas que forman una base respecto
la cual expresar otras funciones es el de las funciones trogonométricas.

La base de Fourier de funciones definidas en el intervalo [0,27] viene dada por
F ={1,sen(x),cos(x),sen(2x),cos(2x),...,sen(nx),cos(nx),...},
que puede escribirse, usando la notacién exponencial, como
F ={e™ =",

Es facil ver que esta base es ortogonal respecto el producto escalar

21
< flg>= /O F0g(x)dx,
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donde g(x) denota el conjugado complejo de g(x)*. En efecto, introduzcamos la notacién ¢,,(x) =
€™ y calculemos el producto escalar de dos elementos de la base distintos (1 # m)

= i m 1 . 2m
< On, Om >:/ e "M dx = / ez(nfm)xdx = - e’("*m)x
0 0 i(n—m) 0
1 ) .
“iln—m) (cos((n—m)2m) +isen((n—m)2m) — cos(0) + isen(0))
1
= 1-1)=0.
i(n—m) ( )=0

Por otra parte, si n = m, tenemos
2n . . 21
< q)n:q)n >:/ e " dx = / ldx = 2m.
0 0

Por tanto, dada una funcién periédica de periodo’ 27, f : [0,2%] — R, podemos considerar una
expresion andloga a (7.1) para los primeros 2M + 1 elementos de la base ¥,

1 M
f(x):ﬁ Z < f, 00 > 0n(x),
n=—M

donde hemos usado que < ¢,,¢9, >= 2n. Como ocurria para los polinomios de Legendre, la fun-
cién f puede representarse como la serie infinita

M

f(x)=5- lim Z < [, 00 > On(x),

“n=—M
que es la llamada serie de Fourier de la funcién f. A los coeficientes

f—1<f¢>—1/2nf()‘i""d
nToog ST o [ JWe e

se les denomina coeficientes de Fourier de f, de modo que la expresion de la serie queda como
(o]
poinx
flx)= Z Jne™.
n=—oo

Usando las identidades trigonométricas, también es usual expresar la serie en términos de senos y

COSenos
ao
2

donde a, = fo+ fn, by = z(f,, —f,n), y ap = % Oznf(x)dx.

f(x) + i aycos(nx) + by sen(nx),
n=1

Ejemplo 3.7 Volvamos a la situacién del Ejemplo 3.4 (véase la Figura 3.4) y apliquemos la apro-
ximacién de Fourier, en vez de la interpolacién trigonométrica, como hicimos en dicho ejemplo.
Tenemos, para f(x) = x(x — 2m)

R 1 2n .
fo1= ﬁ/o x(x—2m)e dx =2,

;1w 2n?
fo:ﬁ/o x(x—2ﬂ:)dx:—%,

A 1 /= ;
fi= ﬁ/o x(x—2m)e”dx =2,

4Recordemos que si z = a+ bi, entonces 7 = a — bi, y si z = ¢* entonces 7 = e~ .

3Si el periodo de la funcién es otro, por ejemplo T, el cambio de variable x = 27z /T la convierte en 2nt-periddica.
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de modo que

Figura 3.7: La funcidn f, su interpolada trigonométrica y su aproximada por serie de Fourier.



Capitulo 4

Diferenciacion e integracion numéricas

En este capitulo introducimos métodos para la aproximacion numérica de derivadas e integrales
de funciones. Con respecto a la integracion, es bien sabido que, en general, no siempre es posible
hallar una primitiva en forma explicita de una funcién dada. De hecho, hay funciones para las que
aunque se pueda calcular su prmitiva, esta tiene una expresion funcional demasiado complicada
CcOmo para que su manejo sea practico.

Otras situacion frecuente es en la que la funcidén que queremos integrar o derivar solo se conoce
en un conjunto de puntos -no en todo un intervalo-, por ejemplo, cuando representa los resultados
de una medida experimental.

En ambas situaciones es necesario considerar métodos numéricos para obtener un valor apro-
ximado de la cantidad de interés, independientemente de lo dificil que sea la funcién a integrar o
derivar.

1. Derivacion numeérica

Para una funcién f : (a,b) C R — R diferenciable con continuidad en un punto x € (a,b), su
derivada puede ser calculada mediante los limites laterales

)t LEER ) S0 Flah)

h—0 h h—0 h ’

siendo i > 0. Estas expresiones dan lugar a las aproximaciones mds simples de la derivada: la
aproximacioén mediante diferencias finitas progresivas, dada por

fleth) —fx)

S -
(5:/)() =S,
y la aproximacién mediante diferencias finitas regresivas, dada por
o) —flx—h)
(5 f)) = LE =,

siendo & > 0 un nimero pequefio en ambas expresiones.
Para estimar el error cometido, basta desarrollar f en serie de Taylor. Si f € C?(a,b) entonces
1!
Pl i) = £+ £ @+ e,
49
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donde & € (x,x+ h). Tenemos entonces que

|(8:)(x) = f' ()| < ch,

para cierta constante ¢ > 0 independiente de A, y por tanto la aproximacion en diferencias finitas
progresivas es de primer orden. Un razonamiento andlogo nos permite deducir el mismo orden de
aproximacion para la aproximacion en diferencias finitas regresivas.

Sin embargo, es posible deducir una aproximacion de segundo orden de la derivada con el
mismo coste computacional que las anteriores. En efecto, consideremos la aproximacién mediante
diferencias finitas centradas, dada por

O GOE (L]

El desarrollo de Taylor de orden tres nos proporciona las identidades

pe I F1ED)

flat) = )+ £ o+ A LG @
fe) = 1) — o+ T LTED @2

donde &, € (x,x+h)y&_ € (x—h,x). Restando ambas expresiones obtenemos, después de algu-
nas manipulaciones

_ TGO+ MES)

(3)) 1) s ,

de donde se deduce
|(3)(0) = f' ()| < eh?,
para cierta constante ¢ > 0 independiente de 4.

Normalmente, la derivacién numérica se implementa sobre la malla uniforme de un intervalo,
es decir, para x; = a+ih, con h = (b —a)/n e i recorriendo los indices i = 0,...,n. En este caso, y
para todos los esquemas de derivacion numérica anteriores, aparece el problema del borde, debido
a que las diferencias finitas no se pueden implementar en uno o ambos extremos del intervalo. En
efecto, las diferencias progresivas no pueden ser evaluadas en x,, debido a que necesitamos un
nodo “x,41” que, en general, no estd a nuestra disposicion. Algo similar sucede con las diferencias
regresivas en el nodo xg, y con las centradas en xg y xj,.

Para resolver este problema recurrimos a la interpolacion. Por ejemplo, para las diferencias
centradas, que son de segundo orden de aproximacién, consideramos el polinomio interpolato-
rio de Lagrange de grado 2 sobre los puntos xgp,x1,x2, (véase la férmula de Newton (3.6) en el
Capitulo 3)

p(x) = flxo] + f[x0,x1](x — x0) + flx0,x1,%2] (x — x0) (x — x1).

Derivando y evaluando en x = xy obtenemos

f/(xo) ~ p/(xo) :f[x()axl] +f[x07x17x2](x0 —X]).

Teniendo en cuenta que la malla es uniforme y reemplazando las expresiones en diferencias divi-
didas, deducimos

F(x0) ~ f(x1) ;f(xo) _ flx)— 2f2(;l€1) + f(x0)

—=3f(x0) +4f(x1) — f(x2)).

1
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Un razonamiento andlogo nos proporciona la férmula

n) % (3 ) =47 (1) + f 0 -2)).

1.1. Derivadas de orden superior

Para calcular la segunda derivada o derivadas de orden superior, podemos encadenar los es-
quemas anteriores sucesivamente. Por ejemplo, la segunda derivada suele aproximarse mediante

la férmula
£(0) ~ (8:(5_f)) (x) = flx+h)— 21;1(;) + f(x—h)

Para estimar el error de la aproximacion, consideramos de nuevo los desarrollos de Taylor dados
en (4.1), pero esta vez los sumamos, obteniendo

fox+h) =2f )+ fx=h) _ f"E) = f"(E)
h? 6

f// (X) — h,

de donde
[(8+(8-1)) (x) = f"(x)| < ch,

es decir, la aproximacién es lineal.

1.2. Derivacion numérica de funciones de varias variables

El anterior procedimiento para la aproximacion de funciones de una variable puede extenderse
sin dificultad a funciones de varias variables. Sea f : Q@ C R?> — R una funcién diferenciable con
continuidad, y denotemos por (x,y) a un punto de Q. Las derivadas parciales de f vienen dadas
por

af _qs f(x+h7y)_f(x7y)
3 oY) = Jim h :
af . f('x7y+h)_f(x7y)
dy (x.) —/lzg% h ’

a las cuales podemos aplicar cualquiera de los esquemas en diferencias finitas vistos en la seccién
anterior.

A partir de las derivadas parciales definimos el gradiente de f

of of
\% ) = (7 )y o\ ) )
Flny) = (g o) 35 ()
que nos proporciona las direcciones de mayor crecimiento y decrecimiento de la funcién f.

Para un campo vectorial F = (Fi,F>) : Q C R? — R?, se define la divergencia de F como

. oF oF
divF(x,y) = aj;(x,y) + Tj(xay):

la cual mide la diferencia entre el flujo saliente y el flujo entrante de un campo vectorial sobre la
superficie que rodea a un volumen de control. Por tanto, si el campo tiene fuentes la divergencia
serd positiva y si tiene sumideros la divergencia serd negativa.
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Finalmente, mediante la composicién del gradiente con la divergencia obtenemos un operador
diferencial de segundo orden -ya que tiene dericadas segundas-, el laplaciano, dado por

0? 0?
Afry) = vV f () = S5 e0) + G 5).

Veamos con un ejemplo cdmo se pueden calcular las aproximaciones numéricas de estos ope-
radores diferenciales. Sea Q = (a,b) x (c,d), e introduzcamos las mallas de los intervalo (a,b) y
(¢,d) dadas por, respectivamente,

b—

x;=a-+ih, conh= a’ i=0,...,n
n
d—

yj=c+jh, conh= C, j=0,...,m.
m

Observemos que, por comodidad, hemos asumido (b —a)/n = (d — c¢) /m. En general, el paso de
las mallas, denotados por &, y h,, puede ser distinto.

A partir de estas mallas unidimensionales podemos construir una malla bidimensional del
rectdngulo Q, dada simplemente por los puntos (x;,y;),i=0,...,n, j=0,...,m.

A partir de esta malla bidimensional podemos aproximar, por ejemplo, con diferencias progre-
sivas

—_—

Vi(xiy)) = E(f(xiﬂayj) = f(xiyi), F(xiyy i) — F(xi,95)),

p—

divF(x;,y;) & — (Fi (xir1,y7) — Fi(xi,y;) + B (xi,yj41) — B2 (xi,y5)),

h
parai=0,....n—1, j=0,...,m—1 (observemos el problema en los bordes superiores). Una
combinacion de diferencias progresivas y regresivas nos conduce a

1
Af(xiyj) = hj(f(xzurl,y]') + f(xie1,y)) + f (i, y i) + f(xi,yj-1) —4f (xi,y5)),
parai=1,....n—1, j=1,...,m—1 (observemos el problema en todos los bordes).

La deduccidn del error cometido con estas aproximaciones nos la proporciona, nuevemente, el
desarrollo de Taylor, como se verd en los ejercicios.

o(T’"" Yj+1)

(i1, 95) CR )

L)

Q@
(@i, yj-1)

Figura 4.1: Nodos involucrados en la discretizacién del laplaciano
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2. Integracion numérica

En esta seccién vamos a introducir algunas de las férmulas clasicas de integracién de funciones
continuas f : (a,b) — R. Para abreviar la notacion, escribiremos

1= [ s

Las férmulas de integracion para aproximar I(f) se llaman simples si la aproximacion se produce
usando fodo el intervalo (a,b), y compuestas si, previamente a la aplicacién de la férmula, se
subdivide el intervalo (a,b) en un nimero n dado de subintervalos,

li= [Xi7xi+1], coni=0,....n—1,

donde
xi=a+ih, i=0,....n, h= ,

se utiliza que
n—1
(=Y [ e

y, entonces, se usa la formula de aproximacion sobre cada subintervalo.

Para medir el error de las férmulas de integracion utilizaremos dos criterios. Si la regla es
simple, diremos que tiene un grado de exactitud r si para cualquier polinomio de grado r, p,(x),
la férmula proporciona el resultado exacto de I(p,).

Si la regla es compuesta, usaremos el criterio habitual del orden de aproximacion respecto el
tamafio de los subintervalos.

2.1. Foérmula del punto medio

La formula del punto medio es la mas sencilla de todas. Consiste en aproximar la funcién f en
(a,b) por el valor que toma en el punto medio de dicho intervalo, es decir,

(1) = (- a)f(“37).

donde pm significa punto medio.

Para obtener una estimacion del error usamos el desarrollo de Taylor. Suponiendo que f es
derivable con continuidad en (a,b) tenemos

=) (56 2) LR 23,

con§ € (a,b). Entonces

=17 (%52) [ o5 s P [ (1

/(8
7 (b—a).

=Ipm(f) + (4.3)
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De modo que, como la estimacién depende de la segunda derivada de f, deducimos que la férmula
tiene un grado de exactitud r = 1.

La correspondiente férmula compuesta del punto medio se obtiene facilmente
n—1
Xi + Xiy1
Ll =0 L 1 (F557).
1=
donde c significa compuesta. Usando un argumento similar al de (4.3) deducimos
/! g
1)~ L) = (b-a) 02

donde & € (a,b), luego la férmula es de orden de aproximacién cuadritico.

2.2. Foérmula del trapecio

La obtenemos aproximando la funcién f en (a,b) por su polinomio interpolatorio de orden 1,
es decir,

1= [ () + OO (a2 (a4 s0)

El error inducido viene dado por

)
1) 400 =20 ),

donde & € (a,b). Deducimos entonces que la férmula del trapecio tiene grado de exactitud r = 1,
como en el caso de la regla del punto medio.

La correspondiente férmula compuesta viene dada por

n—1
FU) =2 X (£()+ i),

i=0

y como en el caso de la férmula del punto medio, su orden de aproximacion es cuadratico.

2.3. Foérmula de Simpson

La obtenemos aproximando la funcién f en (a,b) por su polinomio interpolatorio de orden 2.
La férmula resultante es

I(f) = bg“(f(a>+4f(“§b) +£(0))-
El error inducido viene dado por
b— 5
1) 1) =~ C 0 o,

16 180
donde & € (a,b). Por consiguiente, la formula de Simpson tiene grado de exactitud r = 3. La

correspondiente férmula compuesta viene dada por

Xi + Xit1

EU)= ¢ X ()47 (570 ) 4 ).

y puede usarse el desarrollo de Taylor para comprobar que proporciona una aproximacién de
cuarto orden.
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0.75

0.5]

0 025 05 075 1 0 025 05 075 1 0 025 05 075 1

Figura 4.2: Férmulas de integracién del punto medio (izquierda), del trapecio (centro) y de Sim-
pson (derecha).

2.4. Foérmulas de orden superior

Las férmulas de integracién numérica que hemos introducido hasta ahora para aproximar /(f)
utilizan polinomios interpolatorios de Lagrange de distinto orden para aproximar la funcién, y
después integran dicho polinomio de forma exacta.

En general, podemos definir la aproximacion

b
Lope(f) = / 1, f (x)dx,

donde II, f es el polinomio de interpolacién de Lagrange de f de grado n en los nodos de una
malla dada, x;, i =0, ...,n— 1. Calculando esta integral obtenemos

Iapr(f) = i,)(xif(xi),

donde .
o = / li(x)dx, i=0,...,n,
a
siendo ¢; es el i—ésimo polinomio fundamental de Lagrange de grado n, tal y como fue introducido

en la féormula (3.3) del Capitulo 3. De esta manera, la aproximacion obtenida tendrd un grado de
exactitud de, al menos, r = n.

2.5. Formula de Gauss

Inspirados por la expresion
n
Iapr(f) = Zaif(xi)> 4.4)
i=0

podemos preguntarnos si existen elecciones de los pesos o; y de los nodos x; que nos proporcionen
un grado de exactitud superior al dado por los polinomios de Lagrange.

Para simplificar la exposicion nos restringiremos al intervalo de referencia (—1, 1), teniendo en
cuenta que, una vez deducidos los nodos &; y los pesos Q; relativos a este intervalo, los podremos
llevar al intervalo (a,b) mediante el cambio de variables

_a+ b b—a_ b—a_

Xi > +Txl~, o = 5 Q.
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| n ] {x} | {o}
1| {+1/v3} {1}
{+V15/5,0} {5/9,8/9}

{i(1/35)\/m, {(1/36)(18 + /30,

+(1/35) 525+70\/ﬁ} (1/36)(18 —v/30}

4 {0,1(1/21)\/m, {128/225,(1/900)(322 + 13/70,
+(1/21) 245+14m} (1/900)(322 —13/70}

Cuadro 4.1: Nodos y pesos de la cuadratura de Gauss para los primeros valores de n.

La respuesta a la cuestién nos la proporcionan los polinomios de Legendre de grado hastan+1,
introducido en la Subseccion 7.1 del Capitulo 3.

Puede demostrarse que el mdximo grado de exactitud de la aproximacién (4.4)es r =2n+1,y
que se obtiene mediante la formula de Gauss, cuyos nodos y pesos se determinan de la siguiente

manera:
X; = ceros de L+ (x),
B 2
— 27
(1=%) (L1, (%))
Los pesos son todos positivos y los nodos pertenecen al intervalo (—1,1). En la Tabla 2.5 recoge-
mos los nudos y pesos de las férmulas de cuadratura de Gauss conn =1,2,3,4.

Si f es derivable con continuidad 2n 42 veces, entonces el error de la aproximacion viene dado
por
22n+3((n 4 1) y)4

I(f) —1(f) = (2n+3)((2n+2)!)

),
donde § € (—1,1).



Capitulo 5

Sistemas de ecuaciones lineales

1. Introduccion

Queremos resolver sistemas de ecuaciones lineales compatibles con el mismo nimero de ecua-

ciones que de incognitas. Es decir, dados los numeros a;; y b; para i,j = 1,2,...,n se trata de
hallar los ndmeros x1,x3,...,x, que verifican las n ecuaciones lineales

anxi+apxy+...+apx, = b

a)xit+apx+...+awx, = by

an1X1 +amxa + ...+ auxn = by

Donde A = (a; J-):’_jzl es la matriz de coeficientes, b = (b;)"_, el vector del segundo miembro y
x = (x;)7_, es el vector de incégnitas.

Usando esta notacion matricial, el sistema se escribe
Ax=Db
Los métodos numéricos de resolucion de sistemas lineales se pueden clasificar en directos e itera-

tivos.

En los métodos directos la solucién se calcula en un nimero finito de pasos conocidos a priori.

= Si usdramos aritmética con precision infinita la solucién calculada serfa exacta, pero como,
habitualmente, se usa artimética de precision finita estan sujetos a errores de redondeo.

= Son adecuados para resolver sistemas pequefios y sistemas grandes con matriz llena.

Como ejemplos de estos métodos veremos los métodos de Gauss, Gauss-Jordan y Descom-
posicion LU.

Los métodos iterativos construyen una sucesion que converge a la solucion del sistema. En
este caso, ademds de los errores de redondeo, exite un error de truncamiento (debido a que reali-
zamos un nimero finito de iteraciones). Como ejemplo de estos métodos veremos los métodos de
Jacobi y Gauss-Seidel.

57
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2. Meétodos directos

2.1. Gauss

Gauss es transforma el sistema de ecuaciones lineales original en un sistema de matriz triangu-
lar superior equivalente (con las mismas soluciones).

En estos célculos sélo intervienen la matriz de coeficientes y el vector del segundo miembro por
lo que en lugar de operar con el sistema completo podemos operar con la matriz extendida:

an ap api ... ap b
ay ax axs ... ay b
[Ajp]=| @1 ax2 ax ... a b
anl Am2 Ap3 ... Guy by

Triangularizacion

El sistema equivalente se obtiene realizando operaciones por filas

fi= fi+Afj, J#L
Es decir, dada una fila f;, obtenemos un sistema equivalente si le sumamos cualquier otra fila
multiplicada por un real.

Si usamos la estrategia del pivote, intercambiaremos filas

fier fi
Una vez hemos triangularizado la matriz tenemos un sistema del tipo
Ux=Db
donde U es una matriz triangular superior:
/
uir Udiz U1z ... Ulp 1
/
0 uxp ux uy, by
/
[U|b] = 0 O wusz ... uz, by
0O 0 O Uy, b
Sustitucion regresiva
La ecuacioén i-ésima del sistema, parai=1,2,...,nes:

/
WiiXi + Ui 1Xi11 + -+ + UinXn = D}

Por lo tanto, parai =n,n—1,...,1, si u; # 0 se tiene que
/ n
b X = — iy 1 b
X = = — P Z uijxj
Ujj Ujj

j=it1
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Ejemplo 5.1 Resolver, utilizando el método de Gauss, el sistema lineal:

2x +3y —z = 5
4x +4y -3z = 3
—2x 43y -z =1

Primero, triangularizamos la matriz extendida. Empezamos haciendo ceros en la primera columna
por debajos del pivote 2.

S 23 -1 5\ fi = h

f 4 4 33| f = fH-%h
L\-23 -1 1) f = -Fh

Seguimos haciendo ceros por debajo del pivote —2 en la segunda columna.

A2 3 -1 s\ A=,
LH|LO 2 -1 -7 |/ =1
N0 6 2 6/ ff = f-5f

Y ya tenemos una matriz triangular superior (con ceros por debajo de la diagonal principal).

v(2 3 -1 5
7o —2 -1 -7
7\o0 0 -5 —15

Una vez hemos triangularizado la matriz extendida, realizamos la sustitucion regresiva, es decir,
despejamos las incdgnitas empezando por la ecuacion de abajo y progresamos hacia arriba.

2x 43y —z = 5
-2y -z = -7
-5z = —15

Empezamos por la z, seguimos con la y y acabamos despejando x.

z = —15/(-5)=3
(=7+2)/(=2)=(-7+3)/(-2) =2
x = (5-3y+2)/2=(5-32)+3))/2=1

La estrategia del pivote

En la triangularizacidn, en la primera transformacién de la matriz, obtenemos ceros por debajo
de a1, en el segundo paso hacemos ceros por debajo de a5, y asi sucesivamente. Estos elementos
a;; son los pivotes. Hay dos variantes del método de Gauss que contemplan la posibilidad de
intercambiar los pivotes:

» En Gauss con pivote parcial se intercambian filas y se toma como pivote el elemento de
mayor valor absoluto a;; que estd en la columna del pivote por debajo del pivote.

= En Gauss con pivote total se intercambian filas y columnas.



60 Sistemas de ecuaciones lineales

Es necesario usar Gauss con pivote, por ejemplo, cuando algtn a; = 0 y cuando algtn a;; es muy
pequeiio. En el primer caso porque no podemos dividir por cero (como se puede observar en el
ejemplo de Gauss, al realizar operaciones por filas, los pivotes siempre dividen) y en el segundo
caso porque usar pivotes pequefios puede producir grandes errores de redondeo.

La estrategia del pivote es util y necesaria en los mismos casos en el método de Gauss-Jordan
y en la factorizacién LU.

Ejemplo 5.2 Resolver, utilizando el método de Gauss con pivote parcial, el sistema lineal:

x +y -z = 0
2x 4y 4z = 7
3x -2y —z = —4

En la fase de triangularizacién, empezamos buscando el pivote en la primera columna. Selec-
cionamos como pivote el elemento de mayor valor absolutoy hacemos ceros por debajo del pivote.

1 1 -1 0 fi (3 -2 -1 -4\ fi = fi
2 1 1 1)lepl2 11 1|8 = H-%A

Ahora el valor maximo entre el pivote y los elementos por debajo del pivote, max (7/3,5/3), es el
pivote 7/3, por lo que no hace falta intercambiar filas.

(3 —2 -1 -4\ fi = A
plo i 3 R A =5

5/3
A0 5 -3 3 = AR

Y ya tenemos una matriz triangular superior (con ceros por debajo de la diagonal principal)

(3 2 -1 -4

7 5 29
2 U . S |
/1 0 0 — 13 39

3

7

Realizamos la sustitucién regresiva despejando las incégnitas. Empezamos por la ecuacién de

abajo y progresamos hacia arriba.

3x =2y -z = —4
wotiEo= %

13 39

—7z -7

Empezamos con la z

z = —(39/7)/(-13/7)=3
y = ((29/3)=(5/3)2)/(7/3) =2
x = (—4+2y+2)/3=1
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2.2. Gauss-Jordan

El fundamento del método de Gauss-Jordan es el mismo que el del método de Gauss. Pero en
lugar de transformar el sistema en uno equivalente triangular, su objetivo es transformar el sistema
de ecuaciones lineales original en un sistema de diagonal con las mismas soluciones.

Para ello se realizan las mismas operaciones que en el método de Gauss, es decir, operaciones

con filas. Y, al igual que en Gauss, en los célculos se utiliza la matriz de coeficientes y el vector
del segundo miembro.

Ejemplo 5.3 Resolver un sistema lineal por Gauss-Jordan

2x 43y —z =5
4 44y -3z = 3
—2x +3y —z =1

Comenzamos escribiendo la matriz extendida y dividimos la primera fila por el pivote 2.

fi 23 -1 5\ fAi = fi/2
Hl 44 -3 3

f3 -2 3 -1 1
A continuacién hacemos ceros por debajo del pivote en la primera columna.
h 13 -3 3\ /i
1 4 4 =3 3 | fo = fa—4fi
H\N-23 -1 1) f3 = f3-(-2)f
Repetimos ahora el proceso con la segunda fila. Dividimos la segunda fila por el pivote —2.
i1 5 =3 3

Ll 0 =2 -1 =7 f2 = f2/(-2)
A\0 6 -2 6

Y hacemos ceros por encima y por debajo del pivote en la segunda columna.

fi (13 =3 3N\ f1 = A—-0B/2)f
Lo 3 2|5
N0 6 =2 6/ f3 = fi3-6f2

Y por tltimo, repetimos las operaciones para la tercera fila. Dividimos la tercera fila por el
pivote —5.
11

fi 10 -3 —7
7
f2 01 3

N0 0 -5 —-15/) f3 = f3/(-5)

Hacemos ceros por encima del pivote en la tercera columna.

D= Kl

fi (10 =2 LN A = A-(-5/4)f
Ll01 3 Il A = £-0/2)f
fa 00 1 3 f3



62 Sistemas de ecuaciones lineales

Y el sistema equivalente resultante es:

1 001 x1=1
010 2 Xy =2
001 3 x3=3

Es decir, la solucién del sistema viene dada por la columna de términos independientes.

|

Este método es particularmente adecuado para resolver simultineamente sistemas con la misma
matriz de coeficientes y términos independientes diferentes. Por ello es un método adecuado para
calcular la inversa de una matriz.

Calculo de la matriz inversa por Gauss-Jordan

La inversa de una matriz A n X n, caso de existir, es una matriz n x n que llamaremos A~! que
verifica AA™! =1 =A7'A.
Si consideramos que las columnas de A e I son

A= (cicp...cp) yI=(erer...ep)

como AA™! =1
Acicr...cp) = (erer...e,).

Podemos reescribirlo como

A61:€1,AC2:ez,...,Acn:€n

Es decir, las columnas de la matriz A~! son las soluciones de n sistemas que tienen como
matriz de coeficientes la matriz A y como término independiente las columnas de /. Es decir, si
resolvemos simultaneamente estos n sistemas, las respectivas soluciones serdn las columnas de
AL

Un método muy adecuado para resolver simultineamente sistemas con la misma matriz de
coeficientes es Gauss-Jordan.

El procedimiento tendria los siguientes pasos:

= Escribir una matriz n X 2n que consiste en la matriz dada A a la izquierda y la matriz identi-
dad I de dimensién n x n a la derecha [A|]].

= Mediante operaciones por filas, transformar la matriz A en la matriz I, de forma que obene-
mos a partir de [A|I] obtenemos [Z|A~].

» Comprobar que AA~! =T =A"'A.

Ejemplo 5.4 Calcular Ia matriz inversa de A siendo

A=

W N W
— NI
—
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Comenzamos con la matriz extendida[A|l]y dividimos la primera fila por el pivote 3.

fi (323 100\ A = fi/3
f 21 1010
f3 311001
A continuacién, hacemos ceros por debajo del pivote en la primera columna.
i f1 31 400\ fi
L2 11010 ) A = £L-2A
N3 1 1001/ f5 = f3-3f

Repetimos los dos pasos para la segunda fila. Dividimos la segunda fila por el pivote — %

i1 3 1 100
Alo -t -1 =2 10| 4 = pY
f5 N0 -1 =2 -1 0 1

Y hacemos ceros por encima y por debajo del pivote en la segunda columna.

/1 3 1 5 00\ A = fi-2/3)f
Hlo 1 3 2 30|48
N0 -1 =2 -1 01/ f5 = fi=(-1)f

Repetimos los pasos para la tercera fila. Como el pivote ya es 1, hacemos ceros por encima del
pivote en la tercera columna.

fi [1O -1 =1 20\ fi = fi=(=1)f3
b 01 3 2 =30 L= HL-3f/
f 00 1 1 -3 1 f
Como a la izquierda ya tenemos la matriz I la matriz de la derecha serd A~!.
1 00 0 -1 1
A= o0o 10 -1 6 -3
0 0 1 1 -3 1

Por fin, comprobamos que es la matriz inversa AA~! =1

323 0 -1 1 1 00
AA =12 1 1 -1 6 -3 |=(01 =1
31 1 1 -3 1 0 0 1
YqueAlA=1
0 -1 1 323 1 0
A'A=| -1 6 -3 21 1 |= 1 0 | =1
1 -3 1 31 1 0 0 1
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2.3. Factorizacion LU

En el método de factorizacién LU el objetivo es descomponer la matriz de coeficientes A en
una matriz triangular superior U y una matriz triangular inferior L de forma que

A=LU

No todas las matrices cuadradas admiten factorizacién LU. Matrices que admiten factorizacién
LU son, por ejemplo:

= Matrices A estrictamente diagonal dominantes:

e por filas: |a;| > an—l ‘a,-j‘ parai=1,2,...,n

j#1
e por columnas |a;;| >Z"j_1 ‘aﬁ‘ parai=1,2,...,n
Jj#1

= Matrices A simétricas y definidas positivas:
A=AT y xTAx>0 paratodox #0
Como, caso de existir, la factorizaciéon LU de una matriz no es tnica, habitualmente se fija
li=1 parai=1,2,...,n

Y en este caso la matriz U, la matriz triangular superior, se obtiene al triangularizar A como
en Gauss.

Consideramos el sistema de ecuaciones lineales
Ax=Db

donde la matriz A admite la factorizaciéon LU. Los pasos para resolver este sistema por factoriza-
cién LU son:

1. Descomponemos la matriz A. Como AX =b <= LUx=Db.
2. Resolvemos Ly = b utilizando el método de sustitucién progresiva y obtenemos y.

3. Resolvemos Ux =y utilizando el método de sustitucién regresiva y obtenemos X.

Sustitucion progresiva

Si tenemos un sistema
ILx=Db

donde L es una matriz triangular inferior:
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iy 0 0 ... O
Ihy I 0 ... O
L=| b1 b Bz ... 0
lnl an ln3 cee lnn
La ecuacion i-ésima del sistema, parai=1,2,...,nes:

linx1+lopxo+ -+ liix; = b;

Por lo tanto, parai=1,2,...,n, si l;; # 0 entonces
bi—Lix) — - — L 1xi_ 1 i—1
X = i i1X1 ii—1Xi—1 ——p— Z lijxj
Lii Lii =

Ejemplo 5.5 Resolver un sistema lineal por factorizacién LU

x 4y 4z = 1
—x +y = 0
-2y +2z = —4

1. Factorizacion. En el primer paso hacemos ceros por debajo del elemento a;;.

f 1 11 fi = Ah
ol -1 10 , = o — (=D)/1 A
f3 0 -2 2 fi = f - 0/1 fi

Los multiplicadores (en este ejemplo -1 y 0), que aparecen en rojo, son los elementos con
los que construimos la matriz L. Los insertamos en la matriz, en lugar de los ceros creados.
Repetimos el proceso creando ceros por debajo de af,.

A0 Ly A=
nl-2n) o=y
J3 0 -2 2 fo= 5B - (=2/2) £

Y llegamos a la matriz que almacena simultineamente Ly U.
1 11
—1 2 1
0 —1 3
Las matrices L'y U son:

1 00 1 11

L= —1 10 U=10 2 1

0 -1 1 0 0 3
2. Sustitucion progresiva. Resolvemos el sistema triangular inferior Ly = b y obtenemos y.

| = 1 yvi = 1
-y +n = 0 Y2 = )i = 1
-y tyz = —4 3 = -4 4+n = -3
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3. Sustitucion regresiva. Resolvemos el sistema triangular superior Ux =y y obtenemos x, que
era lo que buscdbamos.

X1 +xp +x3 = 1 X3 = —3/3 = —1
2xy +x3 = 1 Xy = (1 *X3)/2 = 1
3X3 = -3 X1 = 1 — X2 —X3 = 1

3. Meétodos iterativos

Un método iterativo construye una sucesion de vectores X, tal que

limx, =x
n—soo

Los métodos iterativos son, en general, mds eficientes que los métodos directos para resol-
ver sistemas de ecuaciones lineales grandes y de matriz hueca ya que se basan en la operacién
multiplicacion de matriz por vector.

En general, en estos casos son ventajosos porque sélo es necesario almacenar los coeficientes
no nulos de la matriz del sistema, si no se exige mucha precisidn, se puede obtener una aproxi-
macion aceptable en un nimero pequefio de iteraciones y son menos sensibles a los errores de
redondeo.

Sin embargo, en contraste con los métodos directos, En general, no es posible predecir el nime-
ro de operaciones que se requieren para obtener una aproximacioén a la solucién con una precisién
determinada, el tiempo de cdlculo y la precision del resultado pueden depender de la eleccién de
ciertos pardmetros y generalmente no se gana tiempo por iteracion si la matriz de coeficientes es
simétrica.

Dada una aproximacién inicial x(©), un método iterativo genera una sucesién de aproximacio-
nes x*), para k = 1,2, ..., que converge a la solucién del sistema.

Para generar esta sucesion, se repite el mismo esquema de operaciones hasta que se obtiene una
aproximacion a la solucidn con una precisién especificada de antemano, o se rebasa un nimero
maximo de iteraciones.

Los métodos iterativos cldsicos (lineales) se basan en reescribir el problema
Ax=b<—=x=Gx+c¢

donde G es una matriz n X n 'y ¢ es un vector columna de dimensién n. I — G ha de ser inversible.

Si tomamos un vector x(¥) como aproximacion inicial a la solucién realizamos las iteraciones
k=1,2,... utilizando la férmula recursiva

x® = Gx*V 1 ¢

La matriz G se llama matriz de iteracién y el vector ¢ se llama vector de iteracion.
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3.1. Método de Jacobi

En este caso para obtener la matriz G realizamos la descomposicion

A=L+D+U
donde
0 0 0 al 0 0 0 ain aip
any 0 0 0 ann 0 0 Ao
L= . D= . U=
a1 ap 0 0 0 Qnn o o0 --- 0
Como
Ax=b= (L+D+U)x=b=
Dx=—(L+U)x+b=x=-D"1(L+U)x+D"'b
Tenemos

X(k+1) — _D—l (L+ U)X(k) +D_1b

y la matriz y el vector de iteracidn serian
G= -D'(L+U)
c= Db

Si elegimos una aproximacién inicial x(*) realizariamos una serie de iteraciones hasta que se cum-
pliera un criterio de parada. Para cada iteracidn, para i = 1,2,...,n, calculariamos los elementos

del vector solucién
(k—1) (k— 1
Z "ux Z "ux

a” J=it+1

Ejemplo 5.6 Resolver el siguiente sistema lineal por Jacobi

10x —X»  +2x3 = 6
—X1 +1 1XQ —X3 +3)C4 =

2x1 —x3 +10x3 —x4 =

3x7 —X3 +8x4 = 15

El criterio de parada serd
Hx(k) —x<’<*1>H <0,01

Primero despejamos x; en la primera ecuacion, x, en la segunda, ...

X1 = (6+X2—2X3)/10

x2 = (64x+x3—3x4)/11
X3 = (11—2)614—X2+X4)/10
x4 = (15—=3x+x3)/8

Teniendo en cuenta las ecuaciones definimos la sucesion

A= 6+ 26y /10
gkﬂ) = (+x1 +xg) 3x4 )/11
A = =2 10
FD = (1530 4 20) /8
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t
Primera iteracién. Si el punto inicial es x(0) = <x§0),xé0) ,xgo),x‘(t())) =(0,0,0,0)’

AV = 64+ 210 =046
AV = (6+x1 +x§°)—3<°))/11:0545
A= 1- +x§)+x4))/10_11
A= (15340 148 = 1,875

Comprobamos si se cumple el criterio de parada

Hx“) —X<O>H — mix ()xl(” _xi<°>‘) — méx (0,6,0,545,1,1,1,875) = 1,875 > 0,01

) 1<i<4

Como no se cumple, seguimos iterando.

Segunda iteracion.

A= 6+ —2y 10 = (640,545—2(1,1))/10 = 0,435

&= (644l +x‘3 3x4 )/11 = (6+0,6+1,1—3(1,875))/11 = 1,886
(11 =22 150+ ) /10 = (11-2(0,6) + 0,545+ (1,875)) /10 = 1,22
( = (15-3(0,545) +1,1)/8 = 1,808

x, = (15— 3x2 +x3 )/8

Comprobamos si se cumple el criterio de parada

Hx<2> —x( H — 0357 > 0,01

oo

Como no se cumple, seguimos iterando.

Realizamos mds iteraciones hasta que se cumpla el criterio de parada.

0 0,6 0,435 0,374
o_ | 0| ay_| 0545 | o _| 018 | 5 _| 0203
X o|* 1,1 X 1202 | ¥ 1,213
0 1,875 1,808 1,957

0,378 0,369

(o | 0156 | g _ | 0153

1,241 1,240

1,950 1,979

que se cumple en la iteracién 6

Hx<6> _x® H — 0,007 < 0,01

Por lo tanto, tomaremos como solucién aproximada

0,369
6 0,153
1,240

1,979
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Se puede ver que sus elementos difieren en el tercer decimal con la solucién del sistema

0,368
0,154
1,239
1,972

3.2. Gauss-Seidel

En este caso para obtener la matriz G realizamos la descomposicionComo

Ax=b= (L+D+U)x=b=
(L+D)x=—-Ux+b=x=—(L+D) 'Ux+(L+D)"'b

Tenemos
x) = —(L+D)'Ux® + (L+D)" b

y la matriz y el vector de iteracidn serian

G= —(L+D)'U
c= (L+D)'b

Si elegimos una aproximacién inicial x(*) realizariamos una serie de iteraciones hasta que se cum-
pliera un criterio de parada. Para cada iteracién, para i = 1,2,...,n, calculariamos los elementos
del vector solucién

i—1 n
& 1 k k—1
xl():—a_(bi— ) aijxﬁ-)— ) aijxg- ))
ii j=1 j=itl

Ejemplo 5.7 Resolver el siguiente sistema lineal por Gauss-Seidel

10x —x  +2x3 = 6
—x1 +1lxp —x3 4+3x4 = 6
2)C1 —Xx3 + 10)63 —X4 = 11
3xn —X3 +8x4 = 15

El criterio de parada serd
HQH_XWAW <0,01

Como en Jacobi, primero despejamos x; en la primera ecuacion, x; en la segunda, ...

X1 = (6 +x2 —2)63)/10

Xy = (6+X1 +X3—3X4)/11
x3 = (11 —=2x;+x4+x4)/10
x4 = (15—=3x+x3)/8
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Pero ahora, en cuanto hemos calculado la aproximacion de una de las incégnitas ya la usamos

ED = 6+ —249) /10

A (R +x§) 3 )/11
xg/m) — (11— 1/<+1 +xgk+1) )/10
= 153 a8

t
Primera iteracién. Si el punto inicial es x(©) = (x(IO)’ng)’ng)’x‘(‘ov =(0,0,0,0)'

AV = =6+ -2 (0))/10 —=0,6(6+0-0)/10=0,6

A= eV )/11 = (6+0,64+0-0)/11=06

A = :(11—2x<’+x§ +x”)/10 = 1,1(11-2(0,6) + (0,6)+0)/10 = 1,04
A= 5= 448 = (15-3(0,6) +(1,04))/8 = 1,78

Comprobamos si se cumple el criterio de parada

me —x<°>H — méx (‘XSI) —xi(o)D — méx (0,6,0,6,1,04,1,78) = 1,78

o 1<i<4

Como no se cumple, seguimos iterando.

Segunda iteracion.

A= 6+l - ‘”)/10 = (6+0,6—2(1,04))/10 = 0,452

= e+ 4V =3y = (6404524 1,04—3(1,78))/11 =0,196
= (11—2x§>+x§>+x§))/10 = (11—2(0,452) + 0,196+ (1,78))/10 = 1,207
A= (15-347 4447 /8 = (15-3(0,196) +1,207)/8 = 1,953

Comprobamos si se cumple el criterio de parada

HX@) _x H — 0,404 > 0,01

Como no se cumple, seguimos iterando.

Realizamos mds iteraciones hasta que se cumpla el criterio de parada.

0 0,6 0,452 0,378
o_| 0| . a_]| 06 o | 0196 | | 0157
X o|X 104 | X 1207 | X 1,235
0 1,78 1,953 1,971

0,369

(| 014

1,239

1,972

que se cumple en la iteracion 4



5.3. Métodos iterativos 71

Hx<4> —x® H — 0,009 < 0,01
Por lo tanto, tomaremos como solucién aproximada

0,369
@ | 0154
1,239
1,972

Se puede ver que sus elementos difieren en el tercer decimal con la solucién del sistema

0,368
0,154
1,239
1,972

3.3. Convergencia de los métodos iterativos

Los métodos iterativos para la resolucion de sistemas lineales se basan en reescribir el problema
Ax=b <= x=Gx+c
y tomando un x(°) como aproximacién inicial a la solucién, para k = 1,2, ...
x® = Gx*V 1 ¢

Definicion 8 Una matriz A se dice estrictamente diagonal dominante si

i ‘aij‘<‘aii‘ para i=1,2,...,n
J=1(i#7)

Teorema 5.1 Una condicion suficiente de convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel
es que la matriz de coeficientes del sistema lineal sea estrictamente diagonal dominante.

Ejemplo 5.8 ;Podemos garantizar la convergencia del método de Jacobi y Gauss-Seidel utilizan-
do el criterio del teorema 5.1 en el sistema Ax = b con

2 1
A= 2 5 -1
0 -1 3

Estudiamos si A es diagonal dominante.
2 1 0 12| < [1]410]
A=| 2 5 -1 5] > 2| +|—1|
0 —1 3 13| > (0] +|—1|
A no es diagonal dominante. Por lo tanto, usando este criterio podemos garantizar la convergencia

tanto del método de Jacobi como de el de Gauss-Seidel.

|
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Definicién 9 EI radio espectral de una matriz G es el médulo (o valor absoluto) mdximo |\;| de
los autovalores de G.

Teorema 5.2 Dado un sistema lineal X = Gx+ ¢, donde I — G es inversible, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

» El método iterativo asociado x¥) = Gx*=1 4 ¢ para k=1,2,...,n es convergente.
= El radio espectral de G es menor que 1.

» Alguna norma de G es menor que 1.

Ejemplo 5.9 Estudiar si el método de Gauss-Seidel seria convergente para el sistema lineal Ax =
b, siendo

31 0
A= 1 2 -1 b=1 2
31 0
La matriz Bg_s = —(L+ D) ~1U con
0 0O 300 01 1
A=L+D+U=|1 0 0 |+ 0 2 0 ]+ O 0O —1
310 0 0 3 00 O
Por lo que
00 01
L+D=|1 2 0 y U= 0 0 -1
1 3 00 O

Calculemos por Gauss-Jordan (L+ D). Dividimos la primera fila por el pivote.

N 300100 i — A/3
b 1 20010
f3 313001
Hacemos ceros por debajo del pivote.
fi f1 001 00 i = A
f 1 20010 2 = fL-h
f3 31 3 001 f3 — f3—3f1
Dividimos la segunda fila por el pivote.
i f1 00 100
L1020 -1 10 = /2
f3 013 -1 01

Hacemos cero por debajo del pivote (por encima ya tenemos ceros).
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fii (10 oo
11
f3 013 -1 01 f3 — f3—f2
Dividimos la tercera fila por el pivote.
fi f1 00 § 0 0
11
f 010 —¢ 35 O
fi\0o 03 =2 -1 i = f/3
Ya tenemos a la izquierda la matriz identidad.
100 1 0 0
11
010 5 2 O
5 11
001 -5 —5 3
Por lo tanto
1
7 00
(L+D)'=| -t 410
5 11
18 6 3
y
1 1 1
3 00 0 1 0 -3 —3
Bgs=—(L+D)'U=-| -t L o0 00 -1 |=[o0o 1 2
_5 _1 1 00 s 1
13 6 3 13 9
Calculemos la norma 1 de esta matriz.
0 0 O 0+0+0=0
Bos=| =3 5 1 | |=sl+lal+lal=35
12 1 1 2 1| _ 10
T3 3 9 =3+ 5[ +]s] =%

La norma 1 viene dada por

7 10 10
18-l =dax (0.5.5)

L) =1
"9’ 9 9>

Como ||Bg-s||; < 1 es condicién suficiente, no necesaria, de convergencia, no podemos asegurar

ni que converge ni que no converge. Calculemos la norma infinito.

o e o
Ol WIN W—
(@)

+
o=
+

— W
I
ol ——

o0

La norma infinito es
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25 7 5
B =M - - — |==x<1
[[BG—5]e ax<3’6’18> < <

Como ||Bg—s||.. < 1 podemos asegurar que converge.

Ademas, si estudiamos los autovalores de la matriz Bg_gs:

YA Y A T I A S Y DY ENCNN (SRS A N
k<6 k><9 ?\.) 318( k)—67»+187» 7»—(7»)<6+187\. 7\.)—0
Y los autovalores son

M=0, A=057, A3;=029

que son todos menores que 1 en valor absoluto y esto es coherente con el resultado obtenido a
partir de la norma infinito.

g



Capitulo 6
Optimizacion

El problema general de la Optimizacion se centra en el desarrollo de técnicas matematicas que
nos permitan deducir la existencia de puntos de minimo y/o de maximo de aplicaciones J : V — R,
asi como de desarrollar métodos numéricos que nos permitan calcular aproximadamente dichos
puntos.

De acuerdo a la naturaleza del conjunto V, el problema de optimizacién puede ser

= de dimension finita, cuando V C R”,

= de dimensidn infinita, cuando V es un espacio de funciones.

Otra clasificacion importante de los problemas de optimizacion es la que los divide en problemas
sin restricciones, o problemas con restricciones, también llamados problemas condicionados. Las
restricciones suelen expresarse en términos de relaciones funcionales que limitan al conjunto V.

Observemos finalmente que maximizar la aplicaciéon J es equivalente a minimizar —J. Por
ello, solo trataremos el caso de la minimizacién, entendiendo que las condiciones y técnicas que
introduzcamos pueden traducirse directamente al problema de maximizacion.

1. Definicion del problema de optimizacion

Un problema de optimizacion puede presentarse de modo esquematico de la siguiente manera:
una variable fisica, de decisién o de control debe ser elegida de modo 6ptimo, es decir, de modo que
se optimize (minimize o maximize, seglin el caso) un criterio fisico (accidn, energia, ...), un criterio
técnico (precision, estabilidad, duracion,...) o econdmico (coste, rentabilidad, productividad,...),
todo respetando restricciones intrinsecas a la situacion que se considera.

A continuacién introducimos la terminologia y la notacidén que usaremos para este tipo de
problemas. Un problema de optimizacion esta formado por
1. Un criterio (o coste, u objetivo), J, que aplica el espacio V de variables de decisiéon en R,

J: V=R

2. Las restricciones. En general, cualquier elemento del espacio V no es admisible como solu-
cién del problema, ya que debe satisfacer algunas restricciones que determinan el espacio de

75



76 Optimizacién

soluciones. Estas restricciones aparecen en las aplicaciones de diversas formas, que pueden
intervenir de forma simultdnea:

a) Restricciones funcionales de igualdad
F(v)=0, 6.1

donde F : V — R™, con m < n. Diremos que la solucién estd sujeta a m restricciones
de igualdad
F(v)=0, i=1,...,m.

b) Restricciones funcionales de desigualdad
G(v) <0, (6.2)
donde G :V — R”, con p < n,y (6.2) tiene el siguiente sentido
Gj(v)<0 j=1,..,p.

Decimos entonces que tenemos p restricciones de desigualdad. Para una solucién ad-
misible, v, diremos que las restricciones de desigualdad estdn saturadas si G;(v) =0,
y que no lo estdn si G;(v) < 0.

c) Las restricciones de igualdad y desigualdad son casos particulares importantes de las
restricciones expresadas como restricciones de conjunto, del tipo

veC,

donde C C V es un conjunto dado.

En todo caso, el conjunto de restricciones define un subconjunto U C V, al que llamaremos con-
junto de soluciones admisibles:

U:={v:v satisface las restricciones} . (6.3)
El problema de minimizacién consiste, por tanto, en encontrar u € U tal que
J(u) <J(v) paratodaveU, (6.4)

Si tal u existe, diremos que es un minimo de J, y que J(u) es un valor minimo del problema de
minimizacién. A menudo usaremos la siguiente forma abreviada para referirnos a la formulacién
del problema de minimizacion:

{ minJ(v)
veC, F(v)=0, G(v)<O0.

En general, no existen técnicas para resolver el problema (6.4) en todo el conjunto U, es de-
cir, para encontrar un minimo global o absoluto. Por ello, normalmente, nos contentaremos con
resolver el problema de hallar un minimo local o relativo it € U, es decir, resolver

J() <J(v) paratodave UNB.

donde B es un entorno de i. Claramente, un minimo global es siempre un minimo local, mientras
que el reciproco es falso, en general.
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1.1. Ejemplos
Optimizacion en dimension finita: Programacion lineal

En el caso de dimensidn finita utilizaremos, normalmente, la notacion f para el criterio (en vez
de J) y x para las variables independientes (en vez de v).

Muchos problemas econémicos o técnicos se presentan en la forma de un programa lineal:

min f(x) = cTx
xeR" Ax>b,

donde ¢ € R" es un vector fila, x € R" es un vector columna, A es una matriz de orden m x n, y
b € R” es un vector columna.

El primer programa lineal (tratado en 1944) que fue el origen de lo que hoy se denomina
investigacion operativa, es un problema de racion alimentaria. Se dispone de n tipos de alimen-
tos x,...,X,, y tomamos en consideracién m pardmetros alimentarios (proteinas, vitaminas, etc).
Desiganamos por

= a;; la cantidad del pardmetro i contenida en una unidad del alimento j,
= b la cantidad minima necesaria que debe ser introducida en cada racion, y

= ¢; el coste de la unidad de alimento j.

Asi, la racion alimentaria de coste minimo, dada por x; unidades del alimento j y satisfaciendo las
restricciones de contenido minimo del pardmetro i, es solucion del programa lineal

n
XJ'ZO, jzl,...,l’l, .Zla,-jszb,-, izl,...,m.
]:

Optimizacion en dimension infinita: El problema de la braquistocrona

El problema de la braquistocrona, o curva de descenso mas rapido, es uno de los problemas
de optimizacién en dimensién infinita mds antiguos. La primera solucién fue dada por Johann
Bernoulli en 1696, aunque también dieron soluciones algunos contemporaneos suyos como Jacob
Bernoulli, Leibniz y Newton.

El problema es: de entre todas las curvas que unen dos puntos A y B se desea hallar aquella a
lo largo de la cual un punto material, moviéndose inicamente debido a la fuerza de la gravedad,
va desde A hasta B en el menor tiempo.

Para resolver este problema debemos considerar todas las posibles curvas que unen A y B. A
una determinada curva, v, le corresponderd un valor determinado, 7', del tiempo invertido para el
descenso del punto material a lo largo de ella. El tiempo, T, dependerd de la eleccién de 7. De
todas las curvas que unen A con B debemos hallar aquella a la que corresponda el menor valor de
T. El problema puede plantearse de la siguiente forma.

Tracemos un plano vertical que pase por los puntos A y B. La curva de més rapido descenso de-
be evidentemente estar en €l, asi que podemos restringirnos a curvas sobre dicho plano. Tomemos
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el punto A como el origen de coordenadas, el eje OX apuntando en la direccion de la gravedad y
sea B = (x1,y1), conx; >0y y; > 0. Consideremos una curva arbitraria descrita por la ecuacién

y=y(x) 0<x<x. (6.5)
Como la curva pasa por A y B, la funcién y debe verificar

y(0) =0, y(x1) =y (6.6)

El movimiento de la masa puntual puede describirse por medio de la ley de la conservacién de la
energia del siguiente modo. En el punto A, en el que asumimos que la velocidad inicial es nula, se
tiene

E = E,mghy,

donde la energia, E > 0, es una constante y s4 es la altura a la que se encuentra el punto A. En

cualquier punto por debajo serd

1
Emv2 +mgh=EF,

luego v* = 2g(ha — h), y tomando la coordenada vertical como x = hy — h, deducimos que la
velocidad del movimiento del punto material es

siendo s una parametrizacion de la trayectoria del punto material. Deducimos que

ds
V28x’

y como la longitud de arco de la curva viene dada por

ds =/ 14y (x)%dx,

tenemos que el tiempo empleado a lo largo de la curva y viene dado por

X1 / 2
J(y)=/0 (?;C))”de. 6.7)

dt =

Hallar la braquistocrona es equivalente a resolver el siguiente problema de minimizacién: de entre
todas las posibles funciones diferenciables (6.5) que verifiquen las condiciones (6.6), hallar la que
corresponda al menor valor de la integral (6.7).

2. Optimizacion sin restricciones en dimension finita

2.1. Conceptos basicos y notacion

Dada una funcién f: R” — R que tenga derivadas parciales segundas continuas, denotamos
por

of of of
ey VI = (500 5 (),
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a su derivada parcial respecto x; en x, parai=1,...,n,y a su gradiente en x, respectivamente. La
matriz hessiana de f en x viene dada a partir de las derivadas parciales segundas como

92 9%
FEAC ElC))
2 f 2f
Hf(x) = | 9xx ()C) T Ox0xy ()C) (6.8)
82 az
ax"a/; “(x) .. axf{ (x)

Una propiedad importante de la matriz hessiana es que es simétrica.

La norma euclidea de un vector x € R” viene dada por

e = (Y 2) 2.
i=1

La norma de vectores induce una norma en las matrices, definida de la siguiente manera:

A
4] = max 145
0 x|

En optimizacion, la definicion de la matriz hessiana juega un papel importante.

Definicion 10 Una matriz cuadrada, A, de orden n se dice definida positiva si x' Ax > 0 para todo
x € R". Si la desigualdad anterior no es estricta entonces diremos que A es semidefinida positiva.

El Teorema de Taylor es una herramienta basica que utilizaremos a menudo.

Teorema 6.1 (Teorema de Taylor) Sea f dos veces diferenciable con continuidad en un entorno
de un punto x* € R". Entonces, para todo e € R" con ||e|| suficientemente pequeria se tiene

fx*+e)=f(x)+Vfx) e+ %eTHf(x)e—i—o(HeHz). (6.9)

Recordemos que un entorno de radio p centrado en x* es el conjunto By (x*) = {x e R" : [[x —x*|| <
p} (una bola n—dimensional). Por otra parte, la notacién o(t?) (o pequeria de t*) significa que

t2
1m 2

=0.
1—0 12

2.2. Condiciones necesarias y suficientes de optimalidad local

Dada una funcién f : R" — R que tenga derivadas parciales segundas continuas, el programa
usual que utiliza el calculo diferencial para la localizacién de puntos de minimo es el siguiente.

1. Resolvemos el sistema de ecuaciones de los puntos criticos, es decir, hallamos los x* € R"
tales que Vf(x*) = 0, o escrito de otra manera,

a—XI(x)—O,...,a—xn(x)—O. (6.10)
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2. Evaluamos la matriz hessiana de f en los puntos criticos, y comprobamos si dicha matriz es
definida positiva

En caso afirmativo, x* es un punto de minimo local para f, es decir, existe un radio p > O tal que
f(x*) < f(x) paratodo x € By(x").

Veamos por qué este programa estd justificado.

Teorema 6.2 (Condiciones necesarias de optimalidad) Sea f dos veces diferenciable con con-
tinuidad y supongamos que x* es un minimo local. Entonces V f(x*) =0y Hy(x*) es semidefinida
positiva.

Demostracion. Sea v € R" un vector dado. El Teorema de Taylor implica que
2
t
FO+1v) = FOO) 1V F () v+ v Hy v+ o).

Como x* es un minimo local, tenemos f(x* +ru) > f(x*), para un ¢ suficientemente pequefio.
Entonces, dividiendo por ¢ obtenemos

f
2
Poniendo t =0 y v = —Vf(x*) deducimos ||V f(x*)|| = 0, es decir, Vf(x*) = 0. Ahora, usando
esta identidad en (6.11), dividiendo por ¢ y poniendo ¢ = 0, obtenemos

V) v+ v He(x)v+o(|t]]) > 0. (6.11)

EVTHf(x)v > 0.

La condicion (6.10), aunque necesaria, no es suficiente para que x* sea un punto de minimo de
f. Es decir, existen puntos criticos de f que no son minimos. Para asegurarnos de que un punto
critico es, efectivamente, un minimo, recurrimos al siguiente resultado.

Teorema 6.3 (Condiciones suficientes de optimalidad) Sea f dos veces diferenciable con con-
tinuidad y supongamos que x* es un punto critico de f'y que hy(x*) es definida positiva. Entonces
x* es un minimo local de f.

Demostracion. Sea v € R" un vector no nulo dado. Para ¢ suficientemente pequefio, el Teorema
de Taylor implica que

)

2

Como Hy(x*) es definida positiva, existe un nimero A > 0 tal que

& +v) = (&) + 5V Hp(xpv+o([lr]?).
VI H (x)v > A||v||* > 0.
Entonces
2

2
F 1) = £ = ST Hy v+ o((]2) > M v + ol ) >0,

para todo 7 # 0 suficientemente pequefio. O
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Ejemplo 6.1 Observemos que lo que nos dice el Teorema de Taylor es que una funcién f que
tiene un minimo local en x* es local y aproximadamente, como un paraboloide. Por ejemplo,
supongamos que x* = 0 es un minimo de una funcién bidimensional (n = 2). Tomando e = (x;,x,)
y despreciando el término o(||e||?), obtenemos

of of 82f

f
Fo1,32) £(0,0) +x1 5-(0,0) 12 3(0,0) + <a 2 (0,0)x 5 (0,02
2
o°f
+2 o (0, O)x1x2>
o*f 8 f > f
—£(0,0) + ( 520 ) +320 0 +2505 (0,0)xlxg)
>f(070) + 7\.()6] —|—X2),
para cierto A > 0, debido a que Hy(0) es definida positiva. O

Aunque, en general, una funcién puede tener mdltiples puntos de minimo local y el método
diferencial no nos permite decidir cudl de ellos es el minimo absoluto, existe una importante
excepcion, la de las funciones convexas.

Definicion 11 Se dice que un conjunto Q C R" es convexo si para todos x, y € Q, y para todo
u € [0,1] se tiene
px+(1—p)y € Q.

Se dice que una funcion f: Q C R" — R es convexa si para todos x, y € Q 'y para todo u € [0, 1]
se tiene

flux+ (1= p)y) < pf(x)+(1—p) f(y).

No es dificil probar que si Q C R” es convexoy f:  — R es convexa y diferenciable, entonces
puede tener, a lo mds, un Unico punto critico. En caso de existir, dicho punto critico corresponde a
un minimo global de la funcién.

Resolver el sistema de ecuaciones (6.10), también conocido como las condiciones de optima-
lidad de primer orden, de forma exacta no es posible, en general. Por ello introducimos métodos
aproximados, basados en algoritmos iterativos.

Ejemplo 6.2 Consideremos una funcién derivable definida en R, esto es, f : R — R. El sistema
de ecuaciones (6.10) para los puntos criticos se reduce a una Unica ecuacién

) =0.

Usando el método de Newton para aproximar ceros de funciones, tal como introdujimos en la
férmula (2.2) del Capitulo 2, el algoritmo de aproximacion de los puntos criticos de f viene dado

por
X1 = Xk — f/(Xk) )
f”(-xk)

parak=1,2,...

donde x( es una aproximacion inicial dada. Claramente, una condicidn necesaria para que este
algoritmo converja es que f”(x) # 0 en el conjunto de iterandos anterior. De hecho, si lo que
buscamos en un punto de minimo, debemos tener f”(x) > 0 cerca del minimo. O
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2.3. Método de Newton

El método de Newton para funciones f : R” — R se deduce usando el desarrollo de Taylor dado
por la férmula (6.9). Considerando la aproximacion de segundo orden, es decir, despreciando el
término o(||¢||?), obtenemos

F(x) 2 f (o) + V f () (= 20) + %(x —x)" Hy () (x = xi), (6.12)

donde Hy es la matriz hessiana de derivadas parciales segundas de f, dada por (6.8). Para hallar
la aproximacion de un punto critico de f, derivamos la parte derecha de (6.12) respecto x;, para
j=1,...,n, e igualamos a cero. Obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

Vi (k) 4 Hy (i) (x — xi) = 0,

de donde, llamando x4 a la solucién, deducimos

Xi+1 :xk—(Hf(xk))_IVf(xk). (6.13)

Observemos que el método de minimizacién de Newton, al igual que el correspondiente método
de Newton para la aproximacién de ceros de funciones, solo converge si la iteracion inicial, xg,
estd suficientemente cerca del minimo. Para ello, debemos comprobar que la matriz Hy(xo) sea
definida positiva.

Como la inversion de matrices es, en general, un cdlculo costoso, al usar el método de Newton
resolveremos, en vez de (6.13), el sistema

Hf(xk)y = Vf(xk), (614)

y entonces, pondremos x4 = xx +y. Una ventaja adicional de que la matriz Hessiana sea definida
positiva es que admite una factorizacion de Cholesky, es decir, existe una matriz triangular inferior,
L, con diagonal positiva tal que Hy(xx) = LL” . De este modo, una vez obtenida la factorizacién,
el sistema (6.14) puede resolverse por sustitucién progresiva.

Terminacion de las iteraciones y estimacion del error

Puesto que el método busca un punto critico, un criterio razonable de parada de las iteraciones
podria ser cuando
IVF )| < T[[Vf (xo)l, (6.15)
con T, € (0,1), reflejando de este modo la disminucién de la norma del gradiente. Sin embargo,
si ||[Vf(xo)|| es pequeiio, podria no ser posible satisfacer (6.15) en la aritmética de coma flotante,
de modo que las iteraciones no pararian nunca. Un criterio algo més exigente, pero también mas
seguro, se basa en la utilizacién de una combinacién entre el error relativo y el absoluto, i.e.

IV GOl < TV £ (o) + T
donde T, es una tolerancia de error absoluto.

Terminamos esta seccién con un resultado de convergencia.
Teorema 6.4 Supongamos que f es tres veces diferenciable con continuidad, que x* es un punto

critico de 'y que H¢(x*) es definida positiva. Entonces, si xo estd suficientemente cerca de x*, las
iteraciones del método de Newton (6.13) convergen cuadrdticamente a x*, es decir,

[Pt =] < K —"1%,

para cierta constante K > 0.
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2.4. Método del gradiente

En el método del gradiente, también conocido como método de descenso, se buscan direcciones
apropiadas de modo que cuando se avanza en el iterando de x; a x;; se disminuya en el valor de
la funcion, es decir, se tenga f(xx+1) < f(xk).

Para ello, definimos la iteracién
X1 = X+ Oydy, (6.16)

donde dy es la direccién en la etapa k y o > 0 la longitud del paso correspondiente. Del desarrollo
de Taylor de primer orden de f, obtenemos

f 1) = f o+ oudi) = f (k) + o4 (Vf (), dk)

de modo que para que el descenso sea maximo debemos tomar la direccién opuesta a la de Vf(x),
esto es dy = —V f(xx), pues asi

Fir) = f (o) — o[V f () |12 < f (),
ya que o > 0.
Con ello, de (6.16) obtenemos

Xiep1 = X — 0%V f (xx). (6.17)

Para elegir la longitud del paso, definimos la funcién ¢ : R — R dada por ¢(ct) = f(xx + ady) y
buscamos el o que minimiza ¢. Observemos que, de este modo, hemos reducido el problema de
minimizacién en n dimensiones a un problema de minimizacién en una dimension, que puede ser
resuelto, por ejemplo, por el método de Newton.

En la préctica, en vez de minimizar la funcién 0, se suele preferir la minimizacién de un inter-
polante de ¢. Por ejemplo, como se tienen los datos

00) = f(xx), 0(1) =flx+di), yo(0)=(—dk,di) <O,

puede tomarse la aproximacion de ¢(a), para o € [0, 1], por el polinomio cuadratico

q(0) = 0(0) +¢'(0)or+ (1) — 6(0) —¢'(0))o’,

cuyo minimo global puede calcularse facilmente. Por una parte, si ¢(1) —$(0) — ¢’(0) < 0, enton-
ces el minimo de ¢ se encuentra en la frontera del intervalo [0, 1], y tomaremos ot = 1 (o0 = 0 no
estd permitido, pues de este modo no hay avance del método, véase (6.16)).

Por otra parte, si ¢(1) — 0(0) — ¢’(0) > 0, entonces ¢ posee el local dado por
—9'(0)
2(¢(1) —9(0) —¢(0))

de modo que tomeremos o = min{ 1,0 }.

oy, =

>0,

Una propiedad inherente al método del gradiente es que la trayectoria que siguen los iterandos
en su convergencia al minimo es una trayectoria en zig-zag. En efecto, si oy es el minimo exacto
de ¢(ct) entonces, por la regla de la cadena,

0=0"(ow) = (V.f (x4 0y ) i) ,

es decir, dy = =V f(xx) y Vf(xx +owdi) = Vf(xk+1) son ortogonales.
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Terminacion de las iteraciones y estimacion del error

Al igual que en el método de Newton, un test de parada razonable es el que se obtiene como
combinacién de los errores relativo y absoluto de la norma del gradiente,

IV )|l < Tl V.f (x0) |+ Ta

donde 1, € (0,1) es una tolerancia para el error relativo y T, es una tolerancia para el error absoluto.

En general, el método de descenso no tiene buenas propiedades de convergencia. Dependiendo
de la funcién, el método puede ser muy lento. Ilustramos este hecho con un ejemplo.

Ejemplo 6.3 Consideremos la funcién f(x) = $x?, con a € (0,1), que tiene su Gnico minimo en
x* = 0. Un sencillo célculo para el cémputo del paso o« = min{1, 0, } nos muestra que o, = 1/a,
de modo que debemos tomar oo = 1. Entonces, las iteraciones (6.17) son

X1 = x— f' (o) = (1 = a)x,
con lo cual obtenemos solo una convergencia lineal:
X1 — x| = alx — x*|.

Ademis, obtenemos por recursion que x; = (1 —a)kx, con lo cual, si a estd préximo a cero, la
convergencia es extremadamente lenta. O

0.8r

0.6

0.4r

0.2

Figura 6.1: Trayectorias de descenso de x; y de f(xx).

3. Optimizacion con restricciones en dimension finita

La eleccion del método de resolucién de un problema de optimizacion con restricciones de-
pende fundamentalmente del tipo de restricciones que se impongan: igualdad, desigualdad, con-
junto,...

En esta seccién introduciremos dos métodos que son especialmente importantes. El mérodo
de los multiplicadores de Lagrange y el método del penalty. El primero se utiliza cuando las
restricciones son de igualdad o desigualdad. El segundo es un método de aplicacion general.
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3.1. Multiplicadores de Lagrange. Restricciones de igualdad

El método de los multiplicadores de Lagrange nos permite usar las técnicas de minimizacién
sin restricciones a problemas condicionados con restricciones de igualdad. Recordemos el plan-
teamiento del problema a resolver.

Dada una funcién objetivo diferenciable f: Q C R” — R, y un conjunto de funciones dife-

renciables ¢; : Q C R" - R, para i = 1,...,m, con m < n, encontrar un minimo x* de f en Q
que satisfaga las restricciones de igualdad ¢;(x*) = 0 para todo i = 1,...,m. Tenemos el siguiente
reultado.

Teorema 6.5 (Condiciones necesarias para un minimo relativo condicionado) Supongamos que
x* es un punto del conjunto

U={xeQ:¢;(x)=0, 1<i<m}cCQ, (6.18)

tal que los m vectores V;(x*) € R", con i = 1,...,m, son linealmente independientes. En-
tonces, si f tiene un minimo relativo en x* relativo al conjunto U, existen m niimeros \;(x*),
i=1,...,m, tales que

Vi) + A x)Vo (x*) + ...+ Ap(x") VO, (x*) = 0. (6.19)

Los nimeros A;(x*) son llamados multiplicadores de Lagrange.

Aunque el Teorema 6.5 nos da un criterio para decidir si un punto x* puede ser o no un minimo
condicionado, no nos proporciona niguna herramienta para hallar un tal candidato x*.

La herramienta mas comun para encontrarlo es el uso de la funcion Lagrangiana. Denotemos
por A al vector (Aj,...,Ay), por ¢ : R” — R™ ala funcién ¢(x) = (¢ (x),...,0n(x)), y considere-
mos la funcién L : R” x R™ — R dada por

L(A) = F(2) +AT0() = £(x) + ﬁxiq)i(x).

Si (x*,A*) es un minimo de L (sin restricciones) entonces debe ser V/, 3)L(x", 1) = 0, es decir, se
deben cumplir las n ecuaciones de la derivacién respecto a x

Viix*")+ i A Voi(x*) =0, (6.20)
i=1

y las m ecuaciones de la derivacion respecto a A
0;(x*) =0, (6.21)

para i = 1,...,m. Observemos que (6.21) es, precisamente, la condicién de restriccién (6.18),
y que (6.20) es la condicién (6.19). Concluimos, pues, que cualquier x* tal que (x*,A*) es un
punto critico de L(x,A) es un candidato a minimo condicionado del problema de minimizacion
con restricciones.

Ejemplo 6.4 Sean f(x;,x2) = —x2 y ¢(x1,x2) =x7 +x3 — 1 (n =2, m = 1). El conjunto de res-
tricciones es, por tanto, la circunferencia

U={(x1,x) ER*:x} + x5 =1}.
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La lagrangiana viene dada por
L(x1,%2,A) = —xa + A(x} +x3 — 1).

Los puntos criticos de L se determinan por

0= aafl(x*,k*) = 2\xy,
0= aa;(x*,}.*) = —1+42A\xy,
0= gi(x*,k*) =7+ 1.
Resolviendo, obtenemos x] =0, x; = 1 y A" =1 / 2x5. O

Terminamos esta seccién explicitando las condiciones suficientes de segundo orden para un
minimo condicionado con restricciones de igualdad.

Teorema 6.6 (Condiciones suficientes para un minimo relativo condicionado) Sean x* € U, con
U el conjunto de restricciones dado por (6.18) y A € R™ tales que se satisface (6.19). Supongamos
que la matriz hessiana de la funcion lagrangiana, L, con respecto a la variable x, dada por

H(x") = Hp(x*) + AT Hy(x*)

es definida positiva en el conjunto M = {y € R™ : Vo(x*)Ty = 0}. Entonces x* es un minimo
condicionado de f en el conjunto U.

Observemos que, en el ejemplo anterior,
« 00 (2 0 .
H(x") = (0 0)4—7» <0 2), M ={(y1,y2) € R?: x5y, = 0}.

Por tanto, H(x*) es definida positiva solo para x* = (0, 1). El otro punto critico de la lagrangiana,
(0,—1), corresponde a un maximo condicionado.

3.2. Método de penalizacion

Nuevamente, con el método de penalizacién buscamos reducir un problema de minimizacién
con restricciones a uno sin restricciones. En este caso, las restricciones pueden ser de un tipo mas
general que las de igualdad. El problema a resolver es el de, dada una funcién objetivo diferencia-
ble f: Q C R" — R, y un conjunto § C €, encontrar un minimo x* de f en S, es decir,

min f(x) (6.22)

xes
La idea del método de penalizacién es reemplazar la funcién objetivo f(x) por otra funcién
f(x)+cP(x) (6.23)

y resolver el problema sin restricciones. Para ello, tomamos ¢ como una constante positiva y P
satisfaciendo:
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1. P continua en Q,
2. P(x) >0parax € Q,y

3. P(x)=0siysolosixéeS.
Ejemplo 6.5 Supongamos que S estd dado por m restricciones de desigualdad,
S={xeR":¢;(x) <0, i=1,...,m}.

Un ejemplo de funcién penalizacién es

P(x) = max (0, ¢;(x))>.

N —
'MS

Il
_

1

En la Figura 6.2 podemos ver un ejemplo de funcién c¢P(x) en el caso unidimensional con ¢ (x) =
x—by ¢2(x) = a— x. Para ¢ grande, el minimo de la funcién (6.23) estard en una regién donde
P es pequeno. Asi, incrementando ¢ esperamos que los puntos de minimo correspondientes se
aproximaran al conjunto Sy, si estdn cerca unos de otros, minimizardn también f. Idealmente,
cuando ¢ — oo, la solucién del problema con penalizacién convergera a la solucién del problema

de minimizacion condicionado (6.22). O

0s

osst\c =1 4
0af |
035l c=5 1
0al l
ozl |
02t c=20 1
oxs) |
01| |
o0l l

0 0‘5 1 1‘5 2 2‘5 3
Figura 6.2: La funcién cP(x) para varios valores de c.

El procedimiento para resolver el problema de minimizacién condicionado (6.22) mediante el
método del penalizacion es el siguiente: Sea ¢, una sucesion tal que, paratodo k =1,2,...,

" >0
" Cry1 > Ch,

L] ll,IIlkﬁo0 Cl = o0,

Definamos la funcién
g(e.x) = F(x) +cP(x). (6.24)

Para cada k, asumamos que el problema
ming(cg, x),

tiene una solucioén, x;. Tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 6.7 Sea x; una sucesion generada por el método del penalizacion. Entonces, cualquier
punto limite de la sucesion es una solucion del problema de minimizacion condicionado (6.22).

Observemos que el problema (6.24) puede ser resuelto, por ejemplo, por el método de Newton. En
la demostracion de este teorema usaremos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 1 Paratodo k=1,2,..., se tiene

q(ck,xx) < qlcrr1xs1), (6.25)

P(xx) > P(xrt1), (6.26)

) < fgr)- (6.27)
Ademds, si x* es una solucion del problema condicionado (6.22) entonces

f(x") > qler,x) > fx)- (6.28)

Demostracion. Tenemos

g(crr1; k1) = f (1) FertP(xrr1) > f (1) + P (xus1)
> f () + P (xi) = glcx,xe),

lo que demuestra (6.25). También tenemos

S ) + P (o) < f(xagr) + 1 P(xiy1), (6.29)
Fxrgr) Ferp1P(xes1) < fF(xe) + crr1P(xe)- (6.30)

Sumando (6.29) y (6.30) obtenemos

(ckr1 —ck)P(xxy1) < (ckp1 — i) P(xi),

que prueba (6.26). Ademas,

F o) +enP(xi) < f (xy1) + P (Xrr1),

y usando (6.26) obtenemos (6.27). Finalmente, si x* es solucién de (6.22) entonces P(x*) = 0,
luego

JO&) = f(x") +aP(x) = fla) +cP(x) = f(x),
que prueba (6.28).0

Demostracion del Teorema 6.7. Supongamos que X es un punto limite de alguna subsucesion de
Xk, que denotamos por X. Por continuidad, tenemos

lim £ (%) = £(%). (6.31)

k—so0

Sea M el valor minimo asociado al problema (6.22). De acuerdo al Lema 1, la sucesién de valores
q(ck,xx) es no decreciente y acotada por M. Por tanto, existe un ¢* € R tal que

lim g(ck, %) = g* < M. (6.32)
k—ro0
Restando (6.31) de (6.32) obtenemos

gfm Ckp(fk) = q* — f()f) (6.33)
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Como P(%;) > 0y cx — oo, (6.33) implica

lim P(%) = 0.

k—boo

Usando la continuidad de P, esto implica P(X) = 0, luego X satisface la restriccién X € S. Final-
mente, usando (6.28) deducimos f(X;) < M, y entonces

F(®) = lim £(5) <M.

k—yoo






Apéndice. Algunas definiciones
importantes

Sea x € R". La norma Euclidea x se define como

= ()"

y la £ norma de x viene dada por

Una matriz cuadrada, A, de orden n es una coleccion ordenada de nimeros, a;; € R, para i,j =
1,...,n,

aip a2 -+ Ain

ay axp -+ axy
A=

anl dp2 -+ dpp

Cuando el orden de la matriz se puede deducir facilmente del contexto, se usa la notacién A = (g; i)

La transpuesta de A, que se escribe A, es una matriz que se obtiene intercambiando las filas y
las columnas de A,

aip dzr -+ dpl
AT aipp az - ap2
dip dp - dpp

Una matriz cuadrada, A, es simétrica si A = AT . Una matriz cuadrada, A, es definida positiva si A
es simétrica y
xTAx> 0 paratidix€R", x#0.

Si la desigualdad no es estricta, se dice que A es semidefinida positiva.

Las normas vectoriales inducen normas matriciales haciendo:

A
14]| = max 1A
0 x|

El polinomio caracteristico de una matriz cuadrada de orden n es un polinomio, P, de grado n,
que es el mismo para matrices semejantes,

P(X) = det(A — Al,),
91
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donde I, es la matriz de identidad de orden n. Las n raices de el polinomio caracteristico, A;, para

i=1,...,n, se denominan autovalores de A, y pueden ser reales o complejas. Si A is simétrica,
entonces A; € R, para todo i = 1,...,n. Ademds, si A es definida positiva entonces A; > 0, para
todoi=1,...,n. El radio espectral, p, de A viene dado por el maximo autovalor en valor absoluto

p= max ‘7\4,|
i=1,...,n

Sea Q C R" un conjunto abierto, y f : Q — R una funcién derivable dos veces con derivada
segunda continua. La derivada parcial de f con respecto a x;, evaluada en el punto x € Q, se
escribe

of

= (x).
e )
Las derivadas parciales de orden superior se definen por composicién de derivadas parciales de
primer orden. Por ejemplo
o*f

—(x

0x;0x;
es la segunda derivada parcial de f con respecto a x; y x;, evaluada en x. Una propiedad importante
de las derivadas parciales segundas es que son independientes del orden en que se deriva

0% f oS

ax,'axj = axjax,- -

(A.34)

El gradiente de f en x es el vector

Vi(x) = (g;:(x),...,aai(x)).

Las derivadas parciales de segundo orden de f se reunen en una matriz que se denomina matriz
Hessiana de f,

02 02
an%‘(x) e (x)
f *f
(X e X
Hy(x) = axzafl( ) . 9xza)fn( ) (A.35)
L o
ot (x) . aTé’(x)

Dado que se verifica (A.34), la matriz Hessiana es simétrica. La traza de la matriz Hessiana de f,
es decir. la suma de los elementos de la diagonal principal, se llama Laplaciana de f en x, y se
escribe como Af(x).
n aZf
Af(x) =) —5(x). (A.36)

& oxf
Decimos que un conjunto Q C R”" es convexo si para todo x, y € Q, y para todo ¢ € [0, 1]
tx+(1—1)y e Q.

Una funcién f: Q C R" — R es convexa en el conjunto convexo Q si, para todo x,y € Q, y para
todo 7 € [0, 1],
flex+(1=1)y) <tf(x)+(1-1)f().
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f se dice estrictamente convexa si esta desigualdad es estricta para todo x #yyt € (0,1).

Si f es derivable dos veces con derivada segunda continua, entonces es convexa en el conjunto
convexo, £, si'y solo si Hy(x) es semidefinida positiva para todo x € Q.

Sea Q C R” un conjunto abierto, y f : Q — R™ una funcién vectorial, f = (f1,..., fi), conti-
nuamente diferenciable. La matriz Jacobiana de f es la m x n matriz dada por
) 9
a—f:(x) . aaa’;l (x)
f2 f2
S2(x) ... X
s = | = o () (A37)
. L
Pox) ... S

Si m = n entonces la matriz Jacobiana f es una matriz cuadrada, cuyo determinante se denomina
determinante Jacobiano de f en x, y se escribe |J;(x)|. Ademds, si m = n, la traza de Jy(x) se
denomina, divergencia de f(x), y se escribe div f(x).

divf(x) = Zn: g){’(x) (A.38)
i=1 0%

Para una funcidn real f : Q — R, la composicién del gradiente y la divergencia es la Laplaciana,

Af(x) =div (Vf(x)).

La expansion de Taylor es una herramienta util que usaremos a menudo.

Teorema 1.8 (Taylor) Sea f una funcion dos veces derivable con derivada segunda continua en
un entorno del punto x* € R". Entonces , para todo e € R" con |le|| suficientemente pequiia se
tiene que

F* +e) = F) + V() Te+ %eTHf(x)e +o(lle]?)- (A.39)

Entorno de radio p centrado en x* es el conjunto B, (x*) = {x € R" : ||x—x*|| < p} (bola n—dimensional).
La notacién o(t?) (o pequeria) significa
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