INTRODUCCION

Recordemos que en el célculo de funciones de una variable y = f(x) la integral

/abf(x)dx

es el drea que se indica en la figura (si f(x) > 0). Ahora vamos a generalizar este
concepto para integrales de funciones de dos variables z = f (x, y), y trabajaremos
sobre subconjuntos del plano. Veremos que la idea andloga que surgird sera que la

integral
// f(x,y) dxdy
D

es el volumen que se indica en la figura (si f (x,y) > 0).
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INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Rectangulo de R?

Llamaremos rectangulo R de R? a un conjunto de la forma

R:[a,b]x[c,d}:{(x,y)e]Rz/agxgb, cgygd}

Particion regular de un rectangulo

Por una particion regular de R de orden n, entenderemos dos colecciones

. . n n i
ordenadas de n+ 1 puntos igualmente espaciados {XJ'}J':O Y ¥kt i—o
esto es, puntos que satisfacen

a=x<x1<..<xp=b c=ywp<n<..<y,=d

b—a d—c
Ax =Xxj11 — X = P Ay = yk41 — Yk =

n

Sea Rjy el rectangulo [xj, xjH] X [V, Yk41] ¥ sea Cjk cualquier punto de Ry, como
se indica en la siguiente figura.
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INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Suponemos que f(x,y) : R — R es una funcién acotada de dos variables.

y
R
d=y,
Ci Ry
Y
=y, X
X,=a X, X, x,=b

Figura: Formacién de la suma de Riemann.

Formamos la suma

n—1n-1

:Ei JkAXAy_ZZf Sjk )

j=0 k=

La suma estd tomada sobre todo j y k de 0 a n— 1, de modo que hay n® sumandos.
Una suma de este tipo se llama suma de Riemann para f.
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INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

La integral doble, como limite de una sucesién de sumas

Supongamos que f es una funcion acotada, definida en R. Si la sucesion
{Sn} converge a un limite S cuando n — oo y el limite S es el mismo
para cualquier seleccion de puntos cj en los rectangulos Rj, entonces
decimos que f es integrable sobre R. Al limite S lo denominamos integral
doble de f sobre R y lo denotamos por

//R f (x,y) dxdy

De esta forma podemos escribir la integrabilidad de la siguiente manera
n—1n-1
Jim Sn = n'i"mj;) k;) f (cik) AxAy = / /R f (x,y) dxdy

para cualquier eleccién de cj € Rj.
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INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Interpretaciéon de la Integral doble como un volumen

Si f(x,y) > 0ysicj es un punto en donde f (x, y) tiene su minimo en cada Ry,

entonces la suma
n—1n—
> Z Cjk) AxAy
=0 k=0

es igual al volumen de un sélido inscrito, parte del cual se muestra en la figura.

z
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X

Figura: Volumen de un sélido inscrito.
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INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

De manera andloga, si Cjk €s un punto en donde f (X,y) tiene su maximo en cada

Rjk, entonces la suma

Z Z Cjk) AxAy

es igual al volumen de un sélido circunscrito, parte del cual se muestra en la figura.

—
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X

Figura: Volumen de un sélido circunscrito.
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INT. DOBLES SOBRE RECTANGUL

Por lo tanto, si existe lim S, y es independiente de cj, € Rj, entonces los
n—oo

volimenes de los sélidos inscrito y circunscrito tienden al mismo limite cuando
n — oo, que serd el volumen del sélido cilindrico que se indica en la figura.

L

Figura: Volumen del sélido.
Es inmediato ver que si f (x,y) = 1, entonces [ [ dxdy = &rea de R.
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