INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. ESCALARES

Supongamos que S es una superficie definida por la parametrizacion
T : DCR’>-ScR3
T(u,v) = x(uv)i+y(uv)j+zuvk
donde los parametros son u'y v. Tomemos como hipétesis que x, y, z y sus derivadas

parciales respecto de u y v estdn definidas y son continuas en una regién D del
plano uv. Las derivadas parciales de T (u, v) estdn dadas por

— 0T  0x- dy- 0z =— _8?_8)@, 8y 0z—
T au El‘f’aj‘f’ak, TV—E—E +a +afk

Integral de superficie de funciones escalares

Sea f(x,y, z) una funcién continua con valores reales definida en S. Defi-
nimos la integral de f sobre S como

//Sf(x,y,z)dS - // fds = // ) [T x T|| dudv

= //D f(x(u,v),y(u,v), z(u v )H?U XTVHdudv
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Caso particular: Coordenadas cartesianas
Ahora supongamos que S es la gréfica de una funcién C, z = g(x,y). Si utilizamos
X e y como pardmetros, se puede ver facilmente que:

TxxTy=—(9g/0ox)i— (dg/dy)j+ k

y, por tanto, el médulo de la normal (en cualquiera de las dos orientaciones) es en
este caso es

- = og 2 og 2

ITexT,| = \/1+ (ax) 4 (ay
por lo que

// (x,y,2)dS = // Xygxy))\/l+<gg>+<gi>2dxdy

La integral doble estd extendida a la regién D, que es la proyeccién sobre el plano
xy de la superficie S.
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AREA DE UNA SUPERFICIE

Area de una superficie

Sea S la superficie definida por la parametrizacion T (u,v) = x(u, v)i +
y(u,v)j + z(u, v)k y sea D una region del plano uv en la cual x,y,z y
sus derivadas parciales respecto de u y v estdn definidas y son continuas.
El drea de la superficie S estd definida por

srea(S) = //5 ds = //D [T u(u,v) x T (0, v)|| dudv
En el caso de que la superficie venga dada por z = g(x, y), el drea es

5= //5 % = //D [T x Ty || dedy = //D V14 (& (5 9)% + () (x, ) dxdy

n
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