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0.1. PLANTEAMIENTO DE ECUACIONES DIFER-
ENCIALES

Ejemplo 1

Hallar la ecuacion diferencial que rige el circuito eléctrico de la figura 1. Solucién:

(e )
]

Figura 1: Circuito eléctrico.

Los elementos que componen el circuito eléctrico son:
- Una fuente de fuerza electromotiz F (t) que produce una corriente de intensidad I.
- Una resistencia R que se opone al paso de la corriente, produciendo una caida de tension

cuyo valor es
Er=RI

- Una inductancia L que se opone a cualquier cambio en la corriente, produciendo una
caida de tension

B, =LY
L dt

- Un condensador de capacidad C, que almacena una carga ). La caida de tensién es

Todos esos elementos actian conjuntamente segun la ley de Kirchoff que afirma que la
suma de las fuerzas electromotrices en un circuito cerrado es 0. En nuestro caso se tiene
FE—FEr— FE; — Ec =0, es decir

dl @
FE—-RI-L——-—==0
dt C
y dado que I = %7 siendo @ la carga, podemos escribir
d? d
PR O

dt2 dat ' C

A veces es interesante derivar la relacién inicial y se obtiene
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Ejemplo 2

Un tanque de 400 litros de capacidad contiene inicialmente una solucion salina de 150
litros de agua y 25 gramos de sal. Una solucion salina de 2 g/l entra en el tanque a 10
litros por minuto mientras que la mezcla resultante sale por un sumidero a 5 litros por
minuto. Describir mediante la ecuacion diferencial apropiada la cantidad de sal que hay
en el tanque en cada instante.

Solucién:

Sea Q(t) la cantidad de sal que hay en el tanque en el instante ¢. Sea ¢, la concentracién de
sal en el fluido que entra y cg la concentracién de sal en la mezcla que sale. Representamos
por a y 3 las velocidades de entrada y salida de liquido, respectivamente. Entonces

o = — fBeg

En nuestro caso, de acuerdo con el enunciado, se tiene la condicién inicial Q(0) = 25 y
los datos & = 10 1/min, ¢, = 2 g/1, 8 =5 1/min.

Por otra parte, la concentracién cg de la mezcla que sale puede calcularse como sigue: Si
N(t) es la cantidad de litros de solucién salina es N (t) = 150+ 5t pues el tanque se llena
a la velocidad de 5 1/min. Por tanto, la concentracién de la mezcla es

e 9
57 150 + 5t

La ecuacién diferencial a resolver, con la condicién inicial Q(0) = 25, es, por consiguiente

dQ Q
at + 3041 0, con Q(0)=25
]
Ejemplo 3
Escribir la ecuacidon diferencial asociada a la curva de descenso mds rdpido entre dos
puntos A y B.
Solucién:

Consideramos inicamente el caso en que A y B no estédn situados en la misma vertical (en
ese caso, la solucién serd la recta que los une). Consideremos el sistema de coordenadas
de la figura 2, siendo A el origen, « el dngulo que forma la tangente con la vertical y
siendo v la velocidad de descenso. La hipétesis de que el camino seguido es el més rédpido
nos lleva (es una versién de la ley de refraccién de Snell) a la condicién

sen «

=cte=c
v

Por el principio de conservacién de la energfa, la velocidad v alcanzada en cada instante
viene determinada por la pérdida de energfa potencial para llegar a él, es decir, v = /29y
siendo g la aceleracién de la gravedad. Finalmente

1 1
Vit  V1+y?

sena = cosf3 =
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A

(xy)

Figura 2: Curva de descenso méds rapido.

sen o«

= ¢ se convierte en

Asf pues, la condicién =

1
1+y2 1
=c¢ dedonde —— =c¢

29y V29y(1 +y'2)

Elevando al cuadrado y englobando todas las constantes en una constante k se obtiene

:

j

y(1+y?) =k

El problema planteado se conoce con el nombre de problema de la braquistécrona y fue
planteado por Jean Bernoulli en 1696. La integracién de la ecuacién diferencial anterior
conduce a las ecuaciones paramétricas

(1 —cosb)

N |

k
x = 5(9—861&0), Y=
que son las ecuaciones paramétricas de la cicloide. ]
Ejemplo 4

Un conejo parte del punto (0,a) y corre sobre el eje OY en direccion positiva con una
velocidad constante v.. Un perro parte de la posicion (b,0) y persigue al conejo con
velocidad v, de forma que siempre corre dirigiéndose a la posicion del conejo. Determinar
la ecuacion diferencial que rige la trayectoria del perro.
Solucién:
Este enunciado corresponde a un tipo de problemas que se modelizan por medio de EDOs
v que reciben el nombre de problemas de persecucion. El esquema de la persecucion puede
verse en la figura 3. Dado que el conejo corre con una velocidad constante, su posicién
en el instante t es @ = (0,a + v.t). Por otra parte, si P = (x,y) es la posiciéon del perro
en el instante ¢, la recta PQ es tangente a la trayectoria del perro y por tanto

f_dy _y—a—uct

= de donde zy’ =y —a — vt
dx x

Derivando de nuevo, se tiene

! 1 / dt 1 dt
Y +2y =Y — Vs = TY = —VUe—
dz dzr



Q=(0.a+vy)

(0.4)
X

Figura 3: Perro y Conejo.

Sea s la longitud del arco de la trayectoria del perro. Entonces v, = %, por definicién
de velocidad, mientras que, por definicién de longitud de arco,

ﬁz_ /1+y/2

dx

donde el signo menos indica que s aumenta cuando z disminuye. Se sigue que

@t _dtds _ Ty
de  dsdr Vp
Asi pues, la ecuacion diferencial de la trayectoria descrita por el perro es

v
1 C
zy”’ = —/1+y?
Up
que es una ecuacién diferencial de segundo orden. La solucién se determina utilizando
ademds las condiciones iniciales

Ejemplo 5

Supongamos que se deposita en una reserva una cantidad xy de conejos y una cantidad yqo
de zorros. Supongamos que los zorros se alimentan de conejos y los conejos de alfalfa, que
existe en cantidades ilimitadas. Cuando los conejos son abundantes, los zorros no tienen
problemas y su poblacion aumenta, de forma que la poblacion de conejos disminuye.
En ese caso, comienza un periodo de escasez para los zorros y su poblacion disminuye,
mientras que los conejos se multiplican, con lo que el ciclo se inicia. Describir mediante
un sistema de ecuaciones diferenciales las fluctuaciones entre las poblaciones de zorros
Y conejos.

Solucién:

Sea x(t) el nimero de conejos en el instante ¢ e y(¢) el nimero de zorros en el instante
t. En ausencia de zorros, la poblacién de conejos debe crecer a un ritmo proporcional al
mimero de conejos existente, debido a la provisién ilimitada de alfalfa. Asi pues, debe ser

dx

- = 9% (a>0)
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Es 16gico suponer, que el nimero de encuentros por unidad de tiempo entre zorros y
conejos es conjuntamente proporcional a = e y. Ademads, de esos encuentros, una cierta
proporcién dard como resultado la captura de un conejo por un zorro. Asi pues, debemos
considerar que

dx

dt
Por otro lado, en ausencia de conejos, la poblacién de zorros decrece a un ritmo propor-
cional al nimero de zorros, es decir

dy

E = —cy, (C> 0)

Ahora bien, como en el caso anterior, se produce un crecimiento de la poblacién de zorros
debido a sus encuentros con los conejos. Asi pues

=azx —bry, (a,b>0)

dy
i +dzy, (¢, d>0)

Tenemos asi que la interaccién de las dos especies viene descrita por el sistema

{ %:amfbxy

dr
S = —cy+dxy

con a, b, c,d > 0, con las condiciones iniciales x(0) = xg, y(0) = yo.
El sistema de ecuaciones diferenciales anterior recibe el nombre de ecuaciones depredador-
presa de Volterra. B

Ejercicio 1 Un circuito eléctrico RL contiene una fuerza electromotriz que produce un
voltaje de E(t) voltios (V') y una corriente de I1(t) amperes (A) en el tiempo t. El circuito
contiene también un resistor de una resistencia de R ohmios (1) y un inductor con una
inductancia de L henrios (H). Aplicando la ley de Ohm y la ley de Kirchhoff hallar la
ecuacion diferencial de primer orden que representa el funcionamiento del circuito.

Solucion: LY + RI = E.

Ejercicio 2 Los psicdlogos interesados en la teoria del aprendizaje estudian las curvas
de aprendizaje. Una curva de aprendizaje es la grifica de una funcion P(t), el desemperio
de una persona que aprende una habilidad en funcion del tiempo de adiestramiento t. La
derivada % representa la velocidad a la que mejora el desempeno. Si M es el mdzximo
nivel de desempeno que es capaz el aprendiz, resulta razonable suponer que % es propor-
cional a M — P(t) (al principio el aprendizaje es rapido pero luego, cuando aumenta el
desempenio y tiende a su valor mdzimo, la velocidad de aprendizaje disminuye). Hallar

la ecuacion diferencial que representa el aprendizaje.
Solucion: 42 = k(M — P(t)).

Ejercicio 3 Un objeto de masa m se deja caer desde el reposo y se supone que la Te-
sistencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto. Si s(t) representa la distancia
recorrida en la caida al cabo de t sequndos, entonces la velocidad es v = §'(t) y la ace-
leracion es a = v'(t). Si g es la aceleracion debida a la gravedad, entonces la fuerza que
actia sobre el objeto dirigida hacia abajo es mg — cv, en donde c es una constante pos-
itiwa. Aplicando la sequnda ley de Newton, hallar la ecuacion diferencial que representa
el movimiento del objeto.



Solucion: m%
on: me =
mS; =mg — cv.
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0.2. APLICACIONES DE LAS EDOs DE ORDEN 1

La resoluciéon de muchos problemas lleva a la integraciéon de ecuaciones diferenciales
ordinarias, como hemos visto en algunos ejemplos anteriores. Finalizamos esta seccién
presentando algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden.

0.2.0.1. Crecimiento de poblacién y similares

Sea z(t) la cantidad de individuos de una poblacién en el instante ¢. El ritmo de cre-
cimiento de la poblacién es proporcional al niimero de individuos, es decir

dz

— =kz

dt
Existen otros fenémenos que se rigen por una ecuacién diferencial similar: la desinte-
gracién radiactiva, el intercambio de calor, etc.

0.2.0.2. Caida de cuerpos y otros problemas de movimiento

La caida libre de un cuerpo viene determinada por la ecuacion diferencial m% = mg.
Si suponemos que el aire o cualquier otro medio ejerce una fuerza de resistencia propor-
cional a la velocidad del cuerpo que cae, la ecuacién diferencial del movimiento es

md—v—m — kv
ac =M

Ejemplo 6

Segin la ley de Newton, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es propor-
cional a la diferencia entre la temperatura T del cuerpo y la temperatura Ty del aire.
Si la temperatura del aire es de 20°C' y el cuerpo se enfria en 20 minutos desde 100°C
hasta 60°C , sdentro de cudnto tiempo su temperatura descenderd hasta 30°C 2.
Solucién:

La ecuacion
dT

dat
con Ty = 20, rige el comportamiento del sistema. Por lo tanto se trata de una ecuacién
de variables separables cuya solucién se obtiene del siguiente modo

darT
= [ kdt
/ T-Tp /

es decir In |T — Ty| = kt + C4, que equivale a

k(T —To)

T = TO +C€kt

donde se ha tenido en cuenta que T' > Tj.
En el instante inicial (¢ = 0), la temperatura del cuerpo es T' = 100°C y la del aire
Th = 20°C'. Entonces C' = 80 y la solucién es

T = 20 + 80~



La constante k se determina con la condicién de que para t = 20 la temperatura vale
T = 60°C'. Sustituyendo en la solucién se obtiene

In 2
60:2O+80620k:>k:—;—0

Por tanto el tiempo t que tarda en enfriarse a 30°C verifica 30 = 20 + 80e** de donde
1
t= lnTs, es decir

—In8 20In8 .
t=—7 = = 60 minutos
-5 In2

Ejemplo 7

Calcular la velocidad limite que alcanza un paracaidista en su caida, si se sabe que la
resistencia del paracaidas es proporcional a su velocidad.

Solucién:

La ley de Newton se puede expresar, en este caso, como

donde g es la aceleracién de la gravedad, m la masa, v la velocidad y Kv es la resistencia
del paracaidas, con K > (. Se trata de una ecuacién de variables separables, que se puede

resolver haciendo
mdv /
— = [ dt
mg — Kv

de donde se obtiene

K
—mln(mg—Kv) = t+Ci=In(mg— Kv)=——1t+Cs
K m

Kt

—Kv+mg = Cze m

Si el valor de t crece muy deprisa (¢ — 00), tenemos que la velocidad limite es

mg
Vlim = ?

ya que e~ — 0 cuando t — oo. B
Ejemplo 8

Se sabe que la velocidad de la desintegracion radiactiva es proporcional a la cantidad x
de la sustancia que queda atn no desintegrada. Determinese cémo x depende del tiempo
t, si en el instante incial tg se tenia x = xg de sustancia.

Solucién:

La ecuacién diferencial del proceso tiene por expresion

dx
=k
dt v
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Aqui, k > 0 es la constante de desintegracién (se supone conocida), el signo — es indicio de
que x decrece con el tiempo t. Al separar las variables e integrar la expresién, obtenemos

In|z| = —kt +In|C|, de donde z = Ce "

Tomando en consideracién la condicién inicial x\t:to = 1z llegamos a que C = xgehto,

por lo cual

z(t) = zoe Ft=to)

Ejemplo 9

Sea y(t) el nimero de miembros de una poblacién en un momento de tiempo ¢. Al
suponer que la velocidad de variacién de la poblacién es proporcional a la cantidad de la
problacién, llegamos a la ecuacién

dy/dt = ky

Pongamos k = m — n, donde m es el coeficiente de la velocidad relativa de natalidad, y
n, el coeficiente de la velocidad relativa de extincién; entonces k > 0 param >ny k <0
para m < n.

Si en el instante ¢ = 0 la poblacién es igual a yg, la ecuacién nos conduce a la ley
exponencial de variacién de la poblacion

y(t) = yoe*"

cuaando k < 0, y(t) — 0 para t — 4o00; cuando k > 0, y(t) — 400 para t — +o0.

La suposicién de que las magnitudes m y n son constantes no es cierta para poblaciones
grandes. En efecto, el gran nimero de miembros de una poblacién lleva a la disminucién
de los recursos correspondientes, lo que decrece la velocidad de natalidad y aumenta la
velocidad de extincién. Esto puede ser expresado mediante las leyes més simples

m:bl—bgy, n:b3+b4y
donde b; son constantes positivas (i = 1,2,3,4); entonces
k=m—mn=>b —bs— (ba+bs)y = (b2 +0ba) ((b1 —b3) /(b2 +bs) —y) = (A —y)

donde o = by + b4,A = (b1 — b3) / (bg + b4) .
La ecuacién de la dindmica de la poblacién en este modelo tiene por expresién

dy/dt = (A —y)y

Esta es la llamada ecuacién logistica que es fundamental en demografia y en la teoria
matemadtica de la ecologfa. Se utiliza en la teoria matematica de propagacién de rumores,
enfermedades y en otros problemas de fisiologia y sociologia. Al separar las variables en
la tdltima ecuacién, obtenemos

dy ACeAot
m = Oédt, de donde Yy = m
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Considerando que y(0) = yp, hallaremos la ecuacién de la curva logistica
y(t) = A/ (1+ (A/yo — 1))

Cuando a@ > 0y A > 0, obtenemos y(t) — A para t — +o00. La curva logistica contiene
dos parametros, A y «; para determinarlos se debe disponer de dos valores adicionales
de y(t) para algunos t; y to. O

Ejemplo 10

Un punto material de masa 1 gramo se mueve en linea recta debido a la accion de una
fuerza proporcional al tiempo e inversamente proporcional a la velocidad del punto. En
el instante t = 10 sequndos la velocidad era igual a 50 ¢m/s y la fuerza igual a 4 dinas.
¢ Qué velocidad tendra el punto al cabo de un minuto del comienzo del movimiento?.
Solucién:
En este caso la ley de Newton dice que

dv t

m— = K-

dt v
Las condiciones en el instante ¢ = 10 segundos indican que v = 50 cm/s y la fuerza
m% = 4 dinas. Entonces 4 = K19, con lo que K = 20. Luego, teniendo en cuenta que

50"
m = 1, queda que la ecuacién diferencial que rige el movimiento es

que es una ecuacién de variables separables, con solucién general

v=+C +20t2

Como v(10) = 50, debe ser 50 = /C + 2000 y por tanto C' = 500.
Al cabo de un minuto (¢ = 60) la velocidad serd

v =4/500 + 20 - 602 ~ 269,26 cm/s

Nota. La constante K de proporcionalidad que aparece en la ley de Newton se mide en
g.cm?/s%. O

Ejemplo 11

Un dia empezd a nevar por la manana y siguid cayendo nieve de forma constante el resto
del dia. A mediodia una mdquina quitanieves comenzd a limpiar una carretera a un ritmo
constante en términos de cantidad de nieve retirada en una hora.

La maquina limpid 2 km. hasta las 2 de la tarde y 1 km. mds hasta las 4 de la tarde. ;A
qué hora comenzé a nevar?.

Solucién:

Hemos de suponer que la velocidad de la méquina es inversamente proporcional a la
altura de la nieve, mientras que ésta es directamente proporcional al tiempo que ha
transcurrido desde que comenzé a nevar.

U:% C1 K
:}’[}:7:—
h=cot et t
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La ecuacién diferencial que rige el comportamiento es

ds K

dt— t
donde s(t) es el espacio recorrido por la mdquina después del tiempo ¢. Integrando dicha
ecuacion diferencial

K
s:/TdtzKlnt—i—A

Sea z el tiempo (en horas) que lleva nevando hasta las 12 es decir, 12 — z es la hora que
comenz6 a nevar (por tanto s(z) = 0). Las condiciones del enunciado se traducen en las

ecuaciones
0=Klhx+ A

2=Kln(z+2)+ A
3=Kln(z+4)+A

Restando las ecuaciones se obtiene

2=K (In(z+2) —lnz) = K In 22
3=K(In(z+4) —Inz) = KIn

Dividiendo las expresiones anteriores se tiene

2 ln%
3 In zt4

x

es decir
@+4° _ (z+2)?

x2 x3
Todo se reduce por tanto a obtener la tnica rafz positiva de la ecuacion

202 + 42 —8=0

La rafz positiva de esta ecuacién es z = —1 + /5. Es decir, empez6 a nevar aproximada-
mente sobre las 10 horas y 46 minutos. B
Ejemplo 12

Un tanque de 400 litros de capacidad contiene inicialmente una solucion salina de 150
litros de agua y 25 g de sal. Una solucion salina de 2 g/l de sal entra en el tamque a 10
litros por minuto, mientras que la mezcla resultante sale por un sumidero a 5 l/min.

¢ Qué cantidad de sal hay en el tanque en el momento en que éste empieza a rebosarse?.
Solucién:

Si Q(t) es la cantidad de sal que existe en el instante ¢, la ecuacién diferencial a resolver

es dQ Q
A A
a Taoee

que es una ecuacion lineal. La solucién general de la ecuacién es

K
=1030+¢t) + ———
@ ( +)+30+t
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Imponiendo la condicién inicial Q(0) = 25 se obtiene K = —8250. Luego la solucién es
8250
30 +¢

Como la capacidad del tanque es de 400 litros, empezard a rebosar en el instante ¢ en el
que 400 = 150 + 5t, es decir a los 50 minutos. La cantidad de sal serd entonces

8250
30 + 50

Q(t) = 10(30 + 1) —

Q(50) = 10(30 + 50) — = 800 — 103, 125 = 696,875 g.

tJ

Ejercicio 4 Consideremos un circuito eléctrico RL. Supongamos que en el circuito la
resistencia es de 12Q y la inductancia es de 4H. Si la bateria proporciona un voltaje
constante de 60V y el interruptor se cierra cuando t = 0 de manera que la corriente
empieza con el valor 1(0) = 0, calcular: a) I(t). b) La corriente al cabo de 1 segundo. c)
El valor limite de la corriente.

oL

Figura 4: Circuito RL.

Solucion: a) I(t) = 5(1 —e=3t). b) I(1) ~ 4,75A. ¢) 5A.

Ejercicio 5 Se sabe que un cierto material radiactivo decae a una velocidad proporcional
a la cantidad de material presente. Un bloque de este material tiene originalmente una
masa de mg gramos. Al ser observado después de 24 horas, ha experimentado una re-
duccion de masa del 10%. a) Encuentrar una expresion para la masa del cuerpo a un
tiempo cualquiera. b) Calcular el intervalo de tiempo que debe transcurrir para que el
bloque decaiga a la mitad de su masa original (esto es, su vida media).

Solucion: a) m(t) = moe 200439 b) 158h.

Ejercicio 6 La poblacion P(t) de un suburbio de una gran ciudad en un instante cualquiera
se rige por 42 = P(1071 —10~7P); P(0) = 5000, en donde t se mide en meses. a) ;Cudl
es el valor limite de la poblacion? b) sEn qué momento serd la poblacion igual a la mitad
de su valor limite?

Solucidn: a) 10°. b) 4,41 afos.

Ejercicio 7 Un reactor transforma plutonio 239 en uranio 238 que es relativamente
estable para uso industrial. Después de 15 anos se determina que el 0,0043 por ciento
de la cantidad inicial Ay de plutonio se ha desintegrado. Determinar la semivida de este
isdtopo (el tiempo necesario para que la cantidad inicial de dtomos se reduzca a la mitad)
st la rapidez de desintegracion es proporcional a la cantidad restante.

Solucion: 241790 anos.



