CONCEPTOS GENERALES

Ecuacién diferencial

Se llama ecuacion diferencial a cualquier ecuacion que contiene las derivadas
de una o mds variables dependientes, respecto de una o mds variables in-
dependientes.

Orden de una ecuacién diferencial
Se denomina orden de una ecuacion diferencial al de la derivada de orden
mds alto contenida en ella.

Ecuacion diferencial ordinaria. Ecuaciéon en derivadas parciales

Si en una ecuacion diferencial sélo interviene una variable independiente,
la ecuacion diferencial se llama ordinaria y en caso contrario se dice que
es una ecuacion en derivadas parciales.
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Las dos primeras son ecuaciones diferenciales ordinarias y la dltima en derivadas
parciales. Los érdenes son, respectivamente uno, cuatro y dos.
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CONCEPTOS GENERALES

Ecuacion diferencial ordinaria
Se denomina ecuacion diferencial ordinaria una ecuacion del tipo

F(X,y,y’,...,y(”)) =0

que liga la variable independiente x, la funcién buscada y = y (x) y las
derivadas de ésta y' (x), y" (x), ..., y(" (x) . F es una funcién conocida.

y" 4+ 3y’ 4+ cosy —senx =0 es una e.d.o. de segundo orden

y'logx =0 es una e.d.o. de primer orden
2xy + & + tgy” =0 es una e.d.o. de tercer orden
100

y'=x+y es una e.d.o. de primer orden
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CONCEPTOS GENERALES

Solucién de una ecuacién diferencial
Se denomina solucién de una ecuacién diferencial de n-ésimo orden en el
intervalo (a, b) a toda funcién y = ¢ (x) que tiene en el intervalo citado
derivadas de hasta n-ésimo orden inclusive y es tal que la sustitucion de
la funcion y = ¢ (x) y de sus derivadas en la ecuacion diferencial reduce
ésta a una identidad, para cualquier valor de x en el intervalo (a, b).
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ECUACIONES DE PRIMER ORDEN. DEFINICIONES

Introduccién
A partir de aqui, nos centramos ya en las ecuaciones de primer orden que, de acuerdo
con las definiciones anteriores, serdn de la forma

F(X,y,y') =0

siendo F una funcién real de x,y e y’. Supondremos que y es la variable depen-
diente, x la variable independiente y que ambas son reales.

Soluciones de una ecuacion diferencial de primer orden

Sea f una funcion real definida en un intervalo | y derivable en dicho
intervalo. Se dice que f es una solucion explicita en | de la ecuacion
F(x.y,y") =0, si al sustituir y = f(x) en la ecuacion diferencial, ésta
se verifica, Vx € |. Es decir

F(x f(x),f'(x)) =0, Vxel
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ECUACIONES DE PRIMER ORDEN. DEFINICIONES

Habr3 algunos casos en los que no podremos obtener la solucién en forma explicita

= y(x) y tengamos que limitarnos a dar la solucién como una relacién del tipo
g(x,y) = 0, diremos entonces que g(x,y) = 0 define una solucién en forma
implicita de la ecuacién diferencial.

Ejemplo
La ecuacion diferencial mas sencilla es la del tipo

y'=f(x)

donde f(x) es una funcién conocida, continua en cierto intervalo (a, b); y = y(x)
es la funcién que buscamos. Ya ha aparecido una ecuacién de este tipo en el tema
del cdlculo integral donde a partir de la funcion f(x) se necesitaba hallar la primitiva
de ésta F(x). Como se sabe, la funcién general que satisface la ecuacion diferencial
anterior tiene por expresion

y:/f(x)dX:f(x)+C

donde F(x) es una primitiva cualquiera para la funcién f(x) en el intervalo (a, b),
y C es una constante arbitraria. De este modo, la funcién buscada y = y(x) no es
tnica.
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ECUACIONES DE PRIMER ORDEN. DEFINICIONES

Del comentario anterior se desprende que una ecuacién diferencial puede tener
una infinidad de soluciones. Si de las infinitas soluciones queremos hallar una en
concreto, deberemos prefijar cierta condicién inicial y(xg) = yp. Geométricamente
esto significa que se prefija un punto My (xg, yo) por el cual ha de pasar la curva
integral que estamos hallando.

Figura: Problema de Valores Iniciales o Problema de Cauchy.
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ECUACIONES DE PRIMER ORDEN. DEFINICIONES

Teorema de existencia y unicidad del Problema de Cauchy
Sea la ecuacion diferencial

y'=f(xy) (1)

y supongamos que la funcion f (x,y) estd definida en cierto dominio D
en el plano xOy. Si existe un entorno ) del punto My (x0,y0) € D,
en el que se cumple que la funcion f (x,y) es continua y tiene derivada
parcial acotada of /dy entonces existe una tnica solucion y = ¢ (x) de la
ecuacion (1), definida en un cierto intervalo (XO — h,xg + h) del eje Ox ,
que toma el valor yg cuando x = xg.

Geométricamente esto significa que por el punto My (xg, yp) pasa una, y sélo una,
curva integral de la ecuacién (1).

El teorema es de cardcter local, es decir garantiza la existencia de la tnica solucién

y = ¢ (x) de la ecuacién (1) solamente en un entorno suficientemente pequefio del
punto Xp.
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ECUACIONES DE PRIMER ORDEN. DEFINICIONES

Solucién general

Llamaremos solucién general de la ecuacion diferencial y' = f (x,y), en
cierto dominio (), en el que se verifican las hipdtesis del teorema de exis-
tencia y unicidad, a una familia de funciones y = ¢ (x, C) dependientes
de x y de una constante arbitraria C (pardmetro), tal que:

1) para cualquier valor real de la constante C la funcion y = ¢ (x, C) es
solucion de la ecuacion diferencial

q); (x,O)=f(x,¢(x,C)); Vxe€ (xo—hxo+h)

2) cualquiera que sea la condicion incial y|x—x, = yo, se puede elegir un
valor Cy de la constante C tal que la solucion y = ¢ (x, Cp) satisface la
condicion inicial

¢ (x0. Co) = yo

Se supone que (xg, ¥p) € Q.
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ECUACIONES DE PRIMER ORDEN. DEFINICIONES

Solucién Particular

Llamaremos soluciones particulares de la ecuacion diferencial y' = f (x, y)
a las soluciones que se obtienen de la solucion general dando valores
concretos a la constante arbitraria C. Por tanto, la solucion general de
la citada ecuacion diferencial puede ser definida como el conjunto de las
infinitas soluciones particulares de la ecuacion.

En el proceso de integracion de una ecuacién diferencial llegamos con frecuencia a
la ecuacién

P (x,y,C)=0

la cual prefija la solucién general de la ecuacién en forma implicita.

La ecuacién anterior suele recibir el nombre de integral general de la ecuacién
diferencial (1).

La ecuacién @ (x,y, Cy) = 0, donde Cy es cierto valor concreto de la constante C,
se llama integral particular.
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ECUACIONES DE PRIMER ORDEN. DEFINICIONES

Solucién Singular

Una solucion y = 1 (x) de la ecuacion diferencial (1) se llama singular, si
en cada uno de sus puntos se perturba la propiedad de unicidad, es decir,
si por cada uno de sus puntos (X, yo) pasa, ademds de la solucion citada,
también otra solucion de la ecuacion (1) que no coincide con y = (x)
en un entorno tan pequefio como se quiera del punto (xg, yp)-

La grafica de la solucién singular se denomina curva integral singular de la ecuacion.
Geométricamente dicha gréfica representa la envolvente de un haz de curvas inte-
grales de la ecuacion diferencial definidas por su integral general. (Recordemos que
se llama envolvente de un haz de curvas @ (x, y, C) = 0 a una curva que en cada
uno de sus puntos es tangente a una curva del haz).

Por consiguiente, para que la ecuacién (1) tenga solucién singular, es necesario, que
no se cumplan las condiciones del teorema de existencia y unicidad.
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ECUACIONES DE PRIMER ORDEN. TIPOS

Ecuaciones lineales
Llamaremos ecuaciones diferenciales lineales a aquellas de la forma

y' + f(x)y = g(x)

Se puede demostrar que este tipo de ecuaciones siempre admiten como factor inte-
grante el f)dx Ep primer lugar multiplicamos por el factor integrante

ej f(X)anTi + ej f(x)de(X)y _ ej f(x)dxg(x)

véase que el primer miembro lo podemos poner como la derivada de un producto,
por lo que se cumple

d X)dax X )ax
9 (oI 10100y) = ol 0954

Si ahora integramos los dos miembros de la igualdad anterior

eff(x)dxy _ /eff(x)dxg<x)dx+ C

Por lo tanto la solucién general es y = e— JF(x)dx (f eff(x)dxg(x)dx+ C)
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