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0.1. SISTEMAS DE ECUACIONES

0.1.1. Conceptos previos

Al comienzo del tema definimos los sistemas de ecuaciones diferenciales en general. En
esta seccién vamos a ver el caso particular en el que el sistema de ecuaciones diferenciales
es lineal, que es el caso méds comin en los problemas de Ingenierfa.

Definiciéon 1 Sistema lineal

Un sistema lineal de m ecuaciones diferenciales y n funciones incégnitas
y1(x), - - yn(z) es de la forma

1(@)yi(x) + ar2(@)y2(z) + - - + an(z)yn(z) + Fi(z)
21(2)y1(2) + aze(z)ye(z) + -+ + a2n(@)yn () + Fao(z) W

Definiciéon 2 Solucion de un sistema lineal

Supongamos que f1(x), fa(x), -, fn(x) son funciones derivables en un cierto
intervalo I. Diremos que dichas funciones son solucion en I de (1) si se
verifica

1(z) fi(z) + a12(x) fa(w) + - + a1n () fr(z) + F1 ()
21($)f1($) + a22(-7:)f2(x) + -+ a2n(x)fn(-r) + FQ(x)

7/1(*7") = anl(m)fl(x) + an?(x)f2(x) + 4+ ann(x)fn(x) + Fn(w)

Vamos a definir el problema de Cauchy, o problema de valores iniciales, de la misma
forma que lo hicimos para una sola ecuacién diferencial.

Definicién 3 Problema de valores iniciales

Considerando el sistema de ecuaciones diferenciales (1) y dado un punto
0 € I y n ndmeros reales Yi,, Y2,," > Yno, llamaremos problema de valores
iniciales, al cdlculo de n funciones fi(x), fa(z), -+, fu(x), definidas en I,
que verifiquen el sistema (1) y cumplan las condiciones

f1(zo) = y1,, f2(20) = Y200+ fr(T0) = Yny (2)

A dichas condiciones se les denomina condiciones iniciales.
Por comodidad en la notacién, vamos a ver cémo podemos expresar los sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales en forma vectorial o con notacion vectorial.



Con esta notacién
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El sistema lineal de ecuaciones diferenciales, lo podemos expresar como

El problema de valores iniciales consiste en, dados 29 € I e Y € R”, hallar Y () que

verifique

{ Y (z) = A(z) - Y(z) + F()

?(960) =Y,

Vamos a exponer un teorema que nos permite asegurar la existencia y unicidad de solu-
cién, en los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

Teorema 1 Teorema de existencia y unicidad

Supongamos que son continuas en el intervalo I, las funciones a;j(z), Vi,j =
1,2,-+-  n, y las funciones F;(z), Vi=1,2,--- n.

Entonces, para todo xo € I, y para todo Yo € R", existe una y sélo una
solucion en I, del problema de valores iniciales

Y (2) = A(z) - Y(z) + F()

{ Y (z0) = Yo

Pasamos a estudiar los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales cuando el término

independiente es nulo.
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0.1.2. Sistemas lineales homogéneos

Llamaremos sistemas lineales homogéneos, aquellos en los que se cumple que las funciones
Fi(x)=0,¥i=1,2,--- ,n, o lo que es lo mismo

F(z)=0
por lo que serdn de la forma
1(@) = a1 (2)y1 () + ar2()y2(z) + - -+ + a1n(7)yn ()
Yo () = az1(2)y1(x) + az2(x)y2(z) + -+ - + az2n(2)yn ()
V(@) = a1 (@)1 (2) + ana (€)y(@) + - + Qun(2)ya ()

En notacién vectorial
!

Y () = A(z) - Y (x)

Para resolver los sistemas lineales homogéneos necesitamos el concepto de dependencia
lineal de funciones f(z): I C R — R"™ que recordamos brevemente.

Definicion 4

Dadas las funciones fi(x), fo(z), -+, f(x) : I — R™ I C R, decimos
que son linealmente dependientes en I, si existen nimeros reales oy, g, -«
A, no todos nulos tales que

al?l(m) +a2?2(x)7 ,am?m(l') :67 Ve el

En caso contrario se dice que las funciones son linealmente independientes
en I.

Una vez que hemos recordado el concepto de dependencia lineal en el espacio vectorial de
las funciones, veamos cémo podemos hallar las soluciones de un sistema lineal homogéneo.

Definicién 5 Sistema fundamental de soluciones

Dado el sistema lineal homogéneo (3), decimos que el conjunto de soluciones
de dicho sistema

{?1(.73‘),?2(1‘), ce ,?n(a:)}

es un sistema fundamental de soluciones en I si las funciones
Yi(z), Ya(z), -+, Yyu(z): I —R" TCR
son linealmente independientes en el intervalo I.

A continuacién exponemos un teorema, através del cual definimos los conceptos de solu-
cién general y solucién particular de un sistema lineal homogéneo.



Teorema 2

Cualquier solucion del sistema (3),}71 el intervalo I, la podemos expresar
como combinacidn lineal de Y1(z), Ya(z), -+, Y (z), siendo

{?1(1’),?2(.%), to a?n(x)}

un sisterma fundamental de soluciones, en el intervalo I, de (3), por lo que a
la expresion

?(.Z‘) = 01?1 ({E) + Cg?g(fb) + -+ Cn?n(x)
con Cy, Cs, --- ,C,, constantes arbitrarias, le llamaremos solucion general.

A cada una de las soluciones que obtenemos a partir de la solucién general, dando valores
concretos a las constantes arbitrarias le llamaremos solucidn particular.

Acabamos de ver que para hallar la solucién general del sistema lineal homogéneo (3)
tendremos que hallar n soluciones y comprobar que son linealmente independientes, es
decir comprobar que forman un sistema fundamental de soluciones.

Por ello vamos a estudiar a continuacién algunos conceptos y teoremas que nos permitirdn
comprobar la independencia lineal.

Definiciéon 6 Wronskiano

Dadas las funciones f,(x), fo(z), -+, f,(x): I — R* I CR, de la forma

50 L (0 6
fi(z) = 21: s falz) = 22: ;s (@) = 2n:

se llama wronskiano de dichas funciones a la funcion W : I — R

fuu(@)  frz(z) - fin(®)

Wia) = f21.(33) f22.($) f2n.(96)

(@) fua(@) - fanl@)
Teorema 3

Sean las funciones Y1(x), Yo(z), -+, Y, (z) : [ — R™, I C R. Supongamos
que estas funciones son soluciones, en I, de

/

Y () = A(z) - Y (x)

Entonces dichas funciones son linealmente dependientes en I, si y sdlo si se
verifica que
W(z)=0, Vel
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Corolario 1 Caracterizacion de las soluciones linealmente independientes

Las soluciones Y1(x), Yo(z), -+ ,Yp(x) : I — R™ I CR del sistema
Vi(2) = A) Y ()

son linealmente independientes en I, si existe x € I tal que W(x) # 0.

Vamos a enunciar un teorema que nos permitird ampliar el teorema anterior, facilitdn-
donos el estudio de la independencia lineal de las soluciones.

Teorema 4 Formula de Liouville

Sean Y1(z), Ya(x), -+ ,Yp(z) : I — R", I C R soluciones en I de

Denotemos por W (z) al wronskiano de dichas funciones y sea xo € I. En-
tonces

—/ TrA(t)dt
Wi(x) =W (z9)e Y=o , Yoel

siendo
Tr [A(t)] = au(t) + agg(t) + e+ a,m(t)

es decir la traza de la matriz A.
A la vista de esta féormula es inmediato deducir el siguiente corolario.
Corolario 2

O bien W(z) =0 para todo x € I, o bien W (z) # 0 para todo x € 1.
Teniendo en cuenta lo anterior, se deduce facilmente el siguiente teorema.
Teorema 5 Caracterizacion de las soluciones linealmente independientes

La condicion necesaria y suficiente para que las soluciones

del sistema )

Y(z) = A(z) - Y ()

sean linealmente independientes en el intervalo I es que W (x) # 0 para todo
xel

Pasamos a continuacién a estudiar los sistemas homogéneos de coeficientes constantes.



0.1.3. Sistemas lineales homogéneos de coeficientes constantes
Estos sistemas de ecuaciones diferenciales son de la forma

yi(z) = anyr () + araya2(x) + - - + a1 yn(2)
ys(z) = a21y1(2) + agoya(x) + - - - + a2 yn(2)

y;L(I) = an1Y1 (I) + an2y2($) + -+ annyn(‘r)
en donde los coeficientes son constantes, es decir a;; € R, Vi,j =1,2,--- ,n.
Podemos expresarlo en forma vectorial como

—/

Y (z)=A-Y(x)

siendo
a11  ai2 - Qip
@21 Qa2 -+ A2p
A =
an1 An2 e Ann

una matriz cuyos términos son nimeros reales. Para hallar la solucién, deben distin-
guirse dos casos, dependiendo que la matriz sea diagonalizable o no lo sea. En este libro
estudiaremos sélo el caso en el que A es diagonalizable. Remitimos al lector a textos
especializados en ecuaciones diferenciales para el estudio del segundo caso.

0.1.3.1. Matriz A diagonalizable

Cuando la matriz es diagonalizable la solucién depende de cémo sean los valores propios.
Valores propios reales

Teorema 6 Valores propios reales

Supongamos que tenemos n vectores propios Vi, Va, ---,Vy, de la matriz
A, linealmente independientes, asociados a los valores propios reales A1, Ao,
<o, An. Entonces

{eklxvla ekzwv27 e 76/\nzvn}

es un sistema fundamental de soluciones del sistema ?/(.’L') = A(z) - Y(2), y
por tanto la solucion general serd

?(1') = CleAlmvl + Oy e)\za:VQ I Cnex\nwvn

Demostracion:

Vamos a ver que cada e**V; es solucién de
!

Y (z)=A(z) - Y(x)

Sabemos que debido a que V; es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio
i, se verifica que - -
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por lo tanto
(e’\ixvi)/ = e)‘iw&‘vi = ehi® (A : VZ) =A (e/\ixvi)

es decir que en efecto e*®V;, Vi = 1,2,--- ,n, son soluciones del sistema (4).
Ademss de ser soluciones veamos que

{e)qmvlv 6A2xv27 76>\nzvn}

son linealmente independientes. En efecto, el wronskiano W (z) de estas funciones en
x = 0 coincide con el determinante de la matriz cuyas columnas serian los vectores

Vl, VQ, -+, V, y dicho determinante es distinto de cero, por ser los vectores linealmente
independientes, es decir W(0) # 0, por lo que

{6A1$V1a 6A2mV27 o 7e>\nmv’n}
constituyen un sistema fundamental de soluciones del sistema ?I(a:) = A(z) - Y(z), que
es lo que querfamos demostrar. q
Ejemplo 1

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Y1 = —3y1 + Y2 + y3
Yo =11 — 3Y2 + Y3
yh =y1 + Y2 — 3y3

Solucién: )
Como vimos anteriormente el sistema lo podemos expresar como Y (z) = A(z) - Y (x),
siendo

31 1\ ()
A= 1 =3 1 |i7@=| nw
11 -3 ys(x)

En primer lugar hallamos el polinomio caracteristico de A.

-3-A 1 1 1)+ (2)4(3) —1-X —-1-X —-1-2AX
A-A|=| 1 —3-x 1 |W& 1 -3-x 1
1 1 -3-A 1 1 -3-A
1 1 1 1 1 1
—(-1-AN[1 =3-x 1 |=-(+D1|1 -3-x 1
1 1 -3-A 1 1 -3-A
1 0 0
——(A+1)|1 —4=Xx 0
1 0 —4 - A
=—A+1)(-4=-2)>=-A+1)(A+4)
Por lo que los valores propios serdn A = —1 (Simple) y A = —4 (doble). A continuacién

calculamos los vectores propios asociados.



Las ecuaciones del subespacio propio asociado a A = —1 son
-2 1 1 1 .
N A I e
11 -2 T3 toemes
—3r14+3x2 = 0= 21 =29 =123

Por tanto una base de vectores propios para este subespacio es

o 1
Vi=11
1
Por otra parte, las ecuaciones del subespacio propio asociado a A = —4 son
1 11 1
1 1 1 . o :6:>$1+$2+.’E3:0
1 1 1 T3

Por tanto como base de vectores propios para este subespacio, podemos escoger

1 B 1
V2: -1 5 V3: 0
0 -1

Una vez que hemos hallado los vectores propios, sabemos que un sistema fundamental
de soluciones es

1 1 1
e 1 |, et -1 |, e 0
1 0 1

Por lo que la solucién general es

1 1 1
Y()=Cie ™| 1 | + Coe ™ | —1 | 4+ Cse™* 0
1 0 —1

Si desarrollamos los vectores, podemos expresar la solucién general de la siguiente forma

y1(z) = Cre™™ + Coe 4% + Cze 4
yo(z) = Cre™ — Coe™®
y3(z) = Cre™% — Cze™4

Nota. Obsérvese que aunque tenemos dos valores propios iguales, debido a que hay tres
vectores propios linealmente independientes la matriz es diagonalizable. ]

Ejemplo 2
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Y =3y1 +y2—ys
Yy = Y1 + 3y2 — Y3
Y3 = 3y1 + 3y2 — y3
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Solucién: _, -
Como vimos anteriormente el sistema lo podemos expresar como Y (z) = A(z) - Y (),
siendo

31 -1 _ y1 ()
A=11 3 -1 |;Y(@) = w
3 3 -1 ys()
En primer lugar hallamos el polinomio caracteristico de A.
3—A 1 -1 D-(2) 2—A —24A 0
|A— M| = 1 3—-A -1 = 1 3—A -1
3 3 e R\ 3 3 —-1-A
1 -1 0 1 0 0
=2-XMN)|1 3-A\ -1 =2-XN|1 4-)\ -1
3 3 —1-A 3 6 —1-A

=2-N\=32+2)—=(2-N3(1-))

Por lo que los valores propios serdn A = 1 (simple) y A = 2 (doble). A continuacién
calculamos los vectores propios asociados.
Las ecuaciones del subespacio propio asociado a A = 1 son

2 1 -1 T

Lo 1 | :0:{ 2 e =0 :»{ o=
3 3 _9 s 1 2 3= 3 = OT2
Por tanto una base de vectores propios para este subespacio es
o 1
Vi=1|1
3

Por otra parte, las ecuaciones del subespacio propio asociado a A = 2 son

1 1 -1 X1
11 -1 || 20 |=0=214+22—23=0
3 3 -3 T3

Por tanto como base de vectores propios para este subespacio, podemos escoger

1 0
Vo= 0|, V5= 1
1 1

Una vez que hemos hallado los vectores propios, sabemos que un sistema fundamental
de soluciones es

1 1 0
el 1 ],ex| 0], | 1
3 1 1

Por lo que la solucién general es

Y(@)=Cre® | 1 | +Ce® | 0 | +C3e* | 1
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Si desarrollamos los vectores, podemos expresar la solucién general de la siguiente forma

y1(z) = Cre® + Coe?”
yQ(I’) = Cle"’” —+ 0362:”
Y1 (1’) = 36116z + 026293 + 036293

]
Valores propios complejos
Vamos a comprobar que cuando la matriz A posee valores propios complejos, si A = a+bi
es un valor propio complejo asociado al vector propio V = R + S%, entonces \* = a — bi,
es un valor propio asociado a V' =R-3Si.
En efecto si A es valor propio de la matriz A asociado al vector propio V, se verifica que
AV =XV = A (R+5i)=(R+5i)

Si ahora tomamos conjugados en los dos miembros de la igualdad anterior y tenemos
encuenta que A es una matriz real, se obtiene que

(A-(R+Si)" = (A(R+8i) = A (R+8i) =R+ 5i)
— A-(R—5i) = (a—bi)(R- Si)

Por lo que en efecto A\* = a — bi es valor propio asociado al valor propio V- = R — Si.
Por este motivo en el sistema fundamental de soluciones apareceran las soluciones

e(a+bi)zv — 6(a+bi)z (E—Fgl)
Yo(z) = ela=teyy — gla—bi)e (E — gi)

Teniendo en cuenta la férmula de Euler estas soluciones las podemos expresar de la
siguiente forma

Yi(z) = e*(cosbz + isenbz) (R + Si)
= [e“ cosbzR — e® sen bm?] +1 [e“r sen br R + €** cos bmﬂ

Ya(z) = e*(cosbr —isenbz) (R — Si)
= [e‘” cos bzR — e® sen bx?] —1 [e‘m senbr R + €** cos bxﬂ

Teniendo en cuenta que

e cosbrR — e*“senbzS = Re|[Y1(2)]
e senbzR + e cosbzS = Im[Y:(z)]
se cumple que
Yi(z) = Re[Yi(z)] +ilm[Vi(z)]

2() = Rel[Yi(z)] —ilm [Yi(z)]
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por lo que en la solucién general aparecerfan los sumandos

Y(z)=-+ K Yi(x)+ KyYo(x)+ -

=+ K (Re Yl(:r)} + i Im Wl(w)}) + Ko (Re Yl(:v)] —¢Im Wl(x)]) + -

=+ (K1 + K2)Re [Y1(2)] + (K1 — Ky)iIm [Y1(z)] + - -
Renombramos las constantes arbitrarias de la siguiente forma Ky + Ko = Cy y (K71 —
K5)i = Cs, con lo que la solucién general sera de la forma

Y() = -4+ CiRe[YVi(z)] +Colm [Yi(z)] +---
= ...4+CiRe [e(‘ﬂfbi)xV} + C5Im |:6(a+bi)wV} 4

Por tanto si al hallar los valores propios de la matriz diagonalizable A, tenemos valores

propios complejos, la forma de hallar el sistema fundamental de soluciones lo podemos
resumir de la siguiente forma.

Teorema 7 Valores propios complejos

Si tenemos los valores propios complejos A = a + bi, hallamos tnicamente
el vector propio V, correspondiente al valor propio a + bi. Entonces en el
sistema fundamental de soluciones del sistema

!

Y (z) = A(z) - Y ()

aparecerdn las funciones reales Re [e(“+bi)x7] y Im [e(“"‘bi)"”V] , es decir serd
de la forma

{. .., Re {e(aﬂn‘)wv] Im [e(aﬂn‘)wv} }
Ejemplo 3
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
Y1 =2y1 — 5y2
Yz = 2y1 — dy2

Solucién: )
Como vimos anteriormente el sistema lo podemos expresar como Y (z) = A(z) - Y (),

siendo
=3 5)ve-(00)

En primer lugar hallamos el polinomio caracteristico de A.

2—-A -5

|A_M|:‘ 2 —4-2

’:)\2+2)\+2:(A+1)2+1

Por lo que los valores propios serén A = —1+14iy A = —1 — 4. A continuacién calculamos
el vector propio asociado a a + bi = —1 + 1.
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Las ecuaciones del subespacio propio asociado a A = —1 4 ¢ son
3—1 -5 X1 _ = (3—i)$1—5l‘2:0
(%2 SR (n) == nonT
3
(3*7:)£E1 = Bro = 19 = 21‘1

Si escogemos z1 = 5, el vector propio asociado es

B 5
T\ 3—1
Por lo que

elatbi)zyy _ o(~1+i)z ( 5 i ; ) =e “(cosx + isenx) [(
5
3

Y 5 L 0 I
:|:€ COSJ,‘(B)—@ senm( 1 >:|+Z|:€ senx(

De aqui obtenemos

(—148)a77] _ —= 5 R 0 . S5e % cosx
Re [e V] ¢ COSQ:( 3 > € senx( -1 ) - ( 3e"Tcosz+e Tsenzw

Im [e(_1+i)’”V} =e "senx X + e Fcosx 0 = _ e senﬁa:
3 -1 e Psenx —e Tcosx

Por lo que un sistema fundamental de soluciones es

S5e % cosx Se *Tsenx
3e Tcosx +e Tsenx )’ 3e Tsenxr — e *Fcosx

La solucién general es

= e ¥ cosx e ¥senx
Y(w)=0C ( 3e ¥ cosr+e “senz ) +C < 3e *senx —e “coszw )

Si desarrollamos los vectores, podemos expresar la solucién general de la siguiente forma

<l

y1(z) = 5C1e* cosx 4+ 5Che % sen x

ya(z) = C1 (Be " cosxz + e Tsenzx) + Cz (3e T senz — e~ 7 cos)
Ejemplo 4
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Y1 = 2y1 + 4y
Yo = —y1 + 22

Solucion:
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El sistema lo podemos expresar como ?/(ac) = A(z) - Y(x), siendo

(4 2= (58)

En primer lugar hallamos el polinomio caracteristico de A.

2—-A 4

|A_M|:‘ -1 2-)

'=A2—4)\—|—8:(/\—2)2+4

Por lo que los valores propios serdn
A=242i y A=2-2

A continuacién calculamos el vector propio asociado a a + bi = 2+ 2i. Las ecuaciones del
subespacio propio asociado a A = 2 + 2i son

—21 4 €1 = —2tx1 + 429 =0 _ o
(1 2’L><JIQ>_O:>{ *$172’L'LE2:0 — 0= 2,“]:2

Si escogemos z2 = 1, el vector propio asociado es

(1)

(@b s — (2420) ( 7122‘ )
w2 )4 =
0 =
= |e** cos 2z 0 _ e?® sen 2z —2 +1i [e®® sen 2z 0 + €2 cos 2z —2
1 0 1 0
De aqui obtenemos
P _ 2x
Re [e(2+21)”’V} = e® cos 2z 0 _ €2® sen 2z 2 = 26296 sen 2
1 0 e“" cos 2z
2z
(2420277 | _ 2z 0 % -2\ [ —2e**cos2zx
Im {e V]fe sen2x( 1 )+e 0052x< 0 )< 27 son O
Por lo que un sistema fundamental de soluciones es

2¢%% sen 2z —2e2% cos 2z
€%® cos 2x ’ €%® sen 2z
La solucién general es

2T _ 2x .
Y(x) =C1< 2e“* sen 2x > +02( 2e*" cos 2x )

€%® cos 2x e® sen 2z

Por lo que

= €2 (cos 2z + i sen 2) {( (1)
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Si desarrollamos los vectores, podemos expresar la solucién general de la forma siguiente

y1(z) = 2C1e2® sen 2x — 20%€%* cos 2x
yo(z) = C1€%* cos 22 + Cre®® sen 2z

CJ
Finalizamos esta seccién indicando que el caso en el que la matriz A no es diagonalizable,
que debe resolverse apoydndose en la triangularizacién de matrices, no lo abordaremos
en este libro. El alumno interesado deberd acudir a textos mas especializados sobre ecua-
ciones diferenciales.

Ejercicio 1 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Yy =1 +2y2 — y3
Yo = Yo + U3
ys = —y2 +u3

Solucion:

Cy (2e® cosx + " senx) + Cy (2e” senx — e cosx) + Cze”
z) = —Cie*senz + Cae” cosx
y3(z) = —Che® cosx — Cae” senx

<
=
—~
8
~
I

Ejercicio 2 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

{ yi = —y1 + 3y2
Yy = —3y1 — Y2

Solucion:

y1(z) = Cre " cos 3z 4+ Coe™ " sen 3x
ya(z) = —Cre " sen 3z + Cre™ " cos 3z

Ejercicio 3 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Y1 =3y1 — Y2 +y3
Yo = —y1+5y2 — Y3
Y3 = Y1 — Y2 + 3y3
Solucion:
y1(z) = C1e2® + Coe3® + C3eb7
yo(z) = Coe3® — 2C3e57
y3(x) = —C1e®® + Cae3® + C3e®”

Ejercicio 4 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Y1 =3y1 +2y2 — 2y3
Yo=—Y1 — Y2+ s
Y3 =2y1 — y3
Solucion:
y1(z) = Cre® + (A — B)cosz — (A+ B)senzx
ya(z) = Beosx + Asenx
y3(z) = C1e” + 2Acosxz —2Bsenx
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0.1.4. Sistemas lineales no homogéneos

Volvamos a considerar los sistemas no homogéneos, es decir aquellos de la forma

1 (@) yi(x) + ar2(z)y2(z) + - - + arn(@)yn(x) + Fi(z)
21(x)y1 () + a2 (x)y2(x) + - - - + a2n(@)yn(z) + Fa(x)

y’:L(‘r) = anl(m)yl (il?) + ang(x)yg(x) + e+ ann(w)yn(x) + Fn(w)

Recordemos que con la notacién

an(z) ax(z) -0 a(w)
Ale) = azi(z) ag(z) - aw(x)

an1(x)  an2(x) - apn()

1 (z) Fi(z) Y1,
Y(z) = y2f ) ; F(z) = F2:(x) ; Yo = y.20

el sistema lineal de ecuaciones diferenciales no homogéneo, lo podemos expresar como

—/

Y (z) = A(x) - Y(x) + F(x)

Veamos un teorema que nos permitird hallar la solucién general del sistema no homogé-
neo, habiendo hallado previamente la solucién del sistema homogéneo asociado.

Teorema 8

Dado el sistema lineal de ecuaciones diferenciales
Y'(2) = Alw) - V() + F(z) (2)
suponiendo que ?p(x) es una solucion particular del mismo y que

{71(37),72(:13), e ,Yn(m)}

es un sistema fundamental de soluciones del sistema homogéneo asociado
?/(:E) = A(z) - Y (x), entonces se verifica que la solucion general del sistema
lineal no homogéneo (2) es

Y(z)=C1Y1(x) + CoYa(z) + -+ + CY p(x) + Y, (2)

Demostracién:

Vamos a demostrar que en efecto la solucién general del sistema lineal no homogéneo es
igual a la solucién general del sistema homogéneo asociado més una solucién particular
del no homogéneo. Para ello en el sistema (2) realizemos el cambio de variable siguiente

Y(x) = Z(z) +Yp(x)
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Efectuando el cambio de variable obtenemos

(Z(z)+Y,(2)) = Ae)- (Z(z) +Y,(x)) + F(z)
Z'(2)+Y,(z) = Ax) Z(z)+A(z) Y,(z) + F(z)

Debido a que Y () es solucién particular de (2) se verifica

J—) —_

Yy (z) = A(@) - Yy(2) + F(2)

~

y por tanto

7 (1) = Aw) - Z()

que es el sistema lineal homogéneo asociado, cambiando la variable Y (z) por Z(z).
Debido a que {Y1(z),Y2(x), -+ ,Y,(z)} es un sistema fundamental de soluciones de
este sistema lineal homogéneo, su solucién general es

Por ultimo si deshacemos el cambio de variable obtenemos

Y(z)=Z(x)+Y,(z) =Y (x) =C1Y1(2) + CoYa(z) + -+ + C,Y p(2) + Y, (2)

que es lo que querfamos demostrar. q
Por tanto para hallar la solucién general de un sistema lineal no homogéneo necesitamos
hallar, en primer lugar, la solucién general del sistema homogéneo asociado y posterior-
mente una solucién particular del no homogéneo, a continuacién vamos a ver un método
que nos permitird hallar esta solucién particular.

Teorema 9 Método de variacion de las constantes

Dado el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ?/(.’E) = A(x)-Y(2)+F(z)
y suponiendo que o - -
{Y1($), YQ(J:)) o aY’n(m)}

es un sistema fundamental de soluciones del sistema homogéneo asociado
—/

Y (z) = A(x) - Y (), entonces se verifica que

Yy(2) = C1(2)Y1(2) + Co(2)Y2(2) + -+ + Cp (@)Y n(2) (1)
es solucion particular del sistema no homogéneo si las funciones C;(x), Vi =
1,2,--- ,n verifican

Ci(@)Y1(z) + C3(2)Y2(2) + -+ + Cp (@)Y u(2) = F(z) (2)
Demostracion:

Para demostrarlo hallamos en primer lugar 7;(30)

! /!

Y, (z) = C1(2)Y 1 (2) + Co(2)Y o () + - - + Cr(2) Yy () +
+C(2)Y1(2) + Co(2)Yo(x) + - - + Cp ()Y n(2)
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Teniendo en cuenta las hipétesis del teorema, se verifica

V(@) = Ci(2)A(w) - Vi(@) + Co(2)A(x) - Valw) + - + Cul(2) Alw) - Yalz) + F(2)
= A(z) - (C1(x)Y1(z) + Co(2)Y 2(x) + - 4 Cpn(2)Y n(2)) + F(2)
= A() Y, (@) + F(2)

que es lo querfamos demostrar. q
Para aplicar el método de variacién de las constantes, en primer lugar hallamos un sistema
fundamental de soluciones del sistema homogéneo asociado

{?1(1‘),?2(1’), R ,Yn(l')}

y posteriormente planteamos el sistema (2) de n ecuaciones con n incégnitas, en el que las
incégnitas son las funciones C/(z), Vi = 1,2,--- ,n. Una vez halladas dichas incégnitas,
integrando, hallamos C;(z), Vi = 1,2, - ,n. Por tltimo sustituyendo en (1) obtenemos
la solucién particular.

Obsérvese que (2) es un sistema de n ecuaciones con n incégnitas compatible y determi-
nado, debido a que el determinante de los coeficientes es el wronskiano de

{?1(33),?2(3}), s 7?n($)}

y por tanto distinto de cero por ser un sistema fundamental de soluciones de un sistema
lineal homogéneo.

Ejemplo 5
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Yy =2y1 — 2y2 + 2y3
Yo = 2y1 — 2y2 + 2y3 + 1 — €**
yh =2y1 — 2y +2y3 + 1 — **

Solucién: _, - -
El sistema lo podemos expresar como Y (x) = A(x) - Y (x) + F(x), siendo

2 -2 2 o y1(x) - 0
A= 2 =2 2 |;Y(@) = w) |; Fa)=| 1-¢*
2 -2 2 y3(z) 1—e?

En primer lugar resolvemos el sistema homogéneo asociado y para ello hallamos el poli-
nomio caracteristico de A.

2-\ =2 P e S 0
A-X|=| 2 —2-) 2 = 2 —2—-X 2
2 -2 2-2) 2 -2 2-)

1 -1 0 1 0 0

2 -2 2-) 2 0 2-2)\

——)\‘ A2 ‘— AN —2)) = —A* (A —2)
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Por lo que los valores propios serdn A = 2 (simple) y A = 0 (doble). A continuacién
calculamos los vectores propios asociados.
Las ecuaciones del subespacio propio asociado a A = 0 son

2 -2 2 1
2 =2 2 || 22 | =0=221 —222+223=0= 21 —29+23=0
2 =2 2 T3
Por tanto como base de vectores propios para este subespacio, podemos escoger
- 0 - 1
V1 = 1 3 Vg = 1
1 0

Las ecuaciones del subespacio propio asociado a A = 2 son

0 -2 2 I

o 4 2| | 2 |=20— { —22xx2_+22xx3_:00 N { i:s i i2
9 _9 0 s 1 2= 1= T2
Por tanto una base de vectores propios para este subespacio es
- 1
Va=1 1
1

Una vez que hemos hallado los vectores propios, sabemos que un sistema fundamental
de soluciones es

0 1 1
Yiz)={ 1 |, Y@= 1 |, Ys@&)=e>*]| 1
1 0 1

Calculemos ahora una solucién particular del sistema no homogéneo por el método de
variacion de las constantes.
Buscamos la solucién particular de la forma

Yy(z) = Ci(2)Y1(2) + Ca(2)Y2(2) + C3(2)Y 3(2)
teniendo que verificarse el sistema de ecuaciones
Ci(@)Y1(2) + C3(2)Y2(2) + C3(2)Y3(w) = F(2)

Sustituyendo los valores obtenidos la solucién particular es de la forma

0 1 1
Yy@)=Ci(z)| 1 | +Ca(z)| 1 | +Cs (z)e* | 1
1 0 1
A continuacion planteamos el sistema de ecuaciones
0 1 1 0
Ciix) | 1 | +Cx) | 1 | +Cx)e* | 1 | = 1-¢* | =
1 0 1 1— e

Ch(x) + Cl(z)e** =0
= ¢ Cj(z) + Ch(z) + C4(x)e** =1 — **
Cli(z) + Ci(z)e*® =1 —e**
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Resolviendo el sistema obtenemos

162“"+C§(:c)1621:>0§(x)0:>{

Integrando hallamos Cz(z) = C5(z) =0y Ci(z) = x — 6271 Sustituyendo estos valores
obtenemos la solucién particular

o 0 1 1 Q20 0
Y)=C | 1 | +C| 1 | +Cse* | 1 +@) 1
1 0 1 1

Si desarrollamos los vectores, podemos expresar la soluciéon general de la siguiente forma

U1 (ZC) =Cy + 03€2£
2z
yg((E) =C1+0Cy+ 0362‘70 +x — eT
2z
yg(l') =Ci + Cgez‘“" +x — eT

Ejemplo 6
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Vi =Y1+ Y2 —Ys
Yp=—Yy1— Y2 +ys+a
Y5 =2y1 +2y2 —2ys +

Solucién: -, o -
El sistema lo podemos expresar como Y (z) = A(z) - Y (z) + F(z), siendo

1 1 -1 - y1(z) - 0
a={ -1 21 1 Y@= w@ | Fe = 2
2 2 =2 y3(x) x

En primer lugar resovemos el sistema homogéneo asociado y para ello hallamos el poli-
nomio caracteristico de A.

1—-A 1 -1 -2 —-A 0
|[A— M| = -1 —-1-Ax 1 = -1 —-1-X\ 1
2 2 —2—=A 2 2 —2—=A
1 1 0 1 0 0
=—-A| -1 —-1-2X 1 =-A| -1 =X\ 1
2 2 —2-—=A 2 0 —-2-—A
- 1 2 2
= -\ == AA"4+2)) ==X (\+2)

0 —2-A
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Por lo que los valores propios serén A = —2 (simple) y A = 0 (doble). A continuacién
calculamos los vectores propios asociados.
Las ecuaciones del subespacio propio asociado a A = 0 son

1 1 -1 T
-1 -1 1 . X2 :6:>$1+$2—{193:0
2 2 =2 T3

Por tanto como base de vectores propios para este subespacio, podemos escoger

- 1 - 0
Vi= 0 ]; V2= 1
1 1
Las ecuaciones del subespacio propio asociado a A = —2 son
31 -1 a1 B
101 1 || oz :0:>{_$21+f%‘2+mf80
2 2 0 T3 i ety =

Es decir
Tr3 = 721’2
X1 = —T2

Por tanto una base de vectores propios para este subespacio es

Una vez que hemos hallado los vectores propios, sabemos que un sistema fundamental
de soluciones es

1 0 1
Yi)=| 0 |, Yax)=| 1 |, V3@@)=e2| —1
1 1 2

Calculemos ahora una solucién particular del sistema no homogéneo por el método de
variacién de las constantes. Buscamos la solucién particular de la forma

Y,(x) = C1(2)Y1(z) + C2(2)Ya(x) + C3(2)Y 3()
teniendo que verificarse el sistema de ecuaciones
Ci(2)Y1(z) + C3(2)Y2(2) + Cy(2)Y3(2) = F()
Sustituyendo los valores obtenidos la solucién paticular es de la forma
1 0 1

Yoz)=Ci(z)| 0 | +Ca(z)| 1 | +C3(x)e™® | —1
1 1 2
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A continuacién planteamos el sistema de ecuaciones

1 0 1 0
Cix)| 0 | +Ch=x)| 1 | +Ci@)e | -1 | = =
1 1 2 T

Resolviendo el sistema obtenemos

Cr(z) + Ch(z)e ™ =0 = C4(z) = 0 = {

Integrando hallamos Cy(z) = Cs(z) = 0y Ca(z) = “32—2 Sustituyendo estos valores
obtenemos la solucién particular

- 1 22 0 1 22 0
Y,(z)=0( 0 +5| ! +0e72 [ —1 =5 (1!
1 1 2 1
Por lo que la solucién general es
1 0 1 2 (0
v —2z z
Y(.’E) =C4 0 + Cy 1 + Cse -1 + ? 1
1 1 2 1

Si desarrollamos los vectores, podemos expresar la solucion general de la siguiente forma
y1(z) = C1 + Cze™2*
2
ya(x) = Cy — C3e™ 2% + 5
2
ys(x) = Cp + Cy + 2C3e™ 2 + &

Ejercicio 5 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Yy = 2y1 — Bya + 2senx + cosx
Yo =y1 — 2y +senw
Solucion:
y1(x) = C1(2cosx —senz) + (Cy + x)(2senz + cos x)
ya2(x) = Crcosx + (Cy + x)senz

Ejercicio 6 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Y1 =y1+2y2
Yy = —2y1 + Y2 + 2€°

Solucion:
{ y1(x) = Cre” cos 2z + Cae” sen 2x + €*

ya(x) = —Ce” sen 2z + Coe® cos 2x
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0.1.5. Sistemas de Cramer

Vamos a ver a continuacién un método muy sencillo, para resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales que consiste en utilizar el operador derivada, que ya utilizamos anterior-
mente,

_d

T dx
Supongamos que tenemos que resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, que expre-
sado a través del operador D, es de la forma

a11(D)y1 + a12(D)y2 + - - - + a1n(D)yn = Fi(z
az1(D)yr + a22(D)y2 + - - - + agn(D)yn = Fa(x)

~

an1(D)y1 + an2(D)ya + - - + apn(D)yn = Fr(x)

en donde los coeficientes a;;(D) son polinomios, en el operador D = %, de coeficientes
reales. Se puede demostrar que el nimero de constantes independientes que deben inter-
venir en la solucién general del sistema es ”m”, siendo m el grado del polinomio:

a11(D) ap(D) -+ awn(D)
az1(D) az(D) - a(D)
anl(D) an2(D) e ann(D)
El método de resolucién consiste en despejar las incégnitas y1,¥s,- - , ¥y, por el método

de Cramer, de la forma que veremos en los ejemplos, que exponemos a continuacién. Si
al hallar las incégnitas aparecen més de m constantes arbitrarias, habrd que hallar la
relacién entre ellas, para reducirlas a m.

Ejemplo 7
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

vy +yh + 3y + 2y =42
Yty oy =4

Solucién:
Denotando D = %, podemos escribir las anteriores ecuaciones como

(D 4+ 3)y; + (D + 2)y, = 422
(D*+ 1)y, + D%ys =4

con lo cual, para hallar la solucién del sistema aplicamos la regla de Cramer para calcular
y1 es decir:
_ Ay
Y1 = A

y para no dividir por el operador D la escribimos como:

A-y1=Ay1
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Utilizamos el mismo procedimiento para calcular ys

D+3 D+2 | 42®* D+2
p2+1 p* |(M'7T| 4 p2

D+3 D+2 | D+3 4a?
p 41 D2 |27 | D241 4

es decir
{ (D% — D — 2)y; = D?(42%) — (D +2)(4)
(D? — D —2)ys = (D + 3)(4) — (D? + 1) (42?)

con lo que, haciendo operaciones resulta

{ (D—=2)(D+1)y; =0
(D —2)(D+ 1)y =4 — 422

La solucién general de la primera ecuacién diferencial es
_ 2z —x
Y1 = c1e”" + e
mientras que la de la segunda es

Yo = k1e* + kae " + y,(2)

siendo y,(z) una solucién particular de (D? — D — 2)ys = 4 — 422, que vamos a calcular
por el método de los coeficientes indeterminados. Asi, sustituimos

yp = Az* + Bx + C
en la ecuacién diferencial, resultando
2A — 2Az — B — 2A2” — 2Bz — 2C = 4 — 42°?
de lo que deducimos —2A4 = —4, —2A — 2B = 0,24 — B — 2C = 4, con lo cual
A:2,B:—A:—2,0:%(2A—B—4):1:>up:2332—2$+1

y la solucién del sistema debe ser de la forma

y1 = c1e’” +cpe”?
Y2 = k1€*" + koe " 4 227 — 2z + 1

Ahora bien, teniendo en cuenta que el determinante del sistema, D? — D — 2, es un
polinomio en D de grado dos, en la solucién general del mismo sélo deben aparecer
dos constantes arbitrarias. Para encontrar la relacién entre las constantes obtenidas,
impondremos que las funciones y; e ys calculadas verifiquen, efectivamente, el sistema.
Si sustituimos en la primera de las ecuaciones, obtendremos

5¢1€%% + 2c0e % + 4k1€%® + koe ™ + 422 = 42
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de donde hallamos
5
5c1 +4k1 = 0,2c0 + ko = 0= k1 = —101,162 = —2¢

y concluimos que la solucién del sistema es

{ Y1 = c1e?® + cpe”®

Yo = f%clezz —2c0e T 4222 — 2+ 1

O
Ejemplo 8
dx
— —4x —y = —36t
at Y
d
d—zé +2x —y=—2¢'
Obtener la solucion tal que: x =0,y =1 para t = 0.
Solucién:
Denotaremos D = % con lo cual obtenemos el sistema algebraico
Dz — 4z —y = —36t (D —4)x —y = —36t
Dy + 2z —y = —2¢! 2z + (D — 1)y == —2¢!

Aplicamos la regla de Cramer para calcular x, esto es,

_ Az
A

T

y para no dividir por el operador D la escribimos como:

A-z=Ax
D—4 -1 | =36t -1
2 D—11]""| =2¢¢ D-1
(D?* =5D +6)x = (D —1)(—36t) — 2¢*
2" —5x' +6x = —36+ 36t —2¢

Hemos reducido el sistema a una ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes con-
stantes. Como el determinante del sistema es un polinomio de grado dos, en la solucién
general del mismo s6lo deben aparecer dos constantes arbitrarias. Resolvemos en primer
lugar la ecuacién homogénea asociada

2" —5r' +62=0
La ecuacién caracteristica k? — 5k + 6 = 0 tiene por raices k = 2 y k = 3, luego

Tp = C1€2t + C2€3t



0.1. SISTEMAS DE ECUACIONES 25

Buscamos ahora una solucién particular de la ecuacién completa. Como el segundo miem-
bro es f(t) = —36 + 36t — 2¢!, descomponemos en

f(t) = f1(t) + fa(t)
Para f,(t) = 36t — 36 ensayamos = = t*P(t) = (At + B).Tenemos = = At + B, 2/ = A,
z"" = 0. De donde
0— 5A + 6(At + B) = 36t — 36
6A=36—A=6
—-5A4+6B=-36—B=-1
Tpl = 6t —1

De igual modo para f»(t) = —2¢! ensayamos = = t* - e - P(t) = Ae'. Tenemos x = Aet,
x' = Ae?, ' = Aet. De donde

Aet — 5Aet + 6Aet = —2¢t
2A=-2—>A=-1

Tpo = —€t
Es decir la solucién particular buscada es
t
Tp=Tpl +Tp2=6t—1—¢

Luego
z(t) = c1e® 4 cpe + 6t — 1 — ¢!

Si sustituimos en la primera ecuacién

dz
=——4 36t
Y 7 T +

y= 2c1e? 4+ 3cqe3 + 6 — et — 4 (cle% +ege¥ 46t —1— et) + 36t
y(t) = —2c1e® — cpe®’ 4 3e! + 12t + 10
Asi obtenemos y(t) en funcién de las mismas constantes arbitrarias ¢; y ca.

En cuanto a la solucién particular:

parat:0:>{ =0 0=c+e—2 }

y:1, 1:—201—62+13

l=—c;+11— ¢;=10: ¢y =-8

Ejemplo 9
Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferenciales

{ Y1+ s — 2y1 —dys ="
vitys —y2=e

Solucion:
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Denotando D = %, podemos escribir las anteriores ecuaciones como

(D =2)y1 + (D —4)y, = €”
Dy + (D = 1)ys = e**

y hallamos la solucién del sistema aplicando la regla de Cramer.

D-2 D-4|
D D-1|97

e D—4
e D—-1

es decir
(D+2)yy = (D —1)e® — (D —4) et

con lo que, haciendo operaciones resulta
(D+2)y1 =0
La solucién general de esta ecuacién diferencial es
Y1 = ce 2"
Para calcular y» operamos en el sistema de la siguiente forma

’ /o _ — T
{ Yi+ys—2y1 —dya =e (€4m_6x_2y1)

= yp — 2 — Ay = €% — ¥ = yp =
yi-f—yé—yg:e‘k” Y2 Y1 Y2 Y2

W =

Por tanto la solucién general del sistema es

Y1 =ce 2"
Yo = % (641 —e¥ — 206_2”3)

Ejemplo 10
Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferenciales

21 —2y5 —3y1 ==
21 + 2yh + 3y1 + 8ya =2

Solucién:
Denotando D = %, podemos escribir las anteriores ecuaciones como

(2D —3)y1 —2Dys =z
(2D +3)y1 + (2D +8)y2 = 2
y hallamos la solucién del sistema aplicando la regla de Cramer.

9D —3 —2D B
oD+3 2D+8 |17

x —2D
2 2D+8

es decir
8(D* +2D —3)y; = (2D +8)x +2D (2) =2 + 8z
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con lo que, haciendo operaciones resulta
9 1
(D +2D—3)y1:$+1

La solucién general de esta ecuacion diferencial lineal de segundo orden es

11
i = cre” e — 2 -
3 36

Para calcular yo operamos en el sistema de la siguiente forma

{ 20y — 25 —3y1 =z

2y1 + 2y5 + 3y1 + 8ya = 2 8

Por tanto la solucién general del sistema es

— T -3z _ z _ 11

{ Y1 = c1e’ + cge 3 3
T
8

1 : 3 — 5
Yo = —5c1€" + 5ee T+ L4 3

1
= dy; +8yp =z +2= 1y == (x+2 —4y))

27

o

Ejercicio 7 Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferen-

ciales
yi—ygp=o+1
Yy +yy =3y Fye =22 —1

Solucion: y; = ¢ +coe” +cze 3% — éxQ — 19—4:1:; Yo = 3c1 +c2e” — 3c3e 37 + %7 —

— 3.

Ejercicio 8 Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferen-

ciales

{ 21 + yh +y1 = 3a?
3

Yoy —y —ye =327 —x

xT

Solucion: y; = c1e* + coe™%; ys = —3ci1e® —coe T + 3.

Ejercicio 9 Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferen-

ciales
a"(t) —x(t) +y"(t) +y(t) =0
' (t) + 2x(t) + v/ (t) +2y(t) =0
Solucion: x = Ae™"; y = —2Ae™ 2.

Ejercicio 10 Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferen-

ciales
{ o' (t) + z(t) + ¢ (t) = —5e?
2" (t) —x(t) +y"'(t) = —13e*

Solucién: © = Be™t + e, y= A — 4e?.



