ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

INTRODUCCION

- Cuando planteamos el problema de hallar una solucién de una ecuaciéon en
derivadas parciales de segundo orden, que, ademds de verificar la ecuacién, satis-
faga ciertas condiciones suplementarias, no suele ser un método eficaz el calcular la
solucién general de la ecuacién y después imponer las condiciones suplementarias.

- En primer lugar, porque puede ser imposible hallar la solucién general de la
ecuacién y, en segundo lugar, porque aun en el caso de que se pueda hallar dicha
solucién, el determinar las funciones arbitrarias que aparecen en la solucién general
suele ser costoso y, a menudo, imposible.

- Para este tipo de problemas, el método mds utilizado es el método de separacién
de variables que vamos a estudiar a continuacién.

- Vamos a hacer una introduccién a este método a través de problemas fisicos,
como es el problema de la cuerda vibrante, que es el primero de los que vamos
a estudiar.
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EDP. ECUACION DE ONDA

- En el plano OXY se sitia una cuerda eldstica tensa con extremos fijos en los
puntos (0,0) y (L,0). Suponemos que cada punto de la cuerda, de abscisa x con
0 < x < L, se desplaza verticalmente al eje OX a una altura f (x) y que, desde esa
posicién, en el instante t = 0, se abandona la cuerda, con una velocidad inicial en
cada punto x, del intervalo 0 < x < L, dada por una funcién conocida g (x).

Y

Nx,0)
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EDP. ECUACION DE O

- Es evidente que, a partir de ese instante t = 0, la cuerda inicia un movimiento
vibratorio y que si denotamos por y el desplazamiento, en la direccién OY/, de cada
punto de la cuerda, entonces y serd una funcién que dependerd de x (es decir, del
punto de la cuerda) y de t (el instante de tiempo en el que estemos). Pues bien,
trataremos de determinar dicho desplazamiento y (x, t).

- Se demuestra que y (x, t) verifica la llamada ecuacién de ondas unidimensional

Py _ 2%
ot2 0x2

Supongamos que se verifican ademds las siguientes condiciones suplementarias:
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EDP. ECUACION DE ONDA

- En primer lugar, las condiciones iniciales:
y(x,0)=7f(x), 0<x<L

que indica la posicién de la cuerda en el instante t = 0.

%(X,O):g(x), 0<x<L

que indica la velocidad inicial de cada punto de la cuerda.

- En segundo lugar, condiciones relativas a los extremos de la cuerda, también
denominadas condiciones de contorno:

y(0,t)=y(L,t)=0,t>0

que indican que la cuerda estd fija en los extremos.
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EDP. ECUACION DE ONDA

Asi pues, el problema a resolver esta formado por las siguientes ecuaciones:

a2y 282

—_— = _— >
=3 £>0,0<x<L
y(0,t)=y(Lt)=0 t>0

y(x,0) =1 (x); %(X,O):g(x) 0<x<lL

Vamos a ver como se resuelve dicho problema por el método de separacién de
variables.

() 23 de enero de 2013 5 /20



METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Para resolver este problema por el método de separacién de variables, se empieza
por suponer que la ecuacién tiene una solucién de la forma

y(x, ) =X (x) T (1)

donde X es una funcién que depende tnicamente de x y T es una funcién que
depende lnicamente de t. Por tanto
9%y

2 X T 2L =X 0T (1)
ot2 "oox?
Imponiendo ahora que se verifique la ecuacién, resulta
XT" = 2X"T
A continuacién separamos las variables, obteniendo

T// XI/
=kl
T X
Las funciones del primer miembro dependen tnicamente de t, mientras que las del
segundo miembro dependen tnicamente de x.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Hemos obtenido una expresién en la cual, el primer miembro depende exclusiva-
mente de t y el segundo miembro depende exclusivamente de x.

Luego para que se cumpla la igualdad, la tnica posibilidad es que ambos miembros
sean igual a un pardmetro A, independiente tanto de t como de x.

Llegamos asi a dos ecuaciones diferenciales ordinarias que deben satisfacer las
funciones X'y T :

T/I X//
=2l ==

T/ —AT =0
T X

X" 4X =0
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Ahora consideremos las condiciones de frontera o de contorno.
Como y (x,t) = X (x) T (t), la condicién de contorno

y(0,t)=0, YVt >0

se transforma en
X(0)T(t)=0, Vt>0

de lo que deducimos que X (0) = 0, pues si fuera T (t) =0, Vt > 0, al sustituir
en y (x, t) llegariamos a la solucién trivial y (x,t) = 0, que podemos despreciar,
pues estamos suponiendo que, efectivamente, la cuerda se mueve.

De la misma forma, la condicién de contorno

y(Lt)=0, Vt>0

se transforma en X (L) = 0, con lo que llegamos a que X ha de satisfacer el
siguiente problema de Sturm-Liouville:

X'—4X=0
{X(O)—X(L)—O

() 23 de enero de 2013 8 /20



METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Este problema de Sturm-Liouville lo resolvemos de la forma siguiente.

Para calcular las funciones propias estudiaremos los distintos casos para los posibles
valores de A.

1) Caso A = 0.
La solucién general de la ecuacién X" =0 es

X =0C+ Gx
y, al imponer las condiciones de contorno X (0) = X (L) = 0, obtenemos
G=G=0

por lo que en este caso sélo existe la solucién trivial.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

2) Caso A > 0. Podemos suponer A = a2, con & > 0.
En este caso la ecuacién diferencial
2
XI/ - 72X - O
c
tiene por raices de la ecuacion caracteristica
o
+=
c

La solucién general de esta ecuacion es
& _a
X =Ce*+ Ge &

Para determinar (7 y ¢, imponemos las condiciones de frontera

G+G=0
X(O)=X(L)=0:>{ ot et g
N G =0

G =0

Por tanto, no existe solucién distinta de la trivial para A > 0,
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

3) Caso A < 0. Podemos suponer A = —a?

En este caso la ecuacion diferencial

,cona > 0.

2
X" +5X =0
C

tiene por raices de la ecuacion caracteristica
o,

+—i

c

La solucién general de esta ecuacién es

% o
X = (Cicos—x+ CGysen —x
c c

Para determinar (7 y C, imponemos las condiciones de frontera

G1=0

x©=xw=o—{ a5 _,
C

Para obtener soluciones no triviales, exigimos que

o o
sen—L=0— —L=nrm
c c
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Con lo que vemos que los tnicos valores de & que nos interesan son

- Por tanto, los llamados valores propios del problema de contorno de Sturm-

Lioiuville son:

n? 7.[2 C2

- Y las llamadas funciones propias del problema de contorno de Sturm-Lioiuville

son: T
Xn = C, senT
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Volvamos ahora a la ecuacién diferencial que tiene que verificar T

T"—AT =0
y vamos a resolverla, pero solamente para los valores A, que nos interesan, con lo
que obtenemos la ecuacién

n2 7.[2 C2

1 —
cuyas soluciones son

T T
T, = A, cos n—LCt—i— B,,senn—LCt
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

De esta forma, si sustituimos en
y(xt) =X(x) T(t)
obtenemos una sucesién de funciones

vn = Cp sen%x (An cosn—7zct+ anenn—lrct) ., n=12 ..

o bien, agrupando las constantes

Yn = sen Ex (A,, cos n—mt—i— B, sen Lmt) ,n=12 ..
L L L
- De momento, hemos hallado una sucesién de funciones y,, n € N, que verifican
la ecuacién en derivadas parciales que tenemos que resolver y las condiciones de
contorno.
- Por tanto, ahora debemos lograr que se satisfagan también las dos condiciones
iniciales.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

En general, no es posible encontrar una funcién de la sucesién de las y, que verifique
dichas condiciones.

Por ello, lo que vamos a hacer es construir, a partir de las y,, una nueva funcién
y(x, t) mediante la serie:

ad > n7 n7c
n; Yn y X, ; en X ( n COS —— L + B,sen —— [

Supondremos que en dicha serie se puede derivar término a término.

- De esta forma, si conseguimos hallar A, y Bp, de forma que y(x, t) verifique las
condiciones iniciales, habremos obtenido lo que se llama una solucién formal del
problema propuesto.
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APLICACION DE LAS SERIES DE FOURIER

Ahora bien, como

dy > n7 nrc nmc nrc nmc
= = E —x | —Ap— —t+ By—— —t)
" 2 sen [ X ( T sen i + B, i cos i

las condiciones iniciales se transforman en

y(x,0) = f(x),0<x<L= ZA,,sen Lnx—f(x) 0<x<L
n=1

dy Vg nrt

5 (x0) = g(x), 0<x<L=>ZB,, sen—x=g(x), 0<x<L

- Por tanto, deberemos desarrollar f (x) y g (x) en serie de Fourier de

nmx
sen ——
L
en el intervalo 0 < x < L, (desarrollo de medio rango) para identificar los
coeficientes buscados y asi queda resuelto el problema planteado.
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EJEMPLO

Resolver, por el método de separacién de variables, el problema

%y  49?
5%:§$§ t>0, 0<x<7
y(0,t)=y(mt)=0 t>0

d
y(x,O):sen2x,a—);(x,0):senx 0<x<m

Solucion:
Manteniendo la notacién anterior tenemos ¢ = % y L = 7, con lo que la solucién
del problema es de la forma

2nt 2nt
y—nglsennx (A,,cos 3 +anen3>
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EJEMPLO

Al imponer las condiciones iniciales, resulta

[ee]
sen? x = Y. Apsennx =sen’x, 0 < x < 7
n=1

¥ (x,0)

dy
5 (x,0)

o
2n
sen x —> Z ?Bn sennx =senx, 0 < x < 7T
n=1

De la segunda condicién, obtenemos

2 3
-B = 1= B =~
31 179
B, = 0, Vn>1
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EJEMPLO

Para calcular los coeficientes A,,, debemos desarrollar la funcién
sen? x, 0<x<rm

en serie de sen nx.

Sin mds que operar se obtiene que A,

4] f =0
~ mn(n+2)(n-2) Aon-1 = ~ 2o T AT )

n
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EJEMPLO

Teniendo en cuenta los coeficientes A, y B, que hemos obtenido, la solucién es de
la siguiente forma

2nt
y = gsennx (Ancos 3 +anen;>
2(2n—1)t 2t
= ZAzn,lsen(2n—1)xcosM+Blsenxsen§
n=1
_3 2t 8 & sen (2n — 1) x 2(2n—1)t
Y= g senxseny En; (2n—1)(2n+1) (2n—3) 3
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