SERIES DE FOURIER

Introduccién
En numerosos problemas de ingenieria aparecen funciones periddicas que se nece-
sitan aproximar mediante sumas de las funciones trigonométricas seno y coseno, lo
que conduce a las series de Fourier.
Las series de Fourier admiten mds posibilidades de aplicacién que las series de Taylor,
ya que muchas funciones discontinuas se pueden desarrollar en serie de Fourier pero,
por supuesto, no tienen representacion en serie de Taylor. Recordemos que para que
una funcién f(x) admita serie de Taylor en el punto x = a es condicién necesaria
que sea indefinidamente derivable en ese punto.
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Figura: Serie de Fourier.
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DEFINICION DE SERIE DE FOURIER

Coeficientes de Fourier
Vamos a suponer que una serie trigonométrica converge, por lo que su suma serd
una cierta funcién f(x). Si suponemos que f(x) es continua, se tiene!

[o0]
70 ; ap cos nx + b, sen nx) (1)

Si la serie se puede integrar término a término (por ejemplo, si la convergencia es
uniforme), se tiene

T ag [T i T T
/ f(x)dx = > / dx+ ) <an / cos nxdx + by / sen nxdx>
-7

-7 -7

de donde

1En los puntos de discontinuidad veremos mas adelante que no se cumple-a igualdad.
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DEFINICION DE SERIE DE FOURIER

Por otra parte, para k > 1, multiplicando (1) por cos kx, e integrando, teniendo en
cuenta las férmulas de ortogonalidad, se obtiene

T
I:/ f(x) cos kxdx =
—7T

7T ol 7T 7T
) / cos kxdx + Z (a,, / cos nx cos kxdx + bp / sen nx cos kxdx)
2 Jon =1 -7 -7
= a7t
de donde

1 7T
ay = ;/—7( f(x) cos kxdx
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DEFINICION DE SERIE DE FOURIER

De igual modo, para k > 1, multiplicando (1) por sen kx, e integrando, teniendo
en cuenta las férmulas de ortogonalidad, se obtiene

7T
/:/ (x) sen kxdx =

7T
ag T 00 T T
= ?/ sen kxdx + 2 <a,,/ cos nxsenkxdx—i—b,,/
- n=1 -

sen nx sen kxdx>
—7T

= bk7'[

de donde 1
by = —/ f(x) sen kxdx
T J—1

Los célculos anteriores dan lugar al siguiente concepto:
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DEFINICION DE SERIE DE FOURIER

Coeficientes de Fourier. Serie de Fourier
Sea f(x) una funcion periddica de periodo 27, real e integrable sobre [—t, 7t]. Se
definen los coeficientes de Fourier de f(x) por

1 T
.

a,,:—/ cosnxdx n=1,2,3,

bp = —/ x)sennxdx, n=1,23,

La serie
E
= + Y (ancos nx + by sen nx)
2 n=1
se dice que es la serie de Fourier asociada a f(x) o generada por f(x) y se denota’

F(x) ~ o Z (an cos nx + bp sen nx)
n=1

2

2El sentido de esta notacién se comprendera mejor cuando veamos la convergencia de las
series de Fourier.
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CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Antes de dar las condiciones de convergencia veamos una definicién:
Funcién monétona a trozos

Una funcion f(x) es mondtona a trozos en el intervalo [a, b] si dicho
intervalo se puede dividir en un nidmero finito de subintervalos (a, x1),
(x1,x2), ..., (Xp—1.,b) de tal modo que la funcién sea o bien mondtona
creciente, o bien mondtona decreciente en cada uno de estos intervalos.

Se ve ficilmente que si la funcién f(x) es mondtona a trozos y estd acotada en
el intervalo [a, b], entonces tnicamente puede tener puntos de discontinuidad de
primera especie.

lim f(x)=f(c™), lim f(x) = f(c")

X—C~ x—c*t
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CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Condiciones suficientes de convergencia

Sea f(x) una funcién periddica, de periodo 27T, mondtona a trozos y
acotada en el intervalo (—7r, 7T) . Entonces la serie de Fourier, correspon-
diente a esta funcion, es convergente en todos los puntos y ademds la
suma de dicha serie S(x) es igual al valor de la funcion f(x) en los pun-
tos de continuidad de la funcién. Si x = c es un punto de discontinuidad
de la funcién, la suma de la serie es

flc)+f(ch)
T

siendo f(c™) = lim f(x), y f(c") = lim f(x).

X—c~ x—ct
La mayor parte de las funciones con las que nos encontramos en los problemas
de fisica e ingenieria verifican las condiciones de este teorema y no tendremos
dificultades en relacién a la convergencia de las series de Fourier. Cuando una
funcién verifique las condiciones del teorema diremos entonces que admite desarrollo
en serie de Fourier o que es representable en serie de Fourier.
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

Traslacion del intervalo
Dada una funcién (x), periddica de periodo 27, se verifica

/ﬂ P(x)dx = /A+2nlp(x)dx

-7 A
cualquiera que sea A.
Lo que nos dice esta propiedad es que la integral de una funcién periédica ¢(x) en
un intervalo cualquiera de longitud igual al periodo tiene siempre el mismo valor.
La podemos ilustrar gréficamente de la siguiente forma: las dreas sombreadas en la
figura son iguales.
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Figura: Traslacién del intervalo.

() 23 de enero de 2013 8/ 16



PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

De esta propiedad se deduce facilmente que, en las férmulas para calcular los coe-
ficientes de Fourier, podemos sustituir el intervalo de integracién (—77:, n) por otro
(A, A+ 27), siendo A un ndmero real cualquiera. Por tanto podemos poner

1 [A2m
ag = E/A f(x)dx

1 sA27
ap = 7/ f(x) cos nxdx (1)
TTJA

1 pA+2m
bn = —/ f(x) sen nxdx
TTJA

siendo A el valor real que mas nos convenga.

Para deducir estas férmulas hemos tenido en cuenta que si la funcién f(x) es per-
iodica de periodo 271, las funciones f(x) cos nx y f(x) sen nx son también funciones
periddicas de periodo 27t.
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

Series senoidal y cosenoidal

Supongamos que f(x) es una funcién par, desarrollable en serie de Fourier. Entonces
aplicando las propiedades de las funciones pares e impares, los coeficientes de Fourier
de f(x) serén

1 p 2 ”f
ag = ;/_n (x)dx = ;/0 (x)dx
1 2 [T
ap = —/ f(x)cosnxdx:—/ f(x) cos nxdx
T J—rm 7T JO
1 7T
b, = —/ f(x)sen nxdx =0
wTJ—m

con lo cual, la serie de Fourier asociada a f(x) se reduce a una serie de cosenos de
la forma

f(x) ~ %O—l— Y an cos nx
n=1
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

Si la funcién f(x) es impar, de nuevo usando el mismo razonamiento, se tiene

L /" f(x)dx =0
ag = %/_ﬂ (x)dx =
1 T
ap, = —/ f(x) cos nxdx =0
T -1
1 /7 2 (T
b, = —/ f(x)sennxdx:—/ f(x) sen nxdx
T J—7 7T JO

y la serie de Fourier asociada se reducird a una serie de senos de la forma

f(x) ~ 2 by sen nx

n=1
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

Funciones de periodo arbitrario
Sea f(x) una funcién de periodo 2/. Efectuemos el cambio de variable:

/
X = —t
T
Ahora, la funcién f Et es una funcién periddica, de periodo 27T en la variable

t. En efecto
f(x+21) =f(x)

f <7/T(t+27'c)) _f (;THQ/) —F(x420) = F(x) = (;t)

Ahora desarrollamos esta funcién en serie de Fourier en el intervalo —mt <t <7

/
f (nt> > 0 4 Z (an cos nt + bp sen nt) (1)

1 /
—/ t)dt, ap = —/ —t)cosntdt b, = ;/ f(;t)senntdt

—7T
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

Ahora deshacemos el cambio de variable y volvemos a la variable original x

X = —t, t:XT, dtz?dx

Entonces tendremos que los coeficientes de Fourier seran

1 /!

ag = 7/_If(x)dx
1 !

ap = 7/ /f(x) cos n’f xdx (2)
1 N

b, = 7/ f (x) sen n%xdx

—1

La férmula (1) la podemos expresar de la siguiente forma

e U U
f(x) ~ %0 +) (an cos nTx + bp sen nTx) (3)
n=1

donde los coeficientes ag, an, by, se calculan seguin las férmulas (2). Esta es la serie
de Fourier de una funcién periédica de periodo 2/.
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

Funciones no periédicas.

Supongamos que tenemos definida en un cierto intervalo [a, b] una funcién f(x)
acotada y monétona a trozos. Vamos a ver que aunque f(x) no es periédica,
también la podemos representar por una serie de Fourier.
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Figura: Desarrollo de una funcién no periddica.

Para ello, definiremos una funcion auxiliar arbitraria, periédica, monétona a trozos
y acotada, fi(x), de periodo 2/ > |b— a|, de tal forma que coincida con la funcién
f(x) en el intervalo [a, b]. De alguna forma hemos prolongado la definicién de la
funcién f(x), consiguiendo una funcién periddica.
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DESARROLLOS DE MEDIO RANGO

Desarrollos de medio rango

En muchos problemas de ingenieria se necesita hallar el desarrollo en serie de Fourier
para funciones f(x) que Gnicamente estdn definidas en el intervalo 0 < x < |y
sobre este intervalo se desea representar f(x) mediante una serie de Fourier. Esto lo
podemos hacer de distintas formas segiin construyamos la funcién auxiliar 1 (x). En
este sentido, es fundamental cémo definamos la funcién en el intervalo —/ < x < 0.
Por brevedad, sélo estudiaremos los tres casos mds importantes.

f(¥) f(¥) f(¥)

(@) (b) (©

Figura: (a) Extensién par. (b) Extensién impar. (c) Repeticién.
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DESARROLLOS DE MEDIO RANGO

a) Serd una serie cosenoidal de Fourier

f(x)w%o—i-n;ancos?X (0<x<)
y los coeficientes tendran la forma
2 2
ap = 7/0 f(x)dx, ap, = 7/0 f(x) cos ?de, n=1,2, ..

b) Serd una serie senoidal de Fourier

d n7t
f(x) ~ b — <x <
(x) n;l,,sen/x (0<x<)
y los coeficientes tendran la forma

2 /
b, = 7/ f(x) sen ?xdx, n=1,2,
0

c) No serd ni serie senoidal, ni cosenoidal y ya vimos cémo hallariamos su desarrollo.
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