PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

Introduccién
En primer lugar analizamos la forma autoadjunta de una ecuacién lineal homogénea

de segundo orden. Dada la ecuacién
ao (x)y" +a1(x)y' +a(x)y =0

donde las a; (x) son continuas en [a, b] y ag (x) # 0, Vx € [a, b], multiplicando la

al(X)d
ecuacién por 1 fao(x) X obtenemos

00x) €
L 2109 210
ef 3(1)(’() dX_y” + alEX;ef 3(1)(X) de, + ) (X) ef aé(x) de =0

a1(x) ag(x
i ef 20(x) Xy/ + a (x) ef 20 (x) de -0
dx ag (x)
, J A& dx ar(x) J B ,
Si llamamos p (x) = e’ 02X y g(x) = az(x)e 200977 la ecuacion queda

d
POy +a()y=0
Esta es la forma autoadjunta de la ecuacién diferencial lineal . de 2° orden.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Problema homogéneo de contorno de Sturm-Liouville

El problema homogéneo de contorno de Sturm-Liouville consiste en
1.- La ecuacion lineal homogénea de segundo orden, expresada en forma
autoadjunta

d

PO +[a()+Ar(x)]y =0, a<x<b

en donde p es derivable con continuidad en [a, b], g y r son continuas en
[a, b], A es un pardmetro real y p(x) >0, r (x) >0, Vx € [a, b].
2.- Dos condiciones de contorno de la forma

{ a1y (a) +ay'(a) =0
biy (b) + bay' (b) =0

en donde se cumple que |a1| + |a2| > 0 y |b1| + |b2| > 0.

A lo largo del tema supondremos que se cumplen todas las hipétesis del problema.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Valores propios

Se llaman valores propios, valores caracteristicos, o autovalores, a los valo-
res reales de A para los que el problema de contorno de Sturm-Liouville
posee alguna solucion distinta de la trivial en |a, b].

Funciones propias

Si A1 es un valor propio del problema de Sturm-Liouville, por lo cual
existird al menos una solucion distinta de la trivial de

L p(x)y]+[q(x)+Mr(x)]y=0a<x<bh
ajy (a) + axy’ (a) =0
by (b) + by’ (b) = 0

entonces de cualquier solucion no trivial de este problema decimos que
es una funcién propia, funcién caracteristica, o autofuncion, asociada al
valor propio A1.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Ejemplo
Hallar los valores propios y las funciones propias asociadas al problema de Sturm-

Liouville
{ y'+Ay=0,0<x<m

y(0)=y(m)=0
Solucién:
Denotamos por D al operador derivada, por lo que podemos expresar la ecuacién
diferencial en la forma

(D2+/\)y:0

con lo que las soluciones dependeran de las raices del polinomio caracteristico D? +
Ay tendremos que estudiar los tres casos siguientes.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

1) Caso A = 0.
En este caso la solucién general de la ecuacién serd

y =c+ ox
por lo que, imponiendo las condiciones de contorno, obtenemos que
y(0)=0 =0
{ y(m)=0 ~ | or=0=¢ =0

Por tanto, existe tunicamente la solucién trivial, por lo que A = 0 no es un valor
propio.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

2) Caso A < 0.
En este segundo caso, hacemos A = —a2, a > 0, por lo que las raices de D%+ A
son *+a y la solucién general de la ecuacién diferencial es

y =ce® + e X

Si ahora imponemos las condiciones de contorno

{ﬁ?r))::% :{ c1+c=0

ae” + e =0

El determinante de la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones resultante es

1 1 e .
AT AT

por lo que, el determinante es distinto de cero (solamente seria cero si —amr =
ar = & = 0); por tanto, existe tinicamente la solucién trivial, por lo que no hay
valores propios para A < 0.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

3) Caso A > 0.
En este tercer caso, podemos hacer A = 042, a > 0, con lo que las raices de D%+ A
son *ai y la solucién general de la ecuacién diferencial es

Y = €1 COS kX + Cp sen ax

Si imponemos la condiciones de contorno, nos queda que

y(0)=0 c1=0
{ y(m)=0 - csenart =0
Ahora, para que existan soluciones no triviales, debe cumplirse que senat = O,

por lo que @ = n € N y los valores propios son A, = n®, n=1,2, ...

Suponiendo que A, = n?, vemos que son soluciones todas las de la forma y =

c1 cos nx + ¢ sen nx, con ¢; = 0, por tanto las funciones propias asociadas a
Ap = n2, n=1,2,...

son
Yn = kpsennx, n=1,2, ...
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Problema no homogéneo de contorno
A continuacién, vamos a estudiar el problema de contorno en el que la ecuacién
diferencial es no homogénea, por lo que ahora tendremos

Lpx)y]+[gx)+Ar(x)]y=F(x),a<x<bh
81)/(3)+82y (a) = 0
biy (b) 4 by’ (b) =

en donde suponemos que las hipétesis son las mismas que las del problema homogé-
neo y que la funcién f es continua en el intervalo [a, b).

Comencemos estudiando la existencia de solucién para tal problema.
Proposicién

Si A no es valor propio del problema de contorno homogéneo, entonces el
problema no homogéneo tiene solucion tnica.
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Resolucién del problema no homégeneo

Vamos a ver ahora un método, basado en las series de Fourier, para calcular la
solucién del problema no homogéneo.

Denotamos L el operador lineal

L) = [p(0y] +alx)y
con lo que el problema a resolver es de la forma
Liy)+Ar(x)y=Ff(x),a<x<b
a1y (a) + a2y’ (a) =0
b1y (b) + bay' (b) =0
Suponemos conocidos los valores propios A, del problema homogéneo asociado, asi

como las correspondientes funciones propias ¢, y vamos a intentar el cdlculo de la
solucién del problema no homogéneo por medio de

y = ;Anq)n (X)

hallando las constantes A, de forma que la serie anterior sea solucién del problema
planteado.
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Suponiendo que la serie se puede derivar término a término, al sustituir en la
ecuacién diferencial resulta

[e9)

Z L(4>n(x)+ZAAnr X, (x) =F(x), a<x<b

Y como ¢, (x) es funcién propia correspondiente al valor propio A, del problema
homogéneo, se tiene

L(¢, (X)) +Anr (x) ¢, (x) = 0= L(¢, (x)) = =Anr (x) ¢, (x)

Por ello

—ZA Anr (x ¢n(X)+ZAA"r x) ¢, (x) = £ (x)

)E(A—An)Anmx): f(X), a<x<h
1 r




PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Y como % es una funcién bien definida (r (x) > 0), podremos calcular (en ciertos

casos) un desarrollo de la forma

fx) _ v

= < x <
) ng:lc,,cpn(x), a<x<h
Con lo que, llegariamos a
(A= An) An, () = Y ndy (x), a<x <b
n=1 n=1
Cn
A, =
TTA= A,

y obtenemos, suponiendo A # A, los coeficientes A, que buscdbamos vy, por tanto,
la que llamaremos solucién formal

y= 1 e (0
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Ejemplo
Hallar una solucion formal del problema de contorno

{y”—l—)\yzl, 0<x<m
y(0)=y(m) =0

(Suponemos que A no es valor propio del problema homogéneo asociado).
Solucién:

Anteriormente, resolvimos el problema homogéneo asociado y obtuvimos como
valores propios, A, = 2, on =12 .. y, como funciones propias asociadas,
¥n = knsen nx.

Asi pues, debemos hallar la solucién del problema no homogéneo por medio de

[ee]
y = 2 B, sen nx

n=1
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién diferencial (suponiendo que la serie se
puede derivar término a término), tenemos en 0 < x < 71

— Z n2B,,sennx—|—)L Z Bpsennx =1

n=1 n=1
1= Z B, ()L— n2> sen nx
n=1

Por tanto, debemos desarrollar f(x) =1, 0 < x < 71 en serie de senos. Para lo
cual, construimos F(x) como la extensién impar de f(x) a [—7t, 7|, es decir

-1 —n7<x<0
F(X)_{ 1 0<x<n
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Si suponemos F(x) extendida periédicamente a IR, es evidente que F(x) es moné-
tona a trozos y acotada en [—n, 7'[] (y ademds continua), con lo que se cumple
que

F(x)

Z bpsennx, Vx € R,
n=1
1 /7 2 (T
con b, = —/ F (x) sen nxdx = —/ sen nxdx
T J—m 7T JO
Si particularizamos a [0, 7]

1=) bpsennx, 0<x<7

n=1
Por tanto, los coeficientes B, que necesitamos hallar tienen que cumplir

by
A — n?

Bn()\—n2):bn:>B,,:
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Resolviendo las integrales que intervienen en b,, obtenemos

b, — 2 /” sen nxdx — 2 cos(nx)|g __ 2cos(nm) —cos(0)
7 Jo T n T n
21— cos(nm))
T n

Por lo que:

{ Sinespar b, =0
4

Sinesimpar b, = -

by, =0 . — By =0 .
bon-1 = 7=y Ban-1 = oo

Por lo que la solucién buscada es

sen (2n — 1) x
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