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0.1. Ecuacién del calor

Supongamos que situamos un alambre sobre el eje x, con x = 0 en el extremo izquierdo

del alambre y z = L en el extremo derecho. Si denotamos por u la temperatura del

alambre, entonces u dependera del tiempo ¢ y de la posicién & medida sobre el alambre.

Tomaremos como hipétesis que el alambre es delgado y, por consiguiente, u serd constante

en una seccién transversal del alambre, correspondiente a un valor fijo de x. También

supondremos que el alambre se encuentra aislado, y asi el calor no entra ni sale a través
V

de la superficie del mismo.
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Figura 1: Ecuacién del calor.

Con el fin de desarrollar un modelo para el flujo del calor a través del alambre delgado,
consideremos un pequeno elemento de volumen V' de alambre comprendido entre las dos
secciones transversales planas A y B que son perpendiculares al eje de las x, con el plano
A situado en z y el plano B en x + Az (vedse la figura 1).
La temperatura en el plano A en el instante ¢ es u (x,t) y en el plano B es u (x + Az, t).
Consideraremos los siguientes principios de fisica que describen el flujo de calor.
- Conduccion de calor: la razén de flujo de calor (cantidad de calor por unidad de tiempo
que fluye a través de una unidad de drea transversal en A) es proporcional a du/0x, el gra-
diente de temperatura en A. La constante de proporcionalidad k se llama conductividad
térmica del material.
- Direccion del fujo de calor: la direccién del flujo del calor siempre es desde los puntos
de mayor temperatura hacia los puntos de menor temperatura.
- Capacidad calorifica especifica: la cantidad de calor necesaria para elevar la temperatura
de un objeto de masa m en una cantidad Au es cmAu, donde la constante ¢ es la
capacidad calorifica especifica del material.
Si suponemos que H es la cantidad de calor que fluye de izquierda a derecha a través de
la superficie A durante un intervalo de tiempo At, entonces la férmula de la conduccién
de calor es

H(z)= —kaAt% (z,t)
donde a es el drea de la seccién transversal del alambre. El signo menos viene del segundo
principio: si du/0z es positiva, entonces el calor fluye de derecha a izquierda (del foco
caliente al foco frio).
Del mismo modo, la cantidad de calor que fluye de izquierda a derecha a través del plano



B durante un intervalo de tiempo At es
0
H(z+ Azx) = —k:aAta—z (x + Az, t)

El cambio neto de calor AH en el volumen V es la cantidad que entra en el extremo A,
menos la cantidad que sale por el extremo B. Esto es

ou ou
AH = H (z) — H (z + Azx) = kaAt %(erAz,t)f%(x,t)

Teniendo en cuenta el tercer principio, el cambio neto de calor estd dado por AH =
cmAu, donde Au es el cambio de la temperatura y ¢ es la capacidad calorifica especifica.
Si se supone que el cambio de temperatura en el volumen V es esencialmente igual al
cambio de temperatura en x, esto es Au = u(x,t+ At) — u(z,t), y que la masa del
volumen V de alambre es adAx, donde § es la densidad del alambre, a es el drea de la
seccién transversal y x es la longitud, entonces tenemos que

AH = cdalAx [u(z,t + At) — u (z,1))
Igualando las expresiones del cambio de calor obtenemos

ou ou
kaAt p (z + Az, t) — 2 (z,t)| = cdalx [u(z,t + At) — u (z,1))

Si ahora dividimos ambos miembros por Az y At y luego tomamos limites cuando Ax y
At tienden a cero, obtenemos

0%y ou
k@ (.T,t) = Cda (.’E,t)
o bien 5 o2
U U
5 (z,t) = ﬁw (z,t) (1)

siendo la constante positiva 8 = k/dc la difusividad del material. La ecuacién (1) se llama
ecuacion del flujo de calor unidimensional.

La ecuacién (1) determina el flujo de calor en el alambre. Pero ademds tenemos otras dos
restricciones en el problema original. En primer lugar, consideramos que los extremos del
alambre se mantienen a temperatura constante, por ejemplo a 0 °C. Asi que se verifica

u(0,t) =u(L,t) =0 (2)
para todo t. Estas se llaman condiciones de frontera. En segundo lugar, suponemos que
la distribucién de temperatura inicial es f (x). Es decir, se debe cumplir que

u(x,0) = f(x), O<zx<L (3)

A la ecuacién (3) se le denomina condicion inicial en wu.
Combinando las ecuaciones (1), (2) y (3) se tiene el siguiente modelo matematico de flujo
de calor en un alambre cuyos extremos se mantienen a la temperatura constante de 0 °C

ou 0%u

E(I,t)—ﬁw(l’,t) 0<$<L,t>0
uw(0,t) =u(L,t)=0 t>0

u(z,0) = f(x) O<z<L

Este modelo es otro ejemplo de un problema de valores inicial y de frontera.
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0.1.0.1. Meétodo de separacién de variables

Para resolver este problema por el método de separacién de variables, se empieza por
suponer que la ecuacién (1) tiene una solucién de la forma

u(z,t) =X (z) T (¢)

donde X es una funcién que depende dnicamente de z y T es una funcién que depende
Unicamente de t. Para determinar X y T, en primer lugar se calculan las derivadas
parciales de la funcién u

ou 0%u

—X@T'O) v 5

== — X" (x) T (t)

Sustituyendo estas expresiones en (1) obtenemos
X ()T (t) = X" (2) T (1)

y, separando las variables, la ecuacién se convierte en

T X' ()
BT() - X(a) @

Vemos ahora que las funciones del primer miembro de (4) dependen tinicamente de t,
mientras que las del segundo miembro dependen tnicamente de x. Puesto que x y ¢ son

variables independientes entre si, el primer y el segundo miembro de (4) deben ser iguales
a algin pardmetro real A

X'(@) . T
X Y e

lo cual también podemos expresar en la forma

X" ()= AX (2)=0 y T (t)—BAT(t) =0

En consecuencia para soluciones separables, se ha reducido el problema de resolver la
ecuacion en derivadas parciales a resolver las dos ecuaciones diferenciales ordinarias que
acabamos de obtener.

Antes de continuar, consideremos las condiciones de frontera dadas en (2). Puesto que
u(z,t) = X (z) T (t), estas condiciones son

X(O)T@t) =0 y X(L)T()=0, t>0

Si fuera T (t) = 0 para todo t > 0, implicarfa que u (z,t) = 0, que serfa la solucién trivial,
por lo que se tendrd que verificar

X(0)=X(L)=0

Ignorando la solucién trivial, se combinan las condiciones de frontera con la ecuacién
diferencial en X y se obtiene el problema se Sturm-Liouville

X" (z) = AX (z) =0
{ X(0)=X(L)=0



Para calcular las funciones propias estudiaremos los distintos casos para los posibles
valores de A.

1) Caso A > 0.

En este caso, las raices de la ecuacién caracteristica son +a, siendo A = o2, a > 0y la
solucién general de la ecuacién diferencial es

X (z) = Cr1e** + Coe™ "
Para determinar Cy y Cy imponemos las condiciones de frontera

X(O):Cl+02:0
X (L) =Cre*l + Cae @ =0

vemos que Cy = —C'. Por tanto se verifica que
Ci(e*t —em by =0 = () (62O‘L — 1) =0

Como se ha supuesto A > 0, resulta que (eQaL — 1) > 0. Por lo tanto C y, en conse-
cuencia, Cs, son iguales a cero. Por tanto, no existe solucién distinta de la trivial para
A> 0.

2) Caso A = 0.

Aqui r = 0 es una raiz doble de la ecuacién caracteristica, y la solucién general de la
ecuacion diferencial es

X (x)=C1+ Cox
Las condiciones de frontera originan las ecuaciones
C1=0
Ci+CL=0
las cuales implican que C; = C3 = 0. Consecuentemente, para A = 0, no existe solucién
no trivial.
3) Caso A < 0.

En este caso, las raices de la ecuacién caracterfstica son +a, siendo A = —a?, a > 0. Por
tanto, la solucién general es

X (z) = Cycosax + Cysen ax

En esta ocasién las condiciones de frontera X (0) = X (L) = 0 dan lugar al sistema

Ci=0
Cicosal + Cysenal =0

Puesto que C; = 0, el sistema se reduce a resolver Cs sen a, = 0. Por lo tanto, sen ol =
0 6 Co = 0. Ahora bien, senal. = 0 solamente si o, = nw, donde n es un entero
positivo. Por consiguiente, tiene una solucién no trivial (Cy # 0) cuando al. = nw o
A=—(nr/L)*, n=1,2,3,...

Ademaés las soluciones no triviales (funciones propias) X, correspondientes al valor propio
A = — (nw/L)?, estan dadas por

X, () = apsen (%)
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donde los valores a,, son constantes arbitrarias distintas de cero.
Habiendo obtenido que A = — (nw/ L)2 para algtin entero positivo n, consideremos ahora
la segunda ecuacién con A = — (nw/L)?

T'(t)+ﬁ(%)2:r<t):o

Para cada n =1,2,3, ..., la solucién general de la ecuacién lineal de primer orden es

nm

T (1) = bpe PUE)t

Para cada n = 1,2, 3, ... se obtiene la funcién

nmwx nm

2
up (x,t) = X, () Tp, (t) = ay sen (T) bnefﬁ(T) ¢
y, agrupando las constantes,

ni 2
Up (z,1) = cne BUE) tgen (?)

De la misma forma que hicimos en la ecuacién de onda, constuimos a partir de las uy,,
una nueva funcién u como la serie

(oo} oo
—B(5=)% nwx
uzg un:>u:g Cne L) "sen <
n=1 n=1
Las constantes c¢,, las determinamos utilizando la condicién inicial. Esto da lugar a

u(z,0)=f(z), O0<z<L

icnsen(?>:f(m), 0O<zx<L

n=1

Por tanto, debemos desarrollar f (z) en serie de sen (22£), en el intervalo 0 < z < L, de
donde podremos obtener los coeficientes buscados y resolver nuestro problema.

Ejemplo 1

Resolver, por el método de separacion de variables, el problema

O*u  Ou 0

w—g <zr<m t>0
w(0,t) =0, u(m,t)=0 t>0

u(z,0) = 100 O<z<mw

Solucién:
Si mantenemos la notacién, § =1, L =7y f(z) = 100, la solucién del problema es de la
forma

oo
2
u = g cn € " tsenna
n=1



Ahora imponemos la condicién inicial u(z,0) =100, 0 <z <7
o0
> epsennz = f(z), f(x)=100, O0<z<m
n=1

Por consiguiente, para determinar los coeficientes ¢,, habré que desarrollar en el intervalo
[0, 7] la funcién f(z) en serie senoidal

flz) = i by, sen nx

n=1
siendo
2 [" 2
b, = / 100 sen nxdx = — [ﬂ COoS NT
0

s nm

bgn == 0
b2n71 = 400

2n—1)m

] T 200

400
f(z)= 7;1 @1 sen(2n — 1)z, Vz € [0, 7]
Vemos, al identificar los desarrollos, que ¢, = b, y, por tanto, la solucién es

4000 g, e
U(l’,t) = Zme (2n—1) tsen(?n—1)$

n=1
B
Ejemplo 2
Resolver, por el método de separacion de variables, el problema
% = % O<z<m t>0
w(0,t) =u(mt)=0 t>0

u(z,0) =3sen2z —6senbr 0<z <

Solucién:
De la misma forma que en el ejemplo anterior: 5 =7, L = 7, por lo que la solucién sera

oo
_ 2
u = E cne” ™ tsen na
n=1

o0
Imponiendo la condicién inicial u (z,0) = Y ¢psennz, 0 <z <7
n=1

3sen2x — 6senbxr = c1senx + ¢ sen 2x + c3 sen 3x + ¢4 sen 4x + ¢5 sen bx + cg sen 6x + ...

De esta forma, hallamos los coeficientes co =3, c5s = -6y ¢, =0 paran # 2y n # 5.
Por tanto, la solucién es

u(x,t) = coe” "2t sen 2z + cse” 7% sen 5z

u(z,t) = 3e ?'sen2z — 6e " sen b
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Ejemplo 3

Consideramos una varilla metdlica aislada de longitud 7, cuyos extremos se mantienen
a 0 °C, y tomamos como eje de referencia OX, el eje de la varilla con origen O en un
extremo de la misma. Denotamos por T (z,t) la temperatura en el instante t del punto
de la varilla que tiene abscisa x. Se supone que la ecuacion diferencial de la variacion de
temperaturas es ng = %_:tr‘ Si la temperatura inicial es T (z,0) = f (x), hallar T, por el
método de separacion de variables, con f (x) =100senz, 0 < z < 7.

Solucién:

El problema a resolver es la ecuacién de calor con las condiciones iniciales y de frontera

o?°T  oT

w—g O<zx<m t>0
T(0,6) =0, T(m,t) =0 t>0

T(x,0) = 100senz O<z<m

Si mantenemos la notacién, § =1,L =7y f(z) = 100senz, y la solucién del problema
es

o0
T(z,t) = Z cn e " tsenna
n=1
Ahora imponemos la condicién inicial T'(z,0) = 100senz, 0 < z < 7

(o]
chsenn:r =100senz, O<z <7

n=1
Por consiguiente, en este caso para determinar los coeficientes ¢, no hay que desarrollar
f(x), sino simplemente identificar

c1 =100; ¢, =0, Vn#1
Por tanto, la solucién reduce la serie al primer término que es
T(x,t) = 100e " senx

En la figura 2 vemos la distribucién de temperatura en la varilla, T'(x, t), para diferentes
valores de t, que van desde t = 0,01 hasta t = 1.

—0.01
T
100 01
0 SN --0.5
60 A R - -1
// 7 - N N
40 2 I A
//// - ~ N \\
0/, - ~A\
p N
X

Figura 2: Distribucién de temperatura en la varilla.



0.2. Ecuacién de Laplace

Supongamos que tenemos una particula A de masa M, fija en un punto Py, y una particula
B de masa m que puede tomar varias posiciones P en el espacio. Entonces, la particula
A atrae a la B.

\ I P(x,y.2)
\ r

— Py(XoY0Z0)

7 I\\

Figura 3: Campo gravitacional.

Como ya sabemos, de acuerdo con la ley de la gravitacién de Newton, la fuerza gravita-
cional F' correspondiente estd dirigida de P hacia Py y su médulo es proporcional a T%,
donde r es la distancia entre P y Py, es decir

— c
Fl =

en donde ¢c = G- M -m y G es la constante gravitacional G = 6,67 - 10~8cm3 /g - s2.
Observamos que

T=(x—20)i+@y—w)j+(z—2)k - r:\/(ac—xo)2—|—(y—yo)2+(z—z0)2

— — T T T — To= Y — Yo= 2 — 20=—
F—|F|<;>—CT—3—C e Al k

<

Esta funcién vectorial describe la fuerza gravitacional que actia sobre B. Vamos a com-
probar que F' es el gradiente de la funcién f dada por

f(:v,y,z) = =
\/(35 —20)’ + (y —y0)> + (2 — %)’

i e
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af _ c(x —xo)
o e o+ 2]
of _ c(y — )
o :(z —20)* + (¥ —90)° + (2 — 20)2: ’
of c(z — 20)
8z 13

:(z —20)? + (y —y0)> + (2 — 20)2_

of C(»"U—ﬂfo)_ %770@—90)_ ﬂi c(z —20)

or 73 T Oy r3 "9z 73
Y en efecto of of of
Fo9=, 0= O/F F_v
axz—&-ayj—i—azkﬁ Vf

Si hallamos ahora las derivadas parciales siguientes

Pf c+3c(:£—3:0)2. 0% f c 30(y—y0)2_ O*f c+3c(z—zo)2

Ox? r3 rd T Oy? r3 rd T 922 3 5

vemos que se cumple

an 82f an 3¢ 3c |:($ - xO)z + (y - y0)2 + (Z - Zo)ﬂ 3c 3c
a2 "o ToE T T = STEtET

Y obtenemos la llamada ecuacién de Laplace

2 2 2
ox?  Oy? 022
Otro interesante problema fisico que nos lleva a la ecuacién de Laplace, es el siguiente.
Consideremos una ldmina rectangular de material conductor de calor de espesor uniforme.
Sea {(z,y)/0 <z <a, 0 <y <b} una cara de la ldmina. Suponemos que las caras de
la ldmina estdn aisladas y que el calor puede entrar y salir sélo por los bordes.

Ay

S

Figura 4: Lamina rectangular.
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Suponemos que el flujo de calor en cada punto del interior de la ldmina en la direccién
perpendicular al plano zy es idéntico. Si llamamos u (z,y) a la temperatura en el punto
(z,y), se puede demostrar que en estado estacionario se cumple la ecuacién de Laplace
(en dos dimensiones)
u  0%u
— +=——=0
0x2 = 0Oy?
y las condiciones de contorno variardn en cada problema concreto que se nos plantee.
Por ejemplo, vamos a resolver la ecuaciéon de Laplace con las siguientes condiciones de
contorno
0?u  0%u
Ox? + oy?
u(0,y) =0, u(a,y) =0 0<y<ba>0
w(z,0) =0, u(x,b)=f(z) 0<z<a;b>0

=0

0.2.0.2. Meétodo de separacién de variables

De la misma forma que en los ejemplos anteriores, buscamos la solucién de la forma
u(z,y) = X (2)Y (y)
Derivando % =Y (y) X" (x)y ‘2273 = XY (y) y sustituyendo en la ecuacién de Laplace

X// Y//
YX"+ XYY" = —_— =
+ 0= < %

El primer miembro de esta ecuacion es funcién unicamente de x y el segundo miembro es
funcién dinicamente de y. Por tanto los dos miembros de la igualdad han de ser iguales a
un pardmetro real . Obtenemos entonces las dos ecuaciones diferenciales ordinarias

X"—2X=0
Y'+AY =0

Consideramos las condiciones de contorno u (0,y) = 0, u (a,y) =0, 0 <y < b, y tenemos
XO)Y @) =0, X(@)Y(@y)=0, 0<y<b
Despreciando la solucién trivial, se tiene que cumplir
X(0)=0, X(a)=0
Asf que la solucién X (z) ha de ser una solucién no trivial del problema de Sturm-Liouville

X" AX =0
{X(O):O;X(G)ZO

Vamos a estudiar ahora los valores de A que producen soluciones no triviales.
1) Caso A = 0.
La solucién general es X = ¢; + cox e imponiendo las condiciones de frontera

{X(O):O :>{ c1+c0=0
0

—c1=c=0
c1+ca=0 1 2
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Por tanto, A = 0 no es valor propio.

2) Caso A > 0.

Podemos escribir A = a?, o > 0. La solucién general es X = ¢;e%% +cpe™
las condiciones de frontera

{ X6

*T e imponiendo

0 160 + e 0 =0
0 c1e¥® 4+ coe™* =0

Vamos a ver que el determinante de los coeficientes es distinto de cero

— e Qa _ paa #0

pues e** = e~ ** s6lo para @« = 0 = ¢; = ¢o = 0. Por tanto, A > 0 no es valor propio.
3) Caso A < 0.

Podemos escribir A = —a“, a > 0. La solucién general es X = ¢jcosax + cosenax e
imponiendo las condiciones de frontera

X(0)=0 . a= 0
X (a)=0 casenaa =0
Los valores que hacen sen aa = 0 son aa = nm = o = “F. Por tanto, los valores propios

’n27T2
a2

2

son A\, = — y las funciones propias son

nw
X, = cpsen — ) = 1,2,3,...

. ., . 2,2 , .
Estudiamos ahora la ecuacién en la variable Y. Puesto que A = —*—7—, se deberd cumplir
2.2
nemw
Y — Y =0
a

La solucién general de esta ecuacién diferencial es
Y =cee ¥ +cge 0V
Si tenemos ahora en cuenta la tercera condicién de contorno
u(x,0)=0,Vz €0, =X (2)Y(0)=0=Y(0)=0=c1+c=0=c=—q
Es decir que la solucién serd
Y =cles¥ —cre @Y

Por tanto, obtenemos como soluciones

nx ax nm
Y, = K, (%Y — e %) = 2K, sh =
a
Asi que para cada n € N obtenemos las soluciones
N nw nmwxr | nmw
Uy = X, Yy = ¢, sen — 2K, sh Yy _ A,, sen —— sh Yy
a a a a
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englobando las constantes multiplicativas ¢, y K, en la constante tnica A,,.

Cada una de las soluciones satisface tanto la ecuacién en derivadas parciales como las
tres primeras condiciones de contorno para todos los valores de la constante A,,. Hemos
de aplicar ahora la condicién de contorno no homogénea. Para que se cumpla, formamos

la serie
o0 oo
nTr | nmy
u(z,y) = g Up = E A, sen —— sh —=
a a
n=1 n=1
Suponiendo la convergencia apropiada, la suma de la serie es también solucién de la
ecuacion diferencial.
Aplicando la cuarta condicién de contorno, obtenemos

- b
w(x,b) = f(x); ngga:ZAnsen@shni:f(x), 0<z<a
— a a

Si hacemos B,, = A,, sh ”T’Tb, obtenemos
> nwT
E Bysen— = f(z), 0<z<a
a
n=1

Por consiguiente, los coeficientes B,, son los coeficientes de la serie de Fourier senoidal
de f(z) en [0,a]. Dichos coeficientes son

2 a
B, = —/ f(@)sen Z=da (n=1,2,3,..)
a Jo a

Por tanto

b 2 “
AnshﬂanéAnzib/ f(ac)sen@dac (n=1,2,3,...)
a ash 2 Jo a

y, por tltimo, la solucién formal es

nmnx nm
L 2

u(z,y) = ZAnsen—s
n=1

a a
Ejemplo 4

Hallar la temperatura u (x,y), en estado estacionario, en una lémina cuadrada de caras
aisladas que, en el plano OXY, estd delimitada por las rectas x = 0, © = L, y =
0, y = L. Supongamos que el borde superior de la ldmina se mantiene a temperatura
u(x,L) = f(x), mientras que los demds bordes de mantienen a 0 °C, en los siguientes
casos:

a) f(z) =100, 0<z<L.

b) f(e)=a(L—2), 0<z<L.

Solucién:

Teniendo en cuenta lo visto anteriormente, planteamos el mismo problema, o sea
%u  O%u
—_— 4+ — = 0
0x2 = 0y?

u(0,y) =0, u(L,y) =0 0<y<L
w(z,0)=0, u(z,L)=f(z) 0<z<L
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Es decir, que la solucién es

nTr . NIy

(o)
u(z,y) = ZAnsenTshT
n=1

en donde

2 L nme
An = — €1l ——— =1,2,3,..
Toh ] /0 f (z)sen 7 dx (n 3,...)

a) En el primer caso la condicién de contorno no homogénea es f (z) =100, 0 <z < L.
Para calcular A,, resolvemos primero la integral

L nrz L
— COs == L100
/ 100 sen %dw 100 ( L } = (—cosnm+ 1)
0

nmw
T 0 nmw

L100 n 0 Si n es pa
_ _[(1)+1+1}_{M 1n es par

nm - Sin es impar

A 0 A 2 200L 400
Tl T T [2n— D] 2n—Dr (2n— 1) 7wsh[(2n— 1) 7]

Por tanto, la solucién es

400 (2n—1)7mx

O (2n—1)my
u(x’y)_;(2n—1)77sh(2n—1)7rsen sh

L L

b) En este caso la condicién de contorno no homogéneaes f (z) =z (L —z), 0 < < L.
Para calcular A,, resolvemos primero la integral

L
I:/ x(L—x)sen@d:E
0 L
Integrando por partes con

{ u= Ly —2?> = du= (L —2x)dz }

nwx

dv:sen%dxzv:_cof_wL
L
—L Lot
I_<Hcosn—zxx(L:r)]o+E | (L—Qx)cosn—zzdx

Volviendo a integrar por partes con

u=L—-2r = du=—2dx
dU:cos"—zId:t:>vzsen—T

nw
L

obtenemos

L
L\’ nwT 212 [t nw
I=[(=) @-20)sen 22| + == [ sen 24
Km) (L = 2w)sen =7 L+n2w2/0 T

2% —cos®rz1h  9r3 217 n+1
[n%ﬂ s L =53 (—cosnm+1) = =3 ((_1) + 1)
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L
Sin es par :>/ ZE(L*ZE)SGH?dCE:OéAQ":O
0

L 3 2

4L 8L
Sin es impar = / x (L — x) sen "7 e = —— = Ao = 3
0 nem sh{(2n — 1) 7|73 (2n — 1)

L

Por tanto, la solucién es

o0

2 n — T n — ™
u@w):Zsh 8L (20— me (20— Dy

@n—D)mdm@n—17 L L

En la figura 5 vemos la distribucién de temperaturas u (z,y) con la condicién de contorno
fl@)=x(L-2),0<2< L,y L=10.

n=1

s
ey =N
N W W W W W W

Figura 5: Distribucién de temperaturas v (x,y) .

Y en la figura 6, las curvas de nivel correspondientes a u (z, ).

—

10

Figura 6: Curvas de nivel.



0.2. ECUACION DE LAPLACE
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