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1. Introduccion

D_escripf:ic?n 12?;_:20 Descripcién
microscopica macroscopica
18 cm?

Termodinamica

Mecanica

Mecanica Estadistica

Magnitudes Magnitudes

Pesos moleculares Energia Interna
Geometria molecular Entropia

Fuerzas intermoleculares Capacidad calorifica
Fuerzas intramoleculares Tensioén superficial
Velocidades y posiciones o W Viscosidad




1. Introduccion

Fundamentos Mecanica Estadistica
Punto Partida Camino Punto Llegada
Mecanica Estadistica Termodinamica

Objetivos de la mecanica estadistica

1. Calcular las magnitudes macroscopicas(U,S,G...) a partir de la
descripcidon microscépica

2. Interpretar las magnitudes macroscopicas(U,S,G...) a
través de la descripcion microscopica.



2. Estados de un Sistema

Un Sistema Macroscopico esta formado por un gran numero
(N) de particulas microscopicas
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El Estado del Sistema se puede especificar de dos maneras:

e Estado macroscépico o Macroestado (o estado termodinamico)

e Estado microscépico o Microestado (o estado mecanico)



2. Estados de un Sistema

Macroestado: Se define por los valores de variables macroscépicas
denominadas funciones de estado (Presion, Temperatura, Volumen,
numero de moles, masa, ...)

 Para un sistema con una fase y un componente solo se necesitan 3
magnitudes macroscopicas para dejar definido el estado del sistema.

1 mol 995 P= nRT Gas ideal
T=298 K
velv [ ] V nb) nRT  Gasreal

U(P,T,n) =U(V,T,n) =




2. Estados de un Sistema

Microestado en Mecanica Clasica

* Para un sistema formado por N
particulas, un microestado queda
definido si se conocen las 3N
coordenadas {x} y las 3N velocidades
{v} de las N particulas (6N en total).

X1s Y15 Z95 X35 «=+ 5 XNy YN0 2N

Vi1s Vy1! Vz1s oo 5 Vxns VyN’ V2N

* Para un sistema formado por N

particulas y volumen V, los posibles
microestados se obtienen resolviendo
las ecuaciones de Newton

* La energia de un microestado

E;(N,V)= Vj(ix}) + Ki{v})

Microestado en Mecanica Cuantica

Para un sistema formado por N
particulas un microestado queda
definido si se conoce la funcion de onda
del sistema y los valores de los 4N
numeros cuanticos.

* Para un sistema formado por N
particulas y volumen V, los posibles
microestados se obtienen resolviendo la
ecuacion de Schrodinger.

* La energia de un microestado |

AW =E (N,V)¥,



2. Estados de un Sistema

¢ Qué relacion hay entre macroestado y microestado?

macroestado: 3 variables

AVAN I > <

microestado: 4N (cuantico) o

Sistema formado 6N (clasico)
por N moléculas en un
recipiente rigido y cerrado
de volumen V y en bano a
temperatura T

Se produce una drastica seleccion de la informacién al pasar de la
descripcion microscopica a la macroscopica




2. Estados de un Sistema

¢ Qué relacion hay entre macroestado y microestado?
Macroestado Tiempo | Microestado Clasico Cuantico
{r}a{Vv}s B3 |e———— h o =
/ —
2 . e
N,V.T 5 {r}s{v}s BEs |- o —— Y, E:

a) Aun estado macroscopico le

corresponden un numero enorme de microestados

b) Un microestado puede ser visitado varias veces

drsrdarmnes 2457

EADD

1

Las propiedades (mecanicas) de
los microestados visitados

| macroestado resultan de un promedio temporal sobre

U=<E>,




2. Estados de un Sistema

¢ Qué relacion hay entre macroestado y microestado?

e Cuando una propiedad esté definida en cada microestado (N, V, E,
P) el valor macroscoépico correspondera al promedio temporal

Y Promedio
X_<Xj>t j[> temporal

Problemas U=<E i >,

e Necesidad de realizar el promedio temporal: hemos de estudiar
como el sistema evoluciona, pasando de un microestado a otro
qué microestados visita, cuanto tiempo...

e No todas las magnitudes termodinamicas pueden calcularse asi,
algunas no estan definidas en los microestados sino que dependen
de cémo el sistema se reparte entre los diferentes microestados




2. Estados de un Sistema

. Podemos evitar el promedio temporal? |:> Colectivo

e Conjunto de réplicas idénticas del sistema, todas en el mismo
macroestado pero congeladas en diferentes microestados

Macroest X fMacroest X Macroest X

Macroest X

Microest 5 Microest 1€ Microest 3

Microest 3

Macroest X Macroest X

M réplicas < Microest 7
del sistema

Macroest X Macroest X

Microest 4

Microest 5




2. Estados de un Sistema

. Podemos evitar el promedio temporal? |:> Colectivo

e Conjunto de réplicas idénticas del sistema, todas en el mismo
macroestado pero congeladas en diferentes microestados

2plicas t
<E> - b 5 N mlfs m E Z p E m; = el n® de replicas
col V] que se encuentran
i=1 j En el microestado j (E)

P;= probabilidad de que
Macroest X aparezca en el colectivo
un microestado j (m;/M)

Macroest X Macroest X} fMacroest X

Microest 3

Microest 5 Microest 19

Microest 3

Macroest X
® o o

Microest 7

Macroest X Macroest X
e o o

Microest 5 Microest 4




2. Estados de un Sistema

Hipotesis Ergodica (ergodicidad)

e Si suponemos que el proceso de medida es muy largo comparado
con el tiempo que el sistema tarda en pasar de un microestado a
otro, el sistema visitara durante la medida todos los microestados
posibles, permaneciendo en cada uno de ellos un tiempo
proporcional a la probabilidad de ocupacion de ese microestado p; y
entonces el promedio temporal coincidira con el promedio sobre el
colectivo

microest

U=(E), =€), = 2PE,

Variables macroscépicas Variables microscopicas



2. Estados de un Sistema

¢ Podemos calcular otras propiedades?

e Supongamos un sistema con tres posibles microestados con
EnergiasE,=1,E, =2y E;=3

Macroestado 1 Macroestado 2
E E
3 p,=0 3 p;=0,33
2 —  p,=1 2 p,=0,33
1 —  p4=0 1 p,=0,33

3 3
U=>pE =0-1+12+0-3=2 U,=>pE =033-1+033-2+033-3=2
=1 j=1

La entropia depende de como el sistema se reparte entre los microestados
81 < 82 y no del valor que toma una propiedad en cada microestado




2. Estados de un Sistema

. Como calcular S? Macroest X Macroest X
El desorden del
Colectivo...

Microest 3 Microest 3

Macroest X Macroest X

M réplicas < Microest 7

Macroest X Macroest X

Microest 5 Microest 4

¢,cOmo se reparte el sistema entre los microestados?
Numero de formas de repartir las M réplicas de manera que siempre haya:

m, réplicas en el microestado 1
m, réplicas en el microestado 2

m,, réplicas en el microestado n



2. Estados de un Sistema

Peso (W) de una distribucion (m,, m,, ..., m_): el nUumero de formas en que se pueden
repartir las M réplicas (distinguibles) conservando dicha distribucion.

M! M!

- ml!mz!...mn!_l—[
m.!
J
=1

¢ En cuantas formas podemos repartir 4 letras diferentes a, b, c, d (distinguibles)
en dos grupos (microestados)?:

a) 3letrasenungrupo | _ 4 _ | b) 2lefras en un grupo 4
Y 1 letra en otro: © Y 2 letras en otro: Wear = 25 =©

col

Macro 3-1 Macro 3-1
(abc) (abd)
(d) (c)

Macro 2-2 Macro 2-2
(ab) (ad)
(cd) (bc)

Macro 3-1 Macro 3-1
(b cd) (acd)
(a) (b)

Macro 2-2 scloear:
(b d) (cd)

(ab)

(ac)

b) es mas desordenado que a)



2. Estados de un Sistema

¢ Qué relacion hay entre entropia y desorden?

e Supongamos un sistema formado por dos partes independientes

B C
M! M!
col — ~
m!m,!...m!
112 [[m;
j=1
S,y =k InW

Wg=Wg-W,

Spc=Sp+S¢
N /

V

S=k-InW

k = constante del Boltzmann



2. Estados de un Sistema

¢ Qué relacion hay entre entropia y desorden?

e Supongamos un sistema formado por dos partes independientes

B C SBC=SB+SC WBC=WB'WC
N _
—
S=k-InW
MI! n n
M1 1 )Se =kIN——=kInM!=kIn] [m!=kInM!=k> Inm,!
Weo = I | - |~ n : Hmjl j=1 j=1
m!m,l...m! Hmi! ]
j=1
S . =kMInM =k >» m.Inm.
S, =k-InW > co ZJ: jinm,
Aproximacion de Stirling B S B
S=-8=—k2 p;Inp,




Calcular el valor de la entropia (S1 y S;) de los dos macroestados que
tenéis en la figura. Corresponden a un sistema formado por tres
microestados posibles con energias E1=1 , E;=2 y E3;=3 (en unidades
arbitrarias).

Macroestado 1 Macroestado 2
E y E y
3 _ ps=0 3 — ps;=0,33
2 —  py=1 2 —  p,=0,33
’ p,=0 1 —  p,=0,33

S1=



2. Estados de un Sistema

Microestados Macroestado
Clasico {ri}{vi}, E U= Z PiE,
j
p.
Cuantico Y, E J > S= _kz p;Inp;
j

Otras propiedades termodinamicas

p, = probabilidad de que

aparezca en el colectivo
un microestado j (m,/M)



2. Estados de un Sistema

Tipos de Colectivo

*Si describimos el estado del sistema especificando N, V, E (sistema aislado)
*Si describimos el estado del sistema especificando N, V, T
Si describimos el estado del sistema especificando p, V, T

(i H(N-1,V) m H(N+1,V)

el ://i i | r
E-AE - - — — | | — -
o | (e |

) N ]

| |
/ Colectivo macrocanonico \

Colectivo microcanonico Colectivo canodnico




2. Estados de un Sistema

Probabilidad de un Microestado en el Colectivo Candnico

[ N 2
UN,V,T)= E p.E.(N,V) N particulas de masam - _ h® .
- ) caja monodimensional Cigma? M
J i—

de longitud a

e La probabilidad de que un sistema se encuentre en un determinado
microestado debe ser funcion de la Temperatura

e También sera funcion de su energia Principio de iqualdad de
probabilidad: microestados de un mismo sistema con igual energia

tienen la misma probabilidad

Consecuencia: la relaciéon entre la probabilidad de un microestado y
otro a una determinada temperatura debe ser funcion de las energias

de ambos

| pj
— =f(E..E.
E- pi ( 1 J)




2. Estados de un Sistema

Probabilidad de un Microestado en el Colectivo Canodnico
— f(Ei’ Ej) — f(Ei _Ej)

P;

e Puesto que el origen de E es arbitrario la relacion de probabilidades
debe depender de la diferencia de energias

I

E. [P

f(Ei_Ej)

f(Ei-Ey)= f(Ei-E))-f(E;-Ey)

(E-E= (E-E)*+EE,) |

P (€, -E,)
P;

fI(E-E)+(E-EI] = T(E-E)T(E-EW)

_BE.
P; eB‘

pl e_BEi

Pe =f(E -E\)
P

- f(x+y) =1(x)-1(y)

e(x"'Y) — ex . ey

eBx+y) _ aBX o

Pi = Ce ™




2. Estados de un Sistema

C _BE, Normalizacion
.= e !
pl Zpl =
1=) Ce™ =C> e
| 1 |
C= S g
QN,V,B)=> e ™
e_BEi e—BE j

Ze_B 5 Q(N,VLB) Funcion de Particién Canénica




2. Estados de un Sistema

Microestados Macroestado
Clasico {ri}{vi}, E U= Z PiE,
j
p.
Cuantico Y, E J > S= _kz p;Inp;
j

Otras propiedades termodinamicas

—PE; —BE;

e e
P = Q(N,V,B) = Ze—BEi B(T)??

(Colectivo Canonico)



3. Funciones Termodinamicas en Colectivo Candnico

s !

Q B

S=—kZp,-lnp,-=—kZeQ meQ O )[S=pkU+kinQ 1
j j

U_A

A=U-TS = S=—-
T

Regla d
0 :_((’NHQJ Iaecgazenea _ oInQ
NV NV

S =BkU+kInQ S:kT(




3. Funciones Termodinamicas en Colectivo Candnico

(), e
6V T,N av TN

H:U+PV:kT2[a|an +kTV(6Ian
oT v N ).

G:H—Ts:A+PV=-kT|nQ+kTV(a'”Qj
av N, T

ﬂ:(a_Aj =NA(8—AJ :_NAkT(aI”Qj
on Jry ON Jry N Jry




4. Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particion Canonica

Microestados Macroestado
Clasico {ri}{vi}, E U= Z PiE,
j
p.
Cuantico Y, E J > S= _kz p;Inp;
j

Otras propiedades termodinamicas

E, E,
. e e«
T QINV,T) B

P Ze kT

(Colectivo Candnico)



4.Propiedades e interpretacion
De Ia Funcion de Particion Candnica

° microest E
Microestado 4,  Energia Q Z exp| —
10 9 kT
: :
7 6 1 2
! ° =1+exp| —— |[+exp| —— |+...
4 3 KT KT
> 1
1 0o — Tomamos como origen de energias el nivel mas bajo

SiT-0 Q:1—|-eXp(—oo)+eXp(—oo)+...=1

_ . B _ _ n°total
SiT- Q=1+ eXp(O)+ exp(0)+ e microestados

Q nos da una estimacién del nimero promedio de microestados accesibles



4.Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particion Candnica

e ;Qué ocurre a T intermedias? exp(-E/kT)
_ ° , E, KT=1 KT=4
Microestado e Energia 0 10 10
° 1 0.368 0.779
10 9 2 0.135 0.607
9 8 3 0.050 0.472
8 . 4 0.018 0.368
7 6
6 5 20 2.06:10° | 6.73-10°
5 y—
4 3 E,
; , kT=4 5 estados (Q=5) Q=Ye ™ 1.582 4.521
2 1 X
’ 0¥ v kT=1 2 estados (Q~2)

kT=0 1 estado (Q=1)

Q nos da una estimacion del nimero promedio de microestados accesibles
(aumenta con la temperatura)



4.Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particion Canodnica

E, E, KT=1

o kT T°° 0 0.632

— 1 0.233
Q 2 0.085

3 0.032

4 0.011

* Los microestados con mayor energia son menos probables.
* El microestado mas probable es el de mas baja energia
e La probabilidad de un microestado sélo se anula si E—



4.Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particion Candnica

Dependenciacon T

A medida que T aumenta, aumenta la probabilidad de los microestados de
mas alta energia y disminuye la probabilidad de los de menos energia.

» Siempre se cumple que la probabilidad del microestado es mayor a menor energia



AE

4.Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particion Candnica

Distribucion de Boltzmann _E;
E e KT
| LU P; Q

p, = o o kT E,+E, (E-E))
7 Mi _ - =€ KT — @ kT
P. _—l
J e KT
* Es mas probable el microestado
AE de menor energia

AE > 0, Pi <1

P; P;

 Excepto a T— o, en ese caso
todos los microestados son
igualmente probables




4.Propiedades e interpretacion
De |la Funcion de Particion Canodnica

Supongamos un sistema con microestados degenerados en niveles

== g, Mmicroestados

E, ——— ¢ ¢ ¢ mm g, microestados

E, —— e e e e — g, microestados microest E niveles E
Q= ) exp——=|= > giexp ——
j p( ij . p[ KT

EO=O - 0 6 0 mmm gO microestados

_E
ge

Q

* El nivel mas probable no sera necesariamente el de menor energia, depende
de la degeneracion

* Probabilidad de un nivel

Pi

Pe _Sce W AE=E, -E




¢ Qué valor toma Q a diferentes temperaturas (T=0K y T=«) e interpretar el
significado de Q en el caso de que el sistema tenga microestados
degenerados como el descrito en la diapositiva: go microestados de
energia Ey, g1 microestados de energia E4, g> microestados de energia E>

SiT=0 K Q=
Significado:
SiT=0c Q=

Significado:



4.Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particibn Canonica

Ej
D. =g e Probabilidad de que el sistema este
! ! Q en un nivel (i) de energia

* Ej.: Dos particulas (independientes y distinguibles) en
una caja cubica 3-D de lado a

h2 2 2 2 h2 2 2 2
E=¢,+¢, = — [nx,1 +Ny, +nz,1]+ P— [nx,2 +Nny, +nz,2]

8ma
12% L) (111 (120 (111 (L12) (111 (L) @11 (111 (1,2,1) (1,1@
10% -
(1,1,1) (1,1,1)
E, * Microestado mas probable (1,1,1) (1,1,1)
Be kT _AE
P e = 6e KT * Nivel mas probable, puede ser el 2



4.Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particibn Canonica

la probabilidad de ocupacion de un nivel es la combinacion de e—kET‘
una funcion decreciente (e-E/KT) y otra creciente (g;) P, = 9
Q
_Ei

: KT

gi e o
X =
E; E. E,

1 1
Las propiedades de los sistemas vendran determinadas por aquellos niveles
de energia mas probables de ser ocupados durante la evolucion del mismo:

microest niveles

U= 2 pE = 2.pE
i i

Sdblo se necesita considerar aquellos niveles que tienen unas probabilidades
significativas (las energias alrededor de la media)




4.Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particibn Canonica

La Funcién de particion y su dependencia con el Origen de Energias:

° ° Cambiamos el origen
= a ° y lo situamos sobre
~~~~~~ 2 ° E' —E.-E el microestado de
~~~~~ E, 2 =270 menor energia
E ~~~~~~~~~~~~ E,1=E1'EO
---Eg
~~~~~~~~ 0

Q=e P 1P LeP5 o

Q' —e B Lo Fr Lo Fe R e—B(Eo—Eo) + e—B(E1—E0) + e—B(Ez—Eo) +

| 5
= eBEO [e_BEO _|_ e_l}E1 _|_ e_BEZ _|_ oo — eﬂEOQ — e kT Q

e—BE'j e—B(Ej—Eo) e /eﬁ'E/ e‘BEJ

_BEJ 0




De la Funcion de Particion Canonica

4.Propiedades e interpretacion

Dependencia con el Origen de Energias

Con el cambio de escala no cambia la probabilidad
de ocupacion de los microestados

U'=U-E, = U'-0=U-E,~ U'-E, =U —E,

U'-U'(0)=U —U(0)



4.Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particibn Canonica

Dependencia con el Origen de Energias

E D eee  USUO)=U-U(©)
e, T g
o( 0InQ B L2 0InQ
U=kT( = jN’V U-U(0)=kT ( — jNV
A= —kTInQ A—-A(0)= kTInQ

oInQ
G- _lenQ+kTV(a|an G-G(0)= —kTInQ+kTV( v j
oV J\1 N,T

H:sz(@'”Qj +kTV(5'”Qj H—H(O):sz(aanj +kTV(8Ian
T nv N Inr ol Juv N Iyt




4.Propiedades e interpretacion
De la Funcion de Particion Canonica

Interpretacion de calor y trabajo

dU=2odw_, +06Q

rev

U=Y"p,(NV,T)ENV)

oE.

dU:ijdEjJrZEjdpj dEjz[an] dVJ{aNJ) dN
J J N \

 Supongamos un sistema que evoluciona reversiblemente a N, V ctes

dUZsQrev jl> SQrev = ZEJdpJ
dU=>"E dp, J'
j

En consecuencia, para un proceso reversible cualquiera:

W, = > p,dE,
j




4.Propiedades e interpretacion
De Ia Funcion de Particion Candnica

Se puede intercambiar energia con el sistema de dos formas:

CALOR .
—
Microestado
S
'/
E No cambia

TRABAJO

Cambia

Microestados

L
- U = Z D jé
E e No car/n‘bia




5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

n n n Particula a

H= F]a + hb +...+ hN |:> ha(l)a,i — ‘C’a,i(l)a,i

= i
Q:ze_ﬁ :Ze KT

No hay restricciones sobre
Particulas no Interactuantes y los estados cuanticos que
distinguibles pueden ocupar

8a i €p “b,j EN,w

QN,V,T) = Ze T Ze T e K =a(V g, (V. T)...au(V.T)



5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

2 Particulas distinguibles iguales con dos posibles estados (&, Y &,)

Distinguibles

1 2
2 —O O— ®2
€1 O O— @1 . . :

4 microestados posibles para el sistema

g, — |00 &
gy OO €1

3 4 m

4 _5 E, E, Es E4 &y 118p,2 &y 2Fép 1 &v1tép 1 &y 2tEp 2
_ kT _— kT kT kT kT
Q=>e"=ek+el+elTreLeg W Lo W 4o W 4o W
j=1

év1 €1 €p2 Ey.2 €p1 €p,2 év1 &y.2 €p,1 €p2
ekTekT+ekT ekTekT+ekT ekT+ekT ekT+ekT

Sy Ep |

=>e T . Ye M =0q,-q =0’
i |




5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

N Particulas no Interactuantes, iguales y distinguibles

Q(NV,T)=[av,T)]"
qv.,T)=>e"™

A4

J

N Particulas no Interactuantes, distintas y distinguibles

Q(N’ V’T) — qa(V!T)qb(VaT) . qN(VaT)

Ng Particulas no Interactuantes y distinguibles de tipo B, N, de tipo C

QN,V,T) = gg (V, T qg(V, T) |
Jg (V,T) — Ze_BSB'i

qC(V,T) _ Ze—ﬁﬁc,i




5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

Particulas indistinguibles

PRINCIPIO ,
Hay restricciones sobre DE EXCLUSION
los estados cuanticos DE PAULI

que pueden ocupar las particulas Fermiones: funcion de onda antisimetrica

al intercambio (ej: electron (spin semientero)
Bosones: funcion de onda simétrica
al intercambio (ej: fotdn (spin entero)



5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

¢s.cual es la consecuencia practica del principio de exclusion de Pauli
A la hora de calcular la funciéon de particion?
Ejemplo: dos particulas idénticas y dos estados cuanticos (g4 y €, ):

Particulas Distinguibles Particulas Indistinguibles
Distinguibles Indistinguibles
Bosones Fermiones
82 O O 82 () ()
&1 O o— & —0— —O—
g, — OO0 g — |00
gy OO— €1 OO0 |—
Microestados 4 3 1
4 E; Ey,11ép,2 év,2tép1 _Eyi1tép _Ev2téh2 év,1 év,2 _éb1 _éb2
Qdiszze ki —@ kT 4@ kKT 4@ K Lo KI _|pgkl 4o ki @ kT Lo KT :qvqb:qZ
j=1
J E; £+&, &+& &+,

Qus=2 e T=e T +e T te K 2¢’

J En particulas indistinguibles el numero

de microestados posibles es mucho menor

_51+<92

E
Qu=2e"T=e 1 =¢’
j




5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

N particulas estdn ~ Permutando... Numero microestados
siempre en para N particulas - N!
estados diferentes distinguibles '

Supongamos 3 particulas en 3 estados diferentes
Bosones Fermiones

Distinquibles

!

%@

%

%B

%
44
44|

| N!=I3!=6I miclroesl:adosl,

Numero microestados

Numero mi(,:roestados para N particulas distinguibles
para N particulas _
indistinguibles N |

N Si las particulas estan
Q(N,V,T) = la(v.T)] siempre en

N! estados diferentes




5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

El problema surge con aquellos microestados en que dos 0 mas
particulas se encuentran en el mismo estado

Distinguibles Bosones Fermiones
: \ : ! \

-0 -8 - _—

:
g

El error sera pequeno si la probabilidad de que dos (o0 mas) particulas
coincidan en el mismo estado es pequena

El error sera pequeno si el Numero de estados accesibles a las
particulas es mucho mayor que el nidmero de particulas

[ (V T)]N _ Estadistica
QN,V,T) =1 - siN__.>>N Maxwell-Boltzmann




5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

o v, T)- 9T

SsiN,..>>N

Excepto: a) temperaturas extremedamente bajas:
Ej: Helio liquido
b) densidades de particulas muy altas:

Estadistica
Maxwell-Boltzmann

Ej: estrellas de neutrones
c) particulas de masa muy pequena
Ej: gas de electrones

Otras estadisticas si no se cumple la desigualdad N .. >> N :
FERMI-DIRAC (fermiones)
BOSE-EINSTEIN (bosones)



5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

Particulas Distinguibles Particulas Indistinguibles

N distintas

Q(N’ V’T) - qa(V’T)qb(V’T) . qN(V’T)

N iguales N iguales
QN.V.T)=[av. )" an v, T)= 19D
qv. T)=>e" | |
J' )
Ng de tipo B, N, de tipo C Ny de tipo B, N de tipo C
QN.V.T) = s (V. TI* qe (VT || | v 7y 2 9V fac (V. DI
Qs (V,T)= ZG_BEB‘i & Np! N!

qc(V,T)= Ze_BSC,i




5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

Funcion de Particion del Sistema

Q(N,V,T)

e NUumero microestados accesibles al sistema

e Probabilidad de encontrar el sistema en un

microestado

e ™

Pi = AN V.T)

¢ Distribucion del Boltzmann

AE
&:e KT

P;

q(V,T)

Funcidon de Particion Molecular

e NUumero estados accesibles a la molécula

e Probabilidad de encontrar la molécula en un

estado

<N > e P

w

Pw =

N  qV,T)

e Distribucidon del Boltzmann

N\

<N, > e

Pv= N T T)
\

<N, > e
P, =

<N, > e™P™

N qV.T) |

<N, > e

_Ae
—e KT



5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

Si estamos interesados en la probabilidad de ocupaciéon de un nivel molecular,

lo que tenemos que hacer es sumar las poblaciones de todos los estados que

pertenezcan a ese nivel

C| —
b v _w X <Nb>_<NV>+<NW>+<NX>
3 N N N N
<Nb > e_Bgv e_Bsw e_ng
= + +

N q(V,T) q(V,T) qV,T)
<N, > g,e ™
N qVT)

De igual forma que para la funcion de particion canonica, la funcion de particion
molecular puede expresarse como suma sobre los estados o sobre los niveles

moleculares:

estados niveles

qV.T)= 2 e = Dge™
j i




5. Funcion de Particion en Particulas no Interactuantes

Particulas Distinguibles Particulas Indistinguibles

N distintas
Q(N5 V,T) - qa(V5T)qb(V’T) e qN(V5T)

N iguales N iguales
QN T)=[av. )] an v, T)= 19D
qV,T)=>e" => ge”™ |
j i J
Ng de tipo B, N de tipo C Ng de tipo B, N de tipo C
QN,V,T) = qg (V, T g (V, T)" Q. T) = 9 (VDI [ae (V. DI
Qs (V,T) = Ze_BSB‘i & Ng! N!

qc(V,T) = Ze‘ﬁec




6. Funcion de Particion Molecular

Un sistema de particulas (moléculas)
Una muestra

de N moléculas No interaccionantes (gas ideal)
de un gas ideal puro

Indistinguibles (son iguales y

Q(N V T) _ [q(V,T)]N | I pueden intercambiar posiciones)
- N >
qV.T)=2 e ™ =2 ge”
i

J

Energia de una molecula &, = €y,6s T €0t T Eyipy T €

rot,t vib,v ele,u

estado traslacional s, rotacional t, vibracional v, electrénico u
(s, t, v, u) conjunto de numeros cuanticos que definen el estado molecular j

CI(V,T) — Ze—ﬁej — Ze_B(StraS’S+8rot,t+8vib,v+8e|e,u) _ 7 7 7 7 e_BgtraS,Se_BSFOt,tje_Bgvib,ve_Bgele,u
J sJ tJ vJ uJ

s,t,v,u

_ —Petras,s —Berot,t —Bevip,v —Peele,u
CI(V,T) B Zsle Zt:e Zvle Zu:e — qtras(V’T)qrot(T)qvib(T)qele(T)

q(V’ T) = qtras (V7 T)qrot (T)qvib (T)qele (T)




6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Traslacional

'

_Bgras,s
qtras(V’T):Ze t b
s
2 2.2 a
2 2 2 2.2 2.2
8tras — h n)z( + n; + n; — h nx2 + h nyz + h n22 :gtrasx +8trasy +8trasz
8m{a“ b c 8ma~ 8mb“ 8mc ’ ’ ’

qtras(v’ T) — Z —Beiras,s i i i e—B(stras,x Tetras,y +8tras,z) :i i i e —Betras x BstraS,ye_Bgtras,z

S nX=1ny:1nZ=1 nX=1ny:1nZ:1

o0

_ Ze_Bgtras,x ie_ﬁgtras,y ie_ﬁgtras,z _ qquqz

n, =1 n,=1 n,=1



6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Traslacional

n=3

n=2

1
—

n

2
h 2
— 2n
8ma

Stras,x X

£=(3?) h2/8ma2,_

— &=(2%)h?/8ma? .

————  &=(12) h?/8ma? _

¢=h2n2/8ma2

__h (n2—1

Stras,x 8 2

£=(3%)h?/8ma?- h2/8ma?

€=(22)h?/8ma? - h?/8ma?

e=0

¢=h2(n2-1)/8ma2

0,25, x €S la temperatura caracteristica traslacional (x)




6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Traslacional

0 h2 (n)2(_1) _etras,x (n2_1) h2

q, = Ze_8ma2kT _ ie T 0 =

tras,x 2
~ ~ 8ma“k

_M(Fq) _Otras x 22 _1) _@(32 _1) 39"33"( _86“3‘i

g, =¢e ' +e T +e T +.. =1+e T +e T +..
T=0 — —o0 —o0 q, =1 (sélo accesible el
G Tre”+e” +.. estado fundamental)
T << Htras,x q, = 1+e 7 +e " +... SiT<< Htras,x qx_)1
T >> 040 4 q,=1+e’+e’ +... Si T >> 6,5 x 9,—valor muy grande
T = 0 0 g, = (accesibles todos
g X — 1+e +e” +.. los estados traslacionales)
T=46 q, = 1+e_3 +e_8 +... SiT= Htras,x qx=1'05
tras,x
O..s,x €S la temperatura a la que ‘empiezan’ a ocuparse los estados excitados

traslacionales



6. Funcion de Particion Molecular

- . - . 2
Funcion de Particion Traslacional L
tras,x 8mazk

b,..s x Para el H en una caja de 1cm = 10 K

0 0 0
o0 tras,x (n§—1) tras,x oo _ “tras,x (ni)

:eTZeT

n, =1 n, =1

Normalmente T >> 6, . , (6 6, ,/T<<1) por lo que podemos tomar
la aproximacion de alta temperatura

etras,x
1 ) e T 1 [ q _etras X [~2 )

0 , (nx
e T
r;

12
112



6. Funcion de Particion Molecular

h2
tras,x 8mazk

Funcion de Particion Traslacional 0

b,..s x Para el H en una caja de 1cm = 10 K

0

6tras,x 00 _ etras,x 2 _M 2
o T Ze T (nx) |:> qx ~ Ze T (nx)
n

x:/I

etras,x

w f—
— T
A =8
n, =1 n, =1

Normalmente T >> 6,., , (0 6,..;,/T<<1) por lo que podemos tomar
la aproximacion de alta temperatura

1)

—

2) En el sumatorio vamos a realizar la suma de muchos _9tras,x12 )
términos cada uno muy parecido al siguiente ya que: e T a1 Manxq241
X _1_ X_ (9 —
e =1-X+ o +... trans,x <<1 _@22 g
T tran,x n2
e ~1— 2° =1
(desarrollo Taylor)
A
1 ﬁ____ 00 _etr_la_s X (ni ) 00 _atr_la_s X (ni ) o0
=~ g, = > e =>e =~ j e
n,=1 n,=0 0

v

(Levine pag 1036 5% ed.)



6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Traslacional

!
Zay

> dx
\/ 1/2 1/2

TU TU

2mmkT )“2

n, 172 ) 1/2 :( h?
0 2 etras,x 2 h2
T 8ma“kT

2mmkT 1/2b 2mmkT \"?
qy = h2 qz :( h2 j

h2

3/2 3/2
qtras(V’T) = qquqz = (znkaj abc= (znkaj V

Ej. 3Cl, V=1LT=300K  Q4=5,71-102



6. Funcion de Particion Molecular

Funcion de Particidon Rotacional

Erot t rotacion alrededor de dos ejes y

Qo (T) = Z e K Moléecula Diatomica momentos de inercia iguales
t (rotor rigido)

B: constante
h Rotacional (s1)

=0.1,2,3, ... : = hBJ(J +1 _
= +2, ... %] © (+1) B 812

I: momento de
Inercia (mr?)

? =5 M,=-2 M ,=-1 M,=0 M,=+1 M =+2 =6hB

M=0

M,=-1M,=0 M,=+1
?‘ J=1 £=2hB g, =2J+1

© & ) hB - Orot y(441)

=S (@ine T =Y (20+1)e T



6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Rotacional Molécula Diatomica

otk 872kl Rotacional

rot hB h2 o
0, (T) = Z(ZJ +e T W _ Temperatura Caracteristica

O, : temperatura necesaria para que se pueblen
estados rotacionales distintos del fundamental

Moléculas H, HCI N, Cl, |,
0, (K) 85.35 15.02 2.862 0.350 0.054
Aproximacion de Je‘bxdx — 1 x=J(J +1)

alta temperatura T >> 0,

erot

()= (20 +Me T = [(2d+0 T
J=0 0

0. hB

rot

rotJM \ T{ eerTotJ<J+1T T kT
0

KT

T)=—
qrot( ) hB




6. Funcion de Particion Molecular

Funcion de Particidon Rotacional

Qot(T) _KkT Moléecula Diatdmica Heteronuclear

" hB

¢, Qué pasa en Homonucleares? — Hay dos nucleos indistinguibles, no todos los
estados rotacionales estan permitidos

Heteronuclear ‘—O Q—‘ Dos posiciones distinguibles.
Homonuclear H H Dos posiciones indistinguibles.

En una molécula diatbmica homonuclear la funcién de particion rotacional
seria la mitad de lo que acabamos de calcular



6. Funcion de Particion Molecular

Funcion de Particidon Rotacional

Q. (T) = Eg Molecula Diatdmica Heteronuclear
kT ) .
Qot(T) == >hB Molécula Diatémica Homonuclear
q(T)—T—kT ' de simetria =1, 2
rot 0. ohB o numero de simetria = 1,
H, H35Cl N, o, 3Cl, Na, l,
0, /K 85.35 | 15.02 | 2.862 | 2.069 0.35 | 0.2220 | 0.05369
0,0,{(300K) 1.76 20.0 52 72 429 676 2794

0,,((1000K)

5.86 66.6 175 242 1429 | 2252 9313




6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Vibracional

€vib,v

Qu(T)=>e

Molécula Diatdmica g, =(V+ E)hve V: nUmero cuantico = 0,1,2,...«

(oscilador armonico) v, . frecuencia de vibracién fundamental

del oscilador armonico

hv Temperatura Caracteristica
vibracional




6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Vibracional

Molécula Diatdmica

w . Oip hv
\'%
Quip (T) = Ze T Oip = ke
v=0
Molécula H, HCI N, Cl, ,
0,;,(K) 5990 4151 3352 798 307

A las temperaturas mas habituales NO podremos usar la aproximacion de alta

temperatura

evib

Qp(M=De T
v=0

=1+e

-1 eVib

_Qe\ﬂ
T +e

T +e

0

_3_vib

L

Suma de n (—w) términos de una progresion geométrica de a-+ar+ar’ +...
razon r (exp(-6,,,/T)) siendo a (=1) el primero

a(1-r")

IimS =Ilim —

N—o0 n—o0

1—-r

1

= Our

1-e T

_al-r")

S
1-r




6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Vibracional Molécula Diatdmica

o _, O 1 1
qvib(T)zze T o= = hvg
v=0

_evib

1-e T 1-e ¥

Cl, a 300 K q,;,=1.07 |

Limitaciones

Energia

Distancia Interatomica

A diferencia de q,,. Y 9,,: La expresion obtenida para q,;, sera tanto mas
correcta cuanto menor sea T



6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Electronica

Tomando como origen de energias el nivel electronico fundamental:

niveles Eele,1 Eele,2

_ ~Peeei _ KT KT
q9|e (T) o Z g6|e,ie o= gele,O T gele,le + gele,ze t...
I

Normalmente g, ; >> KT |:> etle = Gele0

Atomos
Jele=2J+1 . .
=e Excepcion: atomos con estados electronicos
excitados de baja energia. Ej O.
*Po €,=0.03 ev, g,=1 J dgia- 5
3P _ _ . £ P
1 81—0.02 ev, 91—3 niveles _ele1 _ Cele,2
_:Bgee,i _ —
qele (T) - Z gele,ie o= gele,O + gele,le “T + gele,ze T =
i
3P2 80=0, go=5 Eele,1 Eele,2

=5+3e KT +1¢ K =54138+0,31=6,69



6. Funcion de Particion Molecular

Funcidon de Particion Electronica

Moléculas

ele=25+1

Moleculas con 0 e~ desapareados — S=0 — g,=1

Moléculas con 1 e~ desapareado — S=1/2 — g,=2

Excepcion: moléculas con estados electronicos excitados de baja energia. Ej NO.

o 1742
. L = kT _ T
— <— qele(T) = Geleo T Yele1€ =2+2e
*—0 e —
S S 40
121.1 cm1=2.406 1021 J '
L L Qele s |
= — 3A
s S 30 -
2.5 1
2.0 T T . ;
0298 1000 2000 3000 4000 5000

T(K)



/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Gas ideal formado por N moléculas (diatdmicas) indistinguibles,sin estados
electronicos excitados de baja energia

Q(N, V,T) — [q(vl\,l;r)] q(V’T) — qtras (V’T)qrot (T)qvib (T)qele (T)

< :kT(aanj
8V T,N

U-U(0)= kTZ(m”Qj C, = (@j
aT N,V N,V

S=kT(8|nQ
oT

j +kIinQ
N,V

G—G(O):—kTInQ+kTV(aanj
av N, T




/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Presion
qN
T olnQ Lt 8InN! KT oing"
oV oV oV

T,N

P NthaIn qj — NkT(aln qtras(v’T)qrot(T)qvib(T)qele(T)j

oV
+ NkT(aln qvib(T)j
. oV

— alnqtras(\/ T) NkT alnqrot(T)
oV
~ Nk (a j+0+0+o NkT(aInqtfas(V’T)j
2, i

+ NkT(alnqele(T)) —
N )

T

nqtras(V’T)
oV
oln (Znn;k-rj V 27mkT )"
h h2 NKT

P =Nk oV NkT(znkaj"”zv Y, PV =NKkT




Esta expresion (PV=NKT) es la que cabia
esperar para un gas ideal. A partir de otra
expresion muy conocida ¢ se os ocurre alguna
forma de calcular el valor de la constante de

Boltzmann: k?



/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Energia Interna

U—U(0)=kT2(a'”Qj
T ),

N
alnq—

U-u)=kt?3 N
oT

U—-U(0) = Nsz(é?'nquasw T)qrot<T)qV.b(T)qe.e(T>j
oT y

_ NkTZ(ﬁlnqtras(VJ—)j +NkT2 dlnqrot(T) +NkT2 dlnqvib(T) +NkT2 dlnqele(T) —
v dT dT dT

+U. +U,, +U,,

tras rot

=U



/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Energia Interna Traslacional

3/2
amﬁzn:;ﬂj v}
:Nsz(a'”qtrasT(V’T)j ~ NKT?

Utras 8T —
V
Vv
= NKT? 3 = 3NkT = 3nRT
2T 2 2
Um,tras - %NAKT - ERT




/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Energia Interna Rotacional

dInkT
U, =Nk12 MGa(T) _ ez 0B _ 2 Nk = nRT
T dT T
Ut =N.KT =RT
Enerqgia Interna Vibracional
1 Oy
din——_ dIn[1—e T J
Uy =NkT2 3Na(T) _pjerz - 16 T pgepz dInT g =
d dT
evib e_eTb O —GV?“’ e?b
B 2 O evi e e evi
_ NkT2 T o :Nk v|beeb _Nk b o O :Nk 9Vibb
1-e T 1-e T 1-e T e e’ -1




/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Energia Interna Electronica

U, =NKT?

dlnqele (T)

= NKT?

ding,.o

=0

Energia Interna y Principio de Equiparticion

Resultado Cuantico

Términos Cuadraticos

1 2 1 > 1 5
—MV + =MV, + =My,

U . =SNKT=>RT
’ 2 2
U, =N,KT =RT
Um,vib = NAk GQ:ib =R ee.:ib
eT -1 eT -1

lo,> o,

2 2

1 mv?
K. X%+
2 2

Resultado Clasico

3 x (1/2) RT

2 x (1/2) RT

2 x (1/2) RT




/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Capacidad Calorifica

o2
oT Juv

or VN or VN or VN or VN

3 Resultado Clasico Molar
0 —NKT
ouU 2 3 3
Cuypas =| 2 | = - “Nk = -nR
V,tras ( oT jVN oT 2 2 3X (1/2) R
N
Cyof = OU — ONKT =Nk =nR 2x(1/2) R
’ ol Jyn oT )\
8Nk 9vib e b eﬂ 9\/713
U, eevTib —1 Nk O 'IYI2 ' Nk 6. © e’
Cywib = (mjVN = oT - Ous 2 ( T j Oy 2 |12x(1/2)R
e’ -1 e’ -1
N




/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Capacidad Calorifica Molécula Diatbmica

CV,m
TI2R |
]Z/ZR /—*
BI2R oo e e
12/2R /
32R |t
Otras 0ot Oib T




/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Entropia

S:kT(aan
oT

j +kInQ
N,V

N

oT NI

N,V

q
8In' N olng®
S = k1| —N +k|nq—=kT( qj +king" —KkInNI=
N,V

:NkT(mnq
oT

j +NkIng—kInN!
N,V

S — NkT(aIn qtrasqrotqvibqele

oT
_ NkT! 9N e
oT

dlnqvib

j +Nk|nqtrasqrotqvibqele —kInN!=
N,V

+NkIng,.. + NkT(%j +NkIng., +

\Y

dinqg,,

+NkT£ j+Nk|nqvib +NkT( j+NkInqele —KInN!



/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Entropia
S = NkT| IMGe=s | Nking, . —kInNi+NkT| 209t || Nking,, +
o),
Stas L S J
+NkT(d|g_?_V‘bj+Nklnqvib +NkT(d|nqe'e]+Nklnqele
S;b o SZIe i 3/2
1o 2Tk
olng, h?
s, =NkT| 2%%es | | NkIng,  —kInNl= NKT ;
oT )y oT

\

3/2 3/2
+Nk|n{(2“kaj V}—kNInN+kN:NkT;rJrNklnl:(znkaJ VL—

h2 cuacion Sackur-Tetrode
ntropia de un gas

—KkNInN + kN = §kN + kN Inl:(znkaT/Z V} ideal monoatomico
2

> ~ 312 [, —\5/2
h N Stras ZEnR+nRIn (zn—zmj &
2 h P




/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Entropia KT
dln—— K
S, = NkT(Mj+ NkiIng,,, = NKkT ___ohB + Nk |n_T
dT dT ohB

S, =NR+nR Ink—T (molécula diatomica )
ohB

din 1 i
... = NKT[ 9% ), NkIng, = NKT —1=€ T NkIn— 1 =
vib dT vib dT O
1-e T
i By
9v|b e_? o Hwb e—? .
= NkT 1—- —Nkln[l—e Tj:nR L —nRIn[l—e T)
l-e 7 1-e 7




/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Energia Libre y Constante de Equilibrio

G- G(0)=—kTInQ+PV

N

G-G(0)= —kTInclil'+NkT = —KkTIng" +KTINNHNKT = -NKTIng+KkT(NINN—N)+NkT

=—NKkTInq+NKTInN—-NKT + NKT = -NkTIng+NKTInN :_NkTIn[?]

Energia Libre molar a presion estandar (P°=1 bar)

G -GL(0)=-NkTIn I & —c)-RTnI  |ge _y (0 I
m m - A N m~ ~m m m( )_RTInN

A A A

q?n (V’ T) - q?ras,m (Vr(r)1 ’ T)qrot (T)qvib (T)qele (T)

. LGka jva - LGka T’z RT

qtras,m m h2 PO



/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Energia Libre y Constante de Equilibrio gA +bB+.. < cC+dD +...

P

Kp = 1?[[ I;’Zq]

& Aur(0>
AG? = -RTInK, H[ j
§ J

AG! = Zv G
0 (0)- RTIn % <§
NA
Un ejemplo: X, <>2X,, AU (0)=D,(R)-D,(P)
2
qgm ’ q?(,tras,qu,ele
N’ AU, (0) NA _DoFg>T<z)
A - KP =

e
RT 0
0 € |:> qX2 ,tras,quzrotqX2viqu2eIe
q Xo,m N
A
N A
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Constante de Equilibrio: Una derivacion alternativa

R<—P
P
Qe =1+ €77 42 1 4P L g Pt 4 g Phrea) o
R 5 ’
ag =1+e ™ +e™ +
R o o 0
S Qe =1+e ™1 +re ™2 4
:' A80 <N> e_st
I = Ley distribucién de Boltzmann
leee¥ous N qRP
—Be,
N g N get &
Al [ R _ O
N im N iR Ore Orp Orp
~BAeg 5P ~BAgg —Be’)
“B(Agg+e") e e e e
NG N gt R g

> N ice  Orp Orp Qrp Orp
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Constante de Equilibrio: Una derivacion alternativa

Numero
<NR> _ Ok <NP> % mlcrqslstados
N a. N - accesibles para
5 Ore Orp cada especie
<NP> Qp e_BASO ’;‘_\
i K = <NP> _ N _GOre _ % e_kTO
. 28018:3 <NR> <NR> 9r Or k
. €TE N q
Agyte’, RP
— Ag
— i Po e O Diferencia en el
— A€, PO N _AU,(0) origen de energias
Kp = — A/a RT
.. PR,GQ qgm
P° N

La constante de equilibrio resulta de ‘repartir’ las moléculas entre todos los
estados (de R y de P) de acuerdo con la ley de Boltzmann



/. Propiedades Termodinamicas del Gas |ldeal

Analisis de dos equilibrios endotérmicos

1) Los estados moleculares de R y P estan igualmente espaciados:

Ag
K=Jp g

dr
ASO

Ag, =5,(P)—g,(R)>0 ) € X <1

$8 € 2g 3¢
Gr=1+e T +e K 1e 4+ —q, [O) 1=
AE, Or
e
Agg Agg

ar
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Analisis de dos equilibrios endotérmicos

ii) Los estados moleculares excitados son mas accesibles en P que en R:

Ag
P K = qu kT0

Or

ASO

Ay =£,(P)-£,(R)>0 ) e T <1

Jdp~>>dR

........ « % i FL ke

>1 TT K>1
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Analisis de dos equilibrios endotérmicos

ii) Los estados moleculares excitados son mas accesibles en P que en R:

P P
R R s
|
[ |
[ ||
e
S
S
I
..'I...A.So ...IUQOA.SO
Ag
T Bajas =0
S N
qR —— P R

K< 1 — < K> 1



