
Derivada direccional

I De�nición

Sean una función f : A ! R con A abierto de Rn , a =
(a1, a2, ..., an) un punto de A y v = (v1, v2, ..., vn) un vector
no nulo de Rn . El límite

lim
h!0

f (a+ hv)� f (a)
h

=

= lim
h!0

f (a1 + hv1, a2 + hv2, ..., an + hvn)� f (a1, a2, ..., an)
h

si existe, se denomina derivada de la función f en el punto a
según la dirección v y se denota por Dv f (a).
Si jjv jj = 1 entonces Dv f (a) se llama derivada direccional, según
el vector, de la función f en el punto a.

Nota: Como caso particular, si tomamos vectores de la base canónica,
podemos dar de nuevo, la de�nición de derivada parcial.



Derivada direccional de z=f(x,y)

Si tenemos una función de dos variables f : A! R, A � R2, entonces

Dv f (a1, a2) = lim
h!0

f (a1 + hv1, a2 + hv2)� f (a1, a2)
h

es la derivada de f en el punto (a1, a2) en la dirección del vector v =
(v1, v2). Si

v21 + v
2
2 = 1

entonces se llama derivada direccional.

I Proposición

Sea A un abierto de R2 y (x , y) punto de A. Sea v = cosγi + sen γj .
Si f : A ! R es diferenciable en (x , y), entonces existe la derivada
direccional en cualquier dirección γ y se cumple

Dγf (x , y) =
∂f (x , y)

∂x
cosγ+

∂f (x , y)
∂y

sen γ



Interpretación geométrica de la derivada direccional de
z=f(x,y)

v = cosγi + sen γj

Dv (x , y) = tgα



Gradiente de z=f(x,y)

I De�nición

Llamaremos gradiente de la función z = f (x , y) en el punto
(x , y) al vector f 0x (x , y)i + f

0
y (x , y)j asociado al punto (x , y).

Se representa

gradf (x , y) = rf (x , y) = f 0x (x , y)i + f 0y (x , y)j

I Proposición

Dada una función f : A! R diferenciable en un punto (x , y) de
A, la derivada direccional de f en el punto (x , y) en la dirección
γ es igual al producto escalar del gradiente por el vector unitario
v correspondiente a esta dirección eγ = cosγi + sen γj

Dγf (x , y) = rf (x , y) � eγ



Propiedades del gradiente de z=f(x,y)

I Proposición

En cada punto (x , y) el gradiente de la función f (x , y) indica la
dirección según la cual la derivada direccional es máxima.

I Proposición

En cada punto (x , y) el vector gradf (x , y) va dirigido según la
normal en ese punto a la curva de nivel de la super�cie z =
f (x , y).

I Proposición

La derivada de la función z = f (x , y) según la dirección de la
tangente a la línea de nivel es cero.



Propiedades del gradiente de z=f(x,y)



Gradiente de z=f(x,y)

Podemos generalizar el concepto de gradiente a funciones de n variables.

I De�nición

Sea f una función de Rn en R. Llamaremos gradiente de la
función f en el punto a = (a1, . . . , ai , . . . , an) al vector

gradf (a) = rf (a) =
�
f 0x1 (a), . . . , f 0xi (a), . . . , f 0xn (a)

�



Diferencial de una función vectorial de variable vectorial

I Proposición

Sean A un abierto deRn y a 2 A. Una función f = (f1, f2, ..., fm)
de A en Rm es diferenciable en a si y sólo si sus funciones compo-
nentes f1, f2, ..., fm , como funciones de A en R, son diferenciables
en a, y en este caso df (a) es la aplicación lineal de Rn en Rm

que tiene por componentes

df (a) = (df1(a), df2(a), ..., dfm(a))

Podemos pues escribir

λ : Rn ! Rm

h ! λ (h)
(h1, h2, ..., hn) ! (df1(a), df2(a), ..., dfm(a))(h)



Diferencial de una función vectorial de variable vectorial
I Matriz Jacobiana

Sean A un abierto de Rn , a 2 A y f = (f1, f2, .., fm) una función
de A en Rm cuyas funciones componentes tienen derivadas par-
ciales respecto de cada variable en el punto a. La matriz (m� n)

J f (a) =
∂(f1, ..., fm)
∂(x1, ..., xn)

(a) =

0BB@
D1f1(a) D2f1(a) ... Dnf1(a)
D1f2(a) D2f2(a) ... Dnf2(a)
... ... ... ...

D1fm(a) D2fm(a) ... Dnfm(a)

1CCA
se llama matriz jacobiana de f en el punto a.

I Proposición

Sean A un abierto de Rn , a 2 A y f = (f1, f2, .., fm) una fun-
ción de A en Rm diferenciable en a. Entonces la matriz de la
aplicación lineal df (a) es J f (a) :

λ (h) = df (a)(h) = J f (a) � h



Derivada de la función compuesta

Sea
R2 ! R3 ! R

(u, v) (x , y , z) w(u, v) = (g � f )(u, v)
Se cumple

dw(u, v) = d(g � f )(u, v) = dg(x , y , z) � df (u, v)

Por tanto se cumple que

�
∂w
∂u

∂w
∂v

�
=

�
∂g
∂x

∂g
∂y

∂g
∂z

�
�

0BB@
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v
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J(g � f )(a) = J g(f (a)) � J f (a)



Derivada de la función compuesta

Regla de la cadena
Sean las funciones8<: x = φ1(u, v)

y = φ2(u, v)
z = φ3(u, v)

diferenciables en (u, v) y sea g la función

w = g(x , y , z)

diferenciable en el punto (x , y , z) correspondi-
ente a (u, v). Entonces se veri�ca
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