Derivada direccional

» Definiciéon

Sean una funcion f : A — R con A abierto de R", a =
(a1, a2, ...,an) un punto de Ay v = (v, v, ..., vy) un vector
no nulo de R". El limite

f(a+ hv) —f (a)

li =
hTO h
im f(ar+ hvi,ax+ hva,...,an+ hvy) — f(a1, a2, ..., an)
o h—0 h

si existe, se denomina derivada de la funcion f en el punto a
segtin la direccion v y se denota por D, f(a).

Si||v|| = 1 entonces D, f(a) se llama derivada direccional, segtin
el vector, de la funcién f en el punto a.

Nota: Como caso particular, si tomamos vectores de la base candnica,
podemos dar de nuevo, la definicién de derivada parcial.



Derivada direccional de z=f(x,y)

Si tenemos una funcién de dos variables f : A — R, A C R2, entonces

. f(ag+hvy,ap+ hw) —f(a1, a
Df (a1, 22) = Jim (a1 +hvi, 2 ' 0) — (a1, a2)

es la derivada de f en el punto (a1, ay) en la direccién del vector v =
(vi, ). Si
V12 + v22 =1

entonces se llama derivada direccional.
» Proposicion

Sea A un abierto de R? y (x,y) punto de A. Sea v = cosyi + sen ;.
Si f: A — R es diferenciable en (x,y), entonces existe la derivada
direccional en cualquier direccion vy y se cumple

of (x,y) cosy+ If(x,y)

Dyf(x.y) = ox dy

sen y



Interpretacién geométrica de la derivada direccional de
z=f(xy)

v = cosyi + senyj

Ax = hcosy R(x+Ax,y+Ay) z=flx,y)

0 0
P(x.y)
Ax A
x / R
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Dy(x,y) = tgua



Gradiente de z=f(x,y)

» Definicién

Llamaremos gradiente de la funcion z = f(x,y) en el punto
(x,y) al vector f(x,y)i+ fj(x,y)j asociado al punto (x,y).
Se representa

gradf(x,y) = Vf(x,y) = fr(x,y)i + f,(x,y)j

» Proposicion

Dada una funcién f : A — IR diferenciable en un punto (x, y) de
A, la derivada direccional de f en el punto (x, y) en la direccion
v es igual al producto escalar del gradiente por el vector unitario
v correspondiente a esta direccion e, = cosyi + senyj

Dyf(x,y) =Vf(x,y)- e



Propiedades del gradiente de z=f(x,y)

» Proposicién

En cada punto (x, y) el gradiente de la funcién f (x,y) indica la
direccion segtin la cual la derivada direccional es maxima.

» Proposicién

En cada punto (x,y) el vector gradf(x,y) va dirigido segtin la
normal en ese punto a la curva de nivel de la superficie z =

f(x,y).
» Proposicién

La derivada de la funcion z = f(x,y) segin la direccién de la
tangente a la linea de nivel es cero.



Propiedades del gradiente de z=f(x,y)




Gradiente de z=f(x,y)

Podemos generalizar el concepto de gradiente a funciones de n variables.
» Definicion
Sea f una funcion de R" en R. Llamaremos gradiente de la
funcion f en el punto a = (a1,...,3;,...,an) al vector

gradf(a) = Vf(a) = (£, (a),.... f.(a),.... £, (a))



Diferencial de una funcién vectorial de variable vectorial

» Proposicién

Sean A un abierto deIR" ya € A. Una funcionf = (f1, 5, ..., fm)
de A enR™ es diferenciable en a si y sélo si sus funciones compo-
nentes fi, f>, ..., fm, como funciones de A en R, son diferenciables
en a, y en este caso df(a) es la aplicacion lineal de R" en R™
que tiene por componentes

df(a) = (dfi(a), df(a), ..., dfm(a))

Podemos pues escribir

A R" — R™
h . A (h)
(h1,ha,...ihn) —  (df(a), df(a), ..., dfm(a))(h)



Diferencial de una funcién vectorial de variable vectorial
» Matriz Jacobiana

Sean A un abiertode R",a € Ay f = (f,f,.., fm) una funcién
de A en R™ cuyas funciones componentes tienen derivadas par-
ciales respecto de cada variable en el punto a. La matriz (m x n)

Difi(a) Dofi(a) ... Dnfi(a)
Jf(a) = g(fly N (a) = Difh(a) Difr(a) ... Dph(a)
G o) Dii(a) Dof(a) L Duf(a)

se llama matriz jacobiana de f en el punto a.
» Proposicion

Sean A un abierto de R", a € Ay f = (f,f, .., fm) una fun-
cion de A en R™ diferenciable en a. Entonces la matriz de la
aplicacion lineal df (a) es Jf(a) :

A (k) = df(a)(h) = JF(a)- h



Derivada de la funcién compuesta

Sea

Se cumple
dw(u,v) =d(gof)(u,v)=dg(x,y,z)odf(uv)

Por tanto se cumple que

ox  9x
(aﬂaw)_(gaga;) ay oy
Ju ov - dx dy 0z ou

o o

v
J(gof)(a) = Jg(f(a)) -Jf(a)



Derivada de la funcién compuesta

Regla de la cadena
Sean las funciones

x = (plgu, V;
y=¢o(uv u
z=¢3(u,v) X <
diferenciables en (u,v) y sea g la funcion Y
/ oo
w = g(x,y,2z) W< y\ ’
diferenciable en el punto (x,y,z) correspondi- Vs u
ente a (u,v). Entonces se verifica AN
v
v owdx  wdy | dwdz
du  Oxou OJdyodu 0z du
dw _ dwdx  awdy  wd
dv. 9xdv Ay dv 9z dv



