Extremos Condicionados

En primer lugar estudiaremos el problema de determinar extremos condi-
cionados de una funcién de dos variables, ligadas por una condicién.
Sea la funcién z = f(x, y) con x e y ligadas por la condicién ¢(x,y) = 0.
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» Extremo condicionado

Sean A un abierto de R?, f : A —
R, X el subconjunto de A tal que
X ={(xy)eA/ ¢ (xy)=0}y
(x0,v0) € X. El punto (xp,y0) se
llama punto de extremo condicionado
de la funcion f(x,y) respecto de la
ecuacion ¢p(x,y) = 0 siempre que sea
un punto de extremo ordinario de esta
funcion al considerarse ésta solo en el
conjunto X.




Extremos Condicionados

Dos métodos cldsicos que resuelven extremos condicionados:

- Eliminacién de la condicién

Este método, en ocasiones, debe manejarse con precaucién, como veremos
en los ejemplos.

- Método de los Multiplicadores de Lagrange (MML)

Se basa en formar la funcién auxiliar (funcion de Lagrange o Lagrangiana)

F(x,y) = f(x,y) + Ap(x, y)

Veremos que los extremos condicionados de f(x,y) se pueden encontrar
entre los puntos criticos de F(x, y).



Extremos Condicionados (MML)

» Teorema de Lagrange. Condiciones necesarias

Sea A un abierto de R?, f(x,y), ¢(x,y): A— R funciones con
derivadas parciales continuasen Ay X = {(x,y) € A / ¢(x,y) = 0}.
Si (x0, y0) es un punto de extremo condicionado de f(x, y) sobre

X y el rango de la matriz

( ¢x(x0.y0) ¢} (x0.%0) )

es 1, entonces existe un ndmero real A tal que (xo,yo) es un
punto critico de la funcion

F(x,y) = f(x,y) + Ap(x, y)

Nota. Esta proposicion nos da condiciones necesarias pero no suficientes
para la existencia de extremos condicionados. Ademas que el rango de la
matriz sea 1 equivale a que no se anulen simultdneamente las dos derivadas
parciales de ¢.



Extremos Condicionados (MML)

» Teorema de Lagrange. Condiciones suficientes

Si la diferencial segunda de F (x,y) en el punto (xg, yo) es una
forma cuadrdtica definida positiva (respectivamente definida neg-
ativa) de las variables dx, dy, a condicion de que estas satisfagan
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entonces (xg, yp) es un punto de minimo (maximo) estricto condi-
cionado de f sobre X. Si la forma cuadrdtica es indefinida, no
existe maximo ni minimo.



Extremos Condicionados (MML)

» Es decir, la discusion de los puntos criticos se realiza analizando la
forma cuadrética, funcién de (dx, dy)
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estando ligadas las diferenciales (dx, dy) por la relacién
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que se obtiene diferenciando la condicién.

» En la practica, el estudio del cardcter del eventual extremo suele de-
ducirse de la naturaleza fisica o geométrica del problema a resolver.
La razén de esto es que la discusién del signo de d2 F no es, en general,
un problema sencillo.



Extremos Condicionados (MML). Generalizacién

» Definiciéon
Sean G un abierto de R"; fy: G — R ; X subconjunto de G tal

que
X={xeG/fi(x)=0,i=12.,m}

y X0 = (X19.X29, -, Xny) € X. El punto xq se dird punto de
extremo condicionado de la funcion fy respecto de las ecuaciones
fi(x) =0 (i=1,2,...,m) si es un punto de extremo ordinario
de esta funcicn, al considerarse ésta sdlo en el conjunto X.



Extremos Condicionados (MML). Generalizacién

» Teorema de Lagrange. Condiciones necesarias

Sean G un abierto de R", f; : G —- R coni =0,1,2,...m
funciones con derivadas parciales continuas en G y

X={xeG/fi(x)=0,i=12,...,m},(m<n)

Sixg = (X1, X2y, --- Xny) €S un punto de extremo condicionado
de fy sobre X y el rango de la matriz
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es m, entonces existen m ndmeros reales A1, Ay, ..., Ay tales que
Xp es un punto critico de la funcion

F=fh+AMfA+Abh+..+Anfn



Extremos Condicionados (MML). Generalizacién

» Teorema de Lagrange. Condiciones suficientes

Si la diferencial segunda de F (x1,xo,...,xn) en el punto xg es
una forma cuadratica definida positiva (respectivamente definida
negativa) de las variables dx;, dxy, ..., dx,, a condicién de que
estas satisfacen el sistema
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entonces xg es un punto de minimo (maximo) estricto condi-
cionado de fy sobre X. Si la forma cuadrdtica es indefinida, no
existe maximo ni minimo.



