
De�nición de límite

I De�nición de límite según Cauchy

Sea f (x) : A! R y a un punto de acumulación de A.

lim
x!a

f (x) = l

si 8ε > 0, 9δ(ε) > 0 / 8x 2 A, 0 < jx � aj < δ =) jf (x)� l j < ε
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No existencia de Límite

I Ejemplo:

lim
x!0

sen
1
x

x

y

y = sen 1
x .



Propiedades de los límites

I Propiedades de los límites de funciones

Si existen los límites lim
x!a

u(x) y lim
x!a

v(x) se veri�ca:

i) lim
x!a

[u(x)� v(x)] = lim
x!a

u(x)� lim
x!a

v(x)

ii) lim
x!a

[u(x).v(x)] = lim
x!a

u(x). lim
x!a

v(x)

iii) lim
x!a

u(x )
v (x ) =

lim
x!a

u(x )

lim
x!a

v (x ) ; (si limx!a
v(x) 6= 0)



Límites de uso frecuente

(1) lim
x!0

sen x
x

= 1

(2) lim
x!∞

(1+
1
x
)x = lim

α!0
(1+ α)1/α = e = 2, 71828...

(3) lim
x!0

loga(1+ x)
x

= loga e
�
a>0
a 6=1

�
) lim

x!0
ln(1+ x)

x
= 1

(4) lim
x!0

ax � 1
x

= ln a, (a > 0)) lim
x!0

ex � 1
x

= 1



Límites laterales

I Límites laterales

Límite por la derecha de f (x) cuando
x ! a

l = f (a+) = lim
x!a+

f (x)

Límite por la izquierda de f (x)
cuando x ! a

l = f (a�) = lim
x!a�

f (x)

I Límites laterales y existencia de límite

lim
x!a

f (x) = lim
x!a+

f (x) = lim
x!a�

f (x)

x

y

0

y=f x( )

a

f a( )+

f a( )



In�nitésimos

I In�nitésimos

Se dice que f (x) es un in�nitésimo cuando x ! a si

lim
x!a

f (x) = 0

I Propiedades de los In�nitésimos

i) La suma y el producto de un número �nito de in�nitésimos
cuando x ! a es un nuevo in�nitésimo cuando x ! a.
ii) El producto de un in�nitésimo cuando x ! a por una función
acotada cuando x ! a, es un nuevo in�nitésimo cuando x ! a.



In�nitésimos

I Comparación de In�nitésimos

Sean f (x) y g(x) dos in�nitésimos cuando x ! a. Si

lim
x!a

f (x)
g(x)

=

8>><>>:
0 f es de orden superior a g, y se denota f = o(g)
∞ f es de orden inferior a g, y se denota g = o(f )
l f y g son del mismo orden (l 2 R� f0, 1g)
1 f y g son equivalentes y se denota por f (x) s g(x)

I Orden de un In�nitésimo

Sean f (x) y g(x) dos in�nitésimos cuando x ! a. Si

lim
x!a

f (x)
[g(x)]n

= l

con 0 < jl j < ∞ se dice que la función f es un in�nitésimo de
orden n respecto de g(x).



In�nitésimos

I Principio de Sustitución

Si en una función sustituimos un factor o un divisor in�nitésimo
por otro equivalente, el valor del límite de la función no varía.
Es decir si f (x) y g(x) son in�nitésimos cuando x ! a y si
α(x) v f (x) y β(x) v g(x), entonces

lim
x!a

f (x)
g(x)

= lim
x!a

α(x)
β(x)

lim
x!a

f (x).g(x) = lim
x!a

α(x).β(x)



In�nitésimos Equivalentes

sen f (x) � f (x) � tg f (x)
arc sen f (x) � f (x) � arc tg f (x)

1� cos f (x) � f (x)2

2
loga (1+ f (x)) � loga e.f (x)

ln (1+ f (x)) � f (x)
af (x ) � 1 � ln a.f (x)
ef (x ) � 1 � f (x)

(1+ f (x))p � 1 � pf (x); p 2 R



In�nitos

I In�nitos

Se dice que la función f (x) es un in�nito cuando x ! a si

lim
x!a

f (x) = ∞

I Comparación de in�nitos

Sean f (x) y g(x) dos in�nitos cuando x ! a. Se tienen los
siguientes casos según el valor del límite del cociente

lim
x!a

f (x)
g(x)

=

8>><>>:
∞ f es de orden superior a g, y se denota f = O(g)
0 f es de orden inferior a g, y se denota g = O(f )
l f y g son del mismo orden (l 2 R� f0, 1g)
1 f y g son equivalentes y se escribe f (x) s g(x)



In�nitos

anxn + an�1xn�1 + . . .+ a0 � anxn

ln
�
anxn + an�1xn�1 + . . .+ a0

�
� ln xn , (an > 0)

In�nitos equivalentes.

loga x � xk � ax � xbx

Jerarquía de in�nitos.



Casos de indeterminación

∞�∞ ∞ � 0 ∞
∞

0
0

1∞ ∞0 00



Resolución de Indeterminaciones

I a) Límites de la forma: 0 �∞

f (x) � g(x) = f (x)
1/g(x)

=
g(x)
1/f (x)

I b) Límites de la forma: ∞�∞

f (x)� g(x) = f (x)
�
1� g(x)

f (x)

�
I c) Límites de la forma 1∞, ∞0 y 00

L = e
lim
x!a

g (x ) ln f (x )
= e

lim
x!a

g (x )(f (x )�1)


