TEMA 1: Calculo Diferencial de una variable

Calculo para los Grados en Ingenieria
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Los nimeros Naturales

» Los nimeros Naturales
N={123: -}

> Principio de induccién

Supongamos que n es un elemento perteneciente al conjunto
de los nimeros naturales N = {1,2,3,---} y que P es una
propiedad que puede verificar o no n. Si se cumple que

i) se verifica P(1)

ii) si se verifica P(n) entonces se verifica P(n+ 1)

entonces todo nimero natural verifica la propiedad P.
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Conjuntos Numéricos

» Los nimeros Enteros
Z={--,-3-2-10123,---}
» Los niimeros Racionales QQ

m .
— en donde m y n son niimeros enteros, siendo n # 0
n

» Los nimeros Reales R
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Valor absoluto de un nimero real

» Definicion

x| =

x si x=20
—x si x<0

» Propiedades del valor absoluto

1) [x| >0;|x| =0 <= x=0
2) x| <y <= —y<x<y
3) Ix+yl < IxI+lyl
4) |x =yl = [Ix[ = Iyl

)

5) |x-y| = |X|-|y|
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Topologia

> Intervalos en R

Intervalo abierto (a,b) ={x€eR/a< x < b}
Intervalo cerrado [a, b] ={x € R/a<x < b}
Intervalo semiabierto (a, b] = {x € R/a < x < b}
Intervalo semiabierto [a,b) = {x € R/a < x < b}

» Entorno en R

Dado un nimero real x, se llama entorno de x a todo intervalo
abierto de la forma U(x) = (x —r,x+r), con r > 0.

Conjunto abierto
Conjunto cerrado
Punto interior, punto exterior y punto frontera

vy vV VvV Y

Punto adherente y punto de acumulacién
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Definiciones basicas

» Funcion real de variable real

Una funcion f : A — R es una aplicacién de un subconjunto
A C R en IR, es decir a cada x € A le corresponde un valor
f(x) € R.

» Dominio e imagen

Sea f una funcion real de variable real. El dominio f, que se
representa Dom f, es el conjunto de niimeros reales x para los
cuales estd definida f(x). Si Domf = A, representaremos la
funcion de la forma

f:A—NR

La imagen de f, denotada por Im f, es el conjunto de valores de
la funcion y = f(x).
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Definiciones bdsicas
» Funcién creciente y decreciente

Sea f : A — R una funcion real de variable real, y B C A.

i) f es creciente en B si Vx1,xp € B con x1 < xp es f(x1) <
f(x2).

(Si f(x1) < f(xp), f es estrictamente creciente).

ii) f es decreciente si¥xy,xy € B conx; < xp esf(xy) > f(xp).
(Si f(x1) > f(xp), f es estrictamente decreciente).

» Funciéon acotada

Una funcién real de variable real f : A — R es acotada superi-
ormente si existe K € R tal que f(x) < K para todo x € A. De
manera andloga se definen las funciones acotadas inferiormente.
Una funcién f es acotada si lo es superior e inferiormente, o lo
que es equivalente, si existe K € R tal que |f(x)| < K para
todo x € A.



CALCULO DIFERENCIAL EN UNA VARIABLE

Definiciones bdsicas
» Funcién par e impar

Sea f una funcion definida en un dominio A C R tal que —x € A
six € A.

i) f es parsi f(—x) = f(x),Vx € A.

ii) f es impar si f(—x) = —f(x),Vx € A.

Y oy

La gréafica de una funcién par es simétrica respecto del eje OY'. La gréfica
de una funcién impar es simétrica respecto al origen de coordenadas.
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Definiciones basicas
» Funcién periédica

Una funcion f es periddica si existe h € R, h > 0, tal que
f(x) = f(x+ h),V¥x € Dom f

El periodo T de una funcion f es el minimo valor h con la
propiedad anterior.

19

S

Tema 1
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Definiciones basicas

» Extremos Relativos y Absolutos

Sea f una funcion definida en dominio A € R.

a) f tiene un maximo relativo en xy € A si existe § > 0 tal que
f(x) < f(xp) para todo x € (xg — 8, x0 +6) NA.

b) f tiene un minimo relativo en xyg € A si existe § > 0 tal que
f(x) > f(xo) para todo x € (xg —d,x0 + ) NA.

¢) f tiene un maximo absoluto en xy € A si f(x) < f(xg) para
todo x € A.

d) f tiene un minimo absoluto en xp € A si f(x) > f(xp) para
todo x € A.
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Definiciones basicas

» Composicion de funciones

Dadas dos funciones f : A — R y g : B — R de modo que
f(A) C B, se define la funcion compuesta gof : A — R de la
forma

gof(x)=glf(x)],¥xe€A

» Funcion inversa

Si f es una funcion inyectiva entonces existe una tnica funcion g
definida sobre la imagen de f, es decir g : Im f — IR, que verifica
g(f(x)) = x para todo x € Dom f. Esta funcion se denomina
inversa de f y se denota por g = f~1.
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Definiciones basicas

» Funcion inversa

Las gréficas de una funcién y su inversa son simétricas respecto a la bisec-
triz del primer cuadrante.

y y

y=f(9)

[ o3

%

Funcién inyectiva. Gréficas de funciones inversas.
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Funciones trigonométricas y sus inversas

1 pl2

-p -p/2 p2 p 05 1

L 1 — -p/2

(@ (b)

(a) y =senx. (b)y = arcsenx.
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(@) (b)

(a) y =cosx. (b)y = arccosx.

Tema 1
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Ay

p/2 x

y X

(@ (b)

(a) y =tgx. (b) y = arctgx.
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Relaciones trigonométricas bdsicas

a) sen® x +cos? x = 1 a') 1+ tg? x = sec® x
b) sen(x+y) =senxcosy cosxseny b') sen2x = 2sen x cosx
c) cos(x+y) = cosxcosy Fsenxseny c') cos2x = cos? x — sen’ x
t t 2t
d) tg(x£y) = tgxtigy d') tg2x = 7g>2<
1Ftgxtgy 1—tgx
Xty Xy
e) senx +seny = 2sen =~ Cos ~— . , 1 — cos2x
f) senx —seny = 2cos *5¥ sen *5¥ i) sen® x = >
g) cosx + cosy = 2cos X5 cos ¥ i) cos?x = 1+<:2°52X
h) cosx —cosy = 2sen X5 sen X5
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Funciones hiperbdlicas

eX — e X
h =
sh x 5
eX_|_e—X
h =
ch x 5
LY
y
3
1
1 X
-2 -1 1 2
-3 - 1
y = shx. y = chx.

Tema 1
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Funciones hiperbdlicas

sh x eX —e X
thx = — = ——
ch x eX 4 e X
cothx = i sech x = i cosech x = i
" thx' " chx’ " shx
A y
1
X
-1 1
4
y = thx.
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Relaciones hiperbélicas

a) ch?x —sh®x=1 a’) 1 — th? x = sech? x
b) sh(x+y) =shxchy+chxshy b') sh2x =2shxchx
c) ch(xxy)=chxchy+shxshy ¢ ch2x = ch? x + sh? x
thx +thy 2th x
d) thixxy) = ——F—7— d) th2x = ———
) th(x+y) 1+thxthy ) x 1+th?x
h2x —1
e) sh’?x = ¢ ;
2 1
f) Ch2 _ ch )2(+
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Definicion de limite
» Definicion de limite segin Cauchy

Sea f(x): A— R y a un punto de acumulacién de A.

limf(x) =1

X—a

siVe>0,30(e) >0/ Vx €A 0< |x—a|<d=|f(x)—I| <e

y
y=f(¥)
R S
! I
I_e """""""" V"""' _'___J: _____
dld
0 a-d a+d
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No existencia de Limite
» Ejemplo:
1
lim sen —
x—0 X

Ay

v X

0.5 1

y = sen

Tema 1




IABLE REAL
CALCULO DIFERENCIAL EN UNA VARIABLE LIMITE DE U
CcO A

FUNCION
D DE UNA FUNCION
DIFERENCIAL

Propiedades de los limites

» Propiedades de los limites de funciones

Si existen los limites lim u(x) y lim v(x) se verifica:
X—a X—a

i) lim [u(x) £ v(x)] = lim u(x) £ lim v(x)

X—a X—a xX—a
ii) )lima[u(x).v(x)] = Jimau(x)_)!imav(x)
i) lim 900 — 000G i () £ 0)

x—av(x) X“L“QV(X)’ X—a
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Limites de uso frecuente

(1) lim 2% =

x—0 X

(2) lim (1+ %)X

X—00

= lim (14 w)l/% = e =271828...
n—

. IOga(1+X) _ a>0 . In(1—|—x) _
(3) fim = =logae (a#l) =z < !
X X
- —1
@) limZ—= =Ia (a>0)= lm>"—= =1
x—0 X x—0 X
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Limites laterales

» Limites laterales

Limite por la derecha de f(x) cuando

X —a
= f(at) = lim f(x) Y
x—at f@ )l ~y=f(x)
Limite por la izquierda de f(x) Oy | —
cuando x — a
I=f(a) = lim f(x) X
X—a~ O a

> Limites laterales y existencia de limite

limf(x) = lim f(x) = lim f(x)

X—a x—at X—a—

Tema 1
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Infinitésimos

» Infinitésimos

Se dice que f(x) es un infinitésimo cuando x — a si

lim f(x) =0

X—a

» Propiedades de los Infinitésimos

i) La suma y el producto de un nimero finito de infinitésimos
cuando x — a es un nuevo infinitésimo cuando x — a.

ii) El producto de un infinitésimo cuando x — a por una funcién
acotada cuando x — a, es un nuevo infinitésimo cuando x — a.
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» Comparacién de Infinitésimos
Sean f(x) y g(x) dos infinitésimos cuando x — a. Si

0 £ es de orden superior a g, y se denota f = o(g)

lim f(x) | oo f esde orden inferior a g, y se denota g = o(f)
XI—>ag(X) ) | f yg son del mismo orden (I € R —{0,1})

1 f y g son equivalentes y se denota por f(x) ~ g(x)

» Orden de un Infinitésimo

Sean f(x) y g(x) dos infinitésimos cuando x — a. Si
f(x)
im ——% =
Xx—a [g(X)]n

con 0 < |I| < oo se dice que la funcion f es un infinitésimo de
orden n respecto de g(x).
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Infinitésimos

» Principio de Sustitucion

Si en una funcion sustituimos un factor o un divisor infinitésimo
por otro equivalente, el valor del limite de la funcién no varia.
Es decir si f(x) y g(x) son infinitésimos cuando x — a y si
a(x) «~ f(x) y B(x) «~ g(x), entonces

f'

lim—= = Iim &(x)

x—ag(x) x—aB(x)
limf(x).g(x) = )!iLnauc(x).,B(x)
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Infinitésimos Equivalentes

senf(x) ~ f(x) ~ tgf(x)
arcsen f(x) ~ f(x) ~ arctg f(x)

x)2
1—cosf(x) ~ %

log, (14 f(x)) ~ log, e.f(x)
In(1+f(x)) ~ f(x)
a’™®) —1~Inaf(x)

ef (%) —1~f(x)
)

(14 f(x))P =1~ pf(x); pER
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Infinitos

» Infinitos

Se dice que la funcion f(x) es un infinito cuando x — a si

lim f(x) = o0

X—a

» Comparacion de infinitos

Sean f(x) y g(x) dos infinitos cuando x — a. Se tienen los
siguientes casos segtin el valor del limite del cociente

oo f es de orden superior a g, y se denota f = O(g)

0 £ es de orden inferior a g, y se denota g = O(f)
x—ag(x) I f yg son del mismo orden (I € R —{0,1})

1 f yg son equivalentes y se escribe f(x) ~ g(x)
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Infinitos

anx" 4+ ap_1x" T+ ... +ag~ apx"

In (anx™ 4+ a5_1x" 1 +...+29) ~Inx", (a, >0)

Infinitos equivalentes.

log, x < xk < ax < xbx

Jerarquia de infinitos.
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Casos de indeterminacién

00

1% 0

3
\
3
3
)
813
|
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Resolucidon de Indeterminaciones

> a) Limites de la forma: 0- oo

 f) sk
1/g(x) 1/f(x)

f(x)-g(x)
> b) Limites de la forma: co — co
(0~ () = 1) [1- £

» c) Limites de la forma 1%, co® y 00

| GJmelam () __limg()(F(0-1)

= ex—a
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Asintotas
» Asintotas

(a) La recta x = a es asintota vertical de la funcién f(x) si al
menos uno de los limites laterales de f en a es 400 6 —o0

lim £(x) :{ T s im f(x) :{ too

x—at - x—a~ —o0
(b) La recta y = b es asintota horizontal de la funcion f(x) si

lim f(x)=b 6 lim f(x)=5b

X—400 X——00
y AV y=b
y=f(x) y=f(x)
X=a ‘X ‘X
o] T o g
@ (b)

Tema 1
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Asintotas

» Asintotas

(c) La recta y = mx+n, (m # 0) es asintota oblicua de la

funcién f(x) si

lim [f(x) — (mx+ n)]

X—+00

Cilculo:
m = lim —=; n
X—-400 X
6
. f(x)
m = lim —=; n

X——00 X

=00 Xlin_1°o[f(x) —(mx+n)]=0
A7
= lim [f(x) = mx] \W
y=1mx+n
= lim_[f(x) — mx] 5 >
©

Tema 1
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Continuidad. Definiciones

» Continuidad en un punto
Se dice que una funcion f(x) es continua en el punto a si lim f(x) =
X—a

f(a). De este modo la funcion f(x) es continua en a si y sélo si

lim f(x) = lim f(x) = f(a)

x—at X—a~

f()

0 a
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Continuidad. Definiciones
» Puntos de Discontinuidad de 1° Especie

El punto a se dice punto de discontinuidad de 12 especie de la
funcion f(x) si existen los limites por la derecha y por la izquierda
y son finitos.

Si lim f(x) = lim f(x) # f(a) la discontinuidad es evitable

X—a~ x—at
Silim f(x) # lim f(x) la discontinuidad es no evitable
X—a~ x—at
y y
. y=f() . y=f(x)
f(a)=f(a) / f@) |- /
f(a) f(a)
/ x  f(@) ! M
0 a 0 a

12 especie evitable. 12 especie no evitable.

Tema 1
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Continuidad. Definiciones
» Puntos de Discontinuidad de 27 Especie

Si al menos uno de los limites f(a™) o f(a~) no existe o es
infinito, entonces a es un punto de discontinuidad de 22 especie
de f(x).

f(a)

f(a)

Tema 1
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Continuidad de las funciones elementales

- Funciones polinémicas.

Funciones racionales.

- Funciones irracionales.

- Funcién exponencial.

Funcién logaritmica.

- Funciones trigonométricas y sus inversas.
Funciones hiperbdlicas y sus inversas.
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Propiedades de las funciones continuas

» Operaciones con funciones continuas. Continuidad de la
funcion compuesta

i) Si f(x) y g(x) son continuas en a, tambien son continuas en
a

f(x

) £e() F)el: 2 (g(a) £0)

g(x)
ii) Si la funcion u = ¢(x) es continua en x = aey = f(u)
es continua en u; = ¢(a) entonces la funcién compuesta y =
f [¢(x)] es continua en el punto x = a.

» Continuidad de la funcion inversa

Si la funcién y = f(x) estd definida, es estrictamente mond-
tona creciente (decreciente) y continua en el intervalo [a, b}, con
f(a) = ¢, y f(b) = d, entonces existe una funcién inversa
x = ¢@(y) definida, estrictamente mondtona creciente (decre-
ciente) y también continua en el intervalo [c, d] ([d, c]).



CALCULO DIFERENCIAL EN UNA VARIABLE

Propiedades de funciones continuas en un intervalo cerrado
» Acotacién

Si f(x) es continua en |[a, b] entonces f(x) estd acotada en [a, b]

» Teorema de Weierstrass

Si f(x) es continua en [a, b] entonces f(x) alcanza el maximo y
el minimo en [a, b] .

y=1(x)

Teorema de Weierstrass.
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Propiedades de funciones continuas en un intervalo cerrado

» Teorema de Darboux de los Valores intermedios

Si f(x) es continua en [a,b] y sim = min f(x) y M =
a<x<b
maxbf (x), entonces f(x) toma todos los valores comprendidos
a<x<
entremy M.

Teorema de valores intermedios.

Tema 1
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Propiedades de funciones continuas en un intervalo cerrado
» Teorema de Bolzano

Si f(x) es continua en [a, b] y toma valores de signo contrario
en los extremos del intervalo, entonces existe al menos una raiz
de f(x) en (a, b), es decir

si f(a).f(b) <0, Jc € (a,b) tal que f(c) =0

Teorema de Bolzano.
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Derivada. Definiciones

» Derivada en un punto

Dada una funciény = f(x) : A— R, y un punto a € A, se dice
que f es derivable en a si existe y es finito, el limite

. Ay . f(a+h)—f(a)
fl(a) = lim ~Z; f'(a) = lim ~———— %
(2) A)!rEO Ax' (a) hlno h

f(ath)
f(a) W

0la ath

Interpretacion geométrica de la derivada.
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Derivada. Definiciones
» Derivadas laterales

Sea f(x): A— R. Sif estd definida en un intervalo a la derecha
de a de la forma [a, a + €), si existe el limite

O R

se le denomina derivada por la derecha de f en a.
Si f estd definida en un intervalo a la izquierda de a de la forma
(a— ¢ al, si existe el limite

SRR

se le denomina derivada por la izquierda de f en a.

» Se cumple que: , / /
f2(a) = fi(a) = f'(a)



RIABLE REAL
CALCULO DIFERENCIAL EN UNA VARIABLE
JNA FUNCION

D
DERIVADA Y DIFERENCIAL

Derivada. Definiciones

> Recta tangente

Si la funcion f(x) : A — R tiene derivada en el punto a € A,
existe una y solo una recta tangente a la curva dada por f en
dicho punto, que tiene por ecuacion

y="f(a)+f(a)(x—a)

y y
y=f(x)
y=f(x)
\f' @
@) X x
0 a 0 a
Punto anguloso. Tangente vertical.
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Derivada. Propiedades

» Continuidad y derivabilidad

Si una funcion f es derivable en un punto a, entonces es continua
en a.

» Continuidad de la derivada y derivabilidad

Sea f(x) una funcién continua en a, tal que existe f'(x) para

todo punto de un entorno reducido de a.

i) Si lim f'(x) = lim f'(x) entonces existe f'(a) y se cumple
—a —a~

f'(a) = lim f'(x)

X—a

i) Sii lim f'(x) # lim f'(x) entonces P f'(a).

x—at X—a
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Derivada. Propiedades

» Funcién derivable en un conjunto

Si la funcion f tiene derivada en cada punto de un intervalo
abierto A = (a, b) se dice que es derivable en dicho intervalo A.

Y para este tipo de funciones definimos el siguiente concepto.
» Funcién Derivada

Sea f una funcién derivable en un conjunto A. La funcién que
en cada punto x € A toma el valor f'(x) se denomina funcion
derivada de f y se denota por f'

A — R
. f(x+Ax) = f(x)
f! = |
x (x) A;mo Ax
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Diferencial. Definicidn

» Diferencial

Sea f una funcién derivable. Se define la diferencial de f como

dy = f'(x)Ax
y
y=19)
fx+ Dx)

N Dy

dy

f(x) ” ;X .
f9 «

0 X x+Dx
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y=k y' =0 y = a¥ y'=a%Ina
y:Xn y/_nxn—l y:ex y/:ex
=/x = 1 log, x ’*llo e
y = y —2\/; y = 10g, y =X ga
_ 1 y_ 1 _ 1
y = y=— y =Inx y' =
X X X
1
/ /
y =senx y' = cosx y —arcsenx y = —
V1—x2
-1
/ !
y =cosx y' = —senx =arccosx y = ——
V1—x2
=tgx ro 1 = arctg x ro 1
y=re y_COS2X = & y_1—|—X2
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Derivadas de funciones elementales

1
y =shx y' =chx y = argshx y' =
8 x2 +1
1
y=chx y' =shx y =argchx y' =
x2—1
=thx =1 = argth x o1
y= y'=1or  y=amg Y =102
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Propiedades fundamentales de la derivada

Regla de linealidad y = af & bg y' = af’ £ bg’

Regla del producto y =f-g y' =flg+fg

f/ — f /

Regla del cociente y = — y' = gizg
g g

» Derivada de la funcién compuesta. Regla de la cadena

Si u = h(x) es una funcién derivable en a, e y = g(u) es
una funcién derivable en h(a) entonces la funcién compuesta
y = goh, esto esy = f(x) = g[h(x)] es derivable en a y se
verifica

Y)/( = )/1/1 " Uy
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Propiedades fundamentales de la derivada
» Derivada de la funcién inversa

Sea f : A — R inyectiva y derivable en a, con f'(a) # 0 y sea
f~1:f(A) — A su inversa. Entonces f~! es derivable en f(a)
y se cumple que

(F1)(f(a)) =1/f'(a)

» Derivada de una funcién expresada en forma paramétrica
Sea una funcién y(x) dada, en un entorno de xy, por las ecua-
ciones

X = X(t)
y =y(t)
con x(ty) = xo. Si x es derivable en ty, con x'(ty) #0, ey es
derivable en xy se verifica que
Y (x0) = y'(to) /X (to)
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Condicién necesaria de Extremo Relativo
» Condiciéon necesaria de extremo
Sea f derivable en ¢ € (a, b). Si c es un extremo relativo de f
entonces f'(c) = 0.
» Punto critico

Se dice que ¢ es un punto critico de f si se cumple f'(c) =0 o
bien $f'(c).

:103
a G ¢ GG b

Extremos relativos.
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Propiedades de las funciones derivables
> Teorema de Rolle

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y
derivable en el intervalo abierto (a, b). Sif(a) = f(b), existe al
menos un punto ¢ € (a, b) tal que

f'(c)=0
y
f'(c)=0
7\Ff(x)
f(a)=f(b)
: f'(c)=0 y
0| a c c b

Tema 1
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Propiedades de las funciones derivables

» Teorema del valor medio de Lagrange

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y
derivable en el intervalo abierto (a, b). Entonces existe al menos
un punto ¢ € (a, b) tal que

y
f'(c)=tga
f(b) — f(a) one)
f'(c) = |
() o :
f(a) |---&
b-a X
0 a Cc C b

Tema 1
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Propiedades de las funciones derivables

> Regla de | "Hépital

Sean f(x) y g(x) funciones derivables en un entorno reducido

del punto a, con g’(x) # 0 en dicho entorno.

Si lim f(x) = lim g(x) =06 lim f(x) = lim g(x) = oo y
X—a X—a X—a X—a

!
el limite lim f,(X)
x—a g'(x)

existe, o es infinito con signo determinado,

. . . f(x -
entonces también existe lim Q verificandose
x—a g(x)
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Derivadas y Diferenciales sucesivas.

» Notacidn

) = () ()

f(n)(X) _ .(“f(n_l))/(x)

d(df) = d*f

d’f = f”(x)dx2

dMf = £ (x)dx"
= Wy — Yy = 4T
f(x)—dX,f (x)—dxz,...,f (X)—an



RIABLE REAL
CALCULO DIFERENCIAL EN UNA VARIABLE U
CONTINUID DE UNA FUNCION

DERIVADA V DIF‘ERENCIAL

Derivadas sucesivas. Definiciones

» Derivada segunda en un punto

Siy = f(x) : A— R, es una funcién derivable en un entorno
de a se define la derivada segunda de f en a como

"(6) = fim f’(a+hi)7—f/(a)

suponiendo que este limite exista y sea finito.

» Derivada n-ésima en un punto

Siy =f(x): A— R, es una funcion derivable n — 1 veces en
un entorno de a se define la derivada n-ésima de f en a como

(n—1) _ f(n-1)
f(”)(a) _ h|1n0 f (3+ hi)7 f (a)

suponiendo que este limite exista y sea finito.
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Derivadas sucesivas. Propiedades

» Derivada de la suma
y = au(x) £ bv(x) — y(”) — au(m (x) + bv(")(x)

» Derivada del producto. Férmula de Leibniz

y = (uv)() = (g) uMy (’17) w4+ (Z) uv (")

y uv
y’ = Jdv+uw/
y// = J'v+20V +
y/// = "y 34" + 30V + u"
y(4) _ u(4)v+4umvl +6u"V" + 4 V" + uv(4)
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Aproximacion de funciones. Polinomios de Taylor

» Polinomio de Taylor

Sea f(x) una funcién con derivadas hasta orden n en un punto
x = a. Entonces existe un polinomio P, (x), y sélo uno, de grado
< n que satisface

Po(a) = £(a); Ph(a) = £'(a); Py (a) = £ (a)i-..: P (a) = ") (a)
y es el polinomio de Taylor

n £ (
P = Y E & (o
k=0 :

Po(x) = f(a) + fl(!"’) (x—a)+ f/;(!"”) (x—a2+. +
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Férmula de Taylor

» Teorema de Taylor

Si las funciones f, f', f, ..., f(n*1) estin definidas en [a, x], ex-

iste t € (a,x) tal que el resto de Taylor de orden n de f en a
viene dado por

f(”+1)(t)

Rn(x) = Thr1)

(x —a) A+l

Esta es la llamada férmula de Taylor con el resto en la forma de Lagrange.
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Estudio local de una funcidn

» Funcién creciente y decreciente. Definicion

Sea f derivable en (a, b). Entonces f es estrictamente creciente
en (a,b) sif'(x) >0 paraa<x<b.

Sea f derivable en (a, b). Entonces f es estrictamente decre-
ciente en (a, b) si f'(x) < 0 para a < x < b.

SN W
. i + (%)

1 3 X

Estudio del crecimiento y decrecimiento.

Tema 1
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Estudio local de una funcidn

» Condiciones suficientes de Extremo Relativo

1) La Definicion.

2) Condicidn suficiente basada en la derivada primera.

3) Condicidn suficiente basada en la derivada segunda.

4) Condicién suficiente basada en las derivadas superiores.

Métodos para estudiar puntos criticos.
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Estudio local de una funcidn

» Condicién suficiente basada en la derivada primera

Sea ¢ un punto critico de la funcion f siendo f una funcion
continua en un entorno de ¢ y derivable en dicho entorno excepto,
quizds, en el punto c. Si en ese entorno se cumple

X >O para x < c¢
para x> c¢

f'(x)
f'(x) <
{ f'(x) <0 para x<c
f'(x) >
(x)

} = ¢ es maximo relativo de f

} = ¢ es minimo relativo de f
para x > cC

f'(x) tiene el mismo signo

= ¢ no es extremo relativo de f
a ambos lados de ¢
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Estudio local de una funcidn

» Condicién suficiente basada en la derivada primera

f(x) f(x) f(x)
f(x) +/E\ f(x) \ij f(x) + i +
I o N
—c —c —c
f(X) f(x) f(x)
f'(X)Jr/'\- e -0 o+ - 0 -
: i ™
i X \/ X E\ X
C C C

Tema 1
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Estudio local de una funcién
» Condicién suficiente basada en la derivada segunda

Sea ¢ un punto critico de la funcién f tal que f'(c) = 0. Si
existe y es continua la derivada segunda '’ en un entorno de ¢
se tiene que

Sif’(c) > 0= c esminimo relativo de f

Sif’(c) < 0= c esmaximo relativo de f

Sif’(c) = 0= No podemos asegurar nada
£(c)>0 f(c)<0
| f'(c)=0/:\
f’(c)=0\5-—/ !
IC X :: X

@ (b)

Tema 1
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Estudio local de una funcidn

» Condicién suficiente basada en las derivadas de orden superior
a dos

Sea f(x) una funcién con derivadas continuas hasta el orden
n—+1 en un entorno del punto c. Supongamos ademds que se
cumple

flc)=rf"(c)=f"(c)=..=FM(c)=0; "D (c) £0;n>2
Entonces, se tiene

ft)(c) >0 = ¢ es min. relativo de f
fF(t)(c) <0 = ¢ es max. relativo de f

Sin+1 esimpar = no hay ni mdximo ni minimo

Sin+1espar = {
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Extremos Absolutos. Método
1) Calcular los p. criticos de f en (a, b) (en la figura son c1, ¢, ¢c3 y ¢1).
2) Hallar el valor de f en a, by en los puntos criticos.
3) Comparar los valores obtenidos en el paso 2.
- El mayor valor es el maximo absoluto de f en [a, b] (en la figura es b).
- El menor valor es el minimo absoluto de f en [a, b] (en la figura es c1).
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Concavidad, convexidad y puntos de inflexion

» Concavidad y Convexidad. Definicién

Sea | un intervalo real y f(x) : | — R una funcion derivable en |.
Se dice que f(x) es convexa en | si y sélo si para todo xy, x € I,
la grafica de f(x) en | queda por encima de la tangente a la
curva de f(x) en xq. Si la gréfica queda por debajo, la funcién
se dice que es concava en |.

y

(b)

(a) Funcién convexa. (b )Funcion céncava.
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Concavidad, convexidad y puntos de inflexion

» Criterio de Concavidad y Convexidad

Sea | un intervalo real y f(x) : | — R una funcién dos veces
derivable en |.

Si f”'(x) > 0 para todo x € | entonces f(x) es convexa en |.

Si f""(x) < 0 para todo x € | entonces f(x) es céncava en |.
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Concavidad, convexidad y puntos de inflexion

» Punto de Inflexion. Definicion

Sea | un intervalo real y xy € | un punto de continuidad de
f(x):1 =R

Se dice que la funcién f(x) tiene un punto de inflexién en xq, si
la funcion pasa en este punto de convexa a céncava, o viceversa.
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Concavidad, convexidad y puntos de inflexion

» Criterio de Punto de Inflexién

Sea | un intervalo real, xy € | 'y f(x) : | — R una funcién dos
veces derivable en un entorno del punto xg, excepto quizds en el
propio xg.

Si f""(xg) = 0 o bien A" (x) y f"(x) cambia de signo al pasar
por el punto xo entonces la funcién f(x) tiene un punto de in-
flexion en xg.

Si f"'(x) mantiene su signo, no hay punto de inflexién en xq.
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Construccion de graficas. Sumario

i) Dominio.

i) Crecimiento y Decrecimiento.

iii) Mdximos y Minimos.

iv) Concavidad, Convexidad y Puntos de Inflexién.

v) Asintotas.

Sumario de dibujo de curvas.
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Optimizacién en Ingenieria. Método

1) Encontrar la funcién a optimizar F y las variables o incégnitas: x,y, ...

2) Hallar la relacién entre las variables de forma que podamos expresar F
como funcién de una sola variable: F(x).

3) Hallar el dominio de la funcién F(x).

4) Calcular el méximo o minimo absoluto de F(x).
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45

24-2x 24 ‘
x| 24-2x
45-2x

45-2x

Construccién de una caja.

Tema 1
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P
TN
1 W T N
5. \\\ o~
: S P ?
vy 12x ~ 0 °
: X :
e o Q

Trayectoria de tiempo minimo.

Tema 1
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