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INT. DOBLES. INTRODUCCION

Recordemos que en el célculo de funciones de una variable y = f(x) la

integral:
b
/ f(x)dx
a

es el drea que se indica en la figura (si f(x) > 0). Ahora vamos a generalizar
este concepto para integrales de funciones de dos variables z = f (x, y), y
trabajaremos sobre subconjuntos del plano. Veremos que la idea andloga
que surgira serd que la integral:

//D f(x,y) dxdy

es el volumen que se indica en la figura (si f (x,y) > 0).

z=flxy)

(a)



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Definicién (Rectdngulo de R?)

Llamaremos rectingulo R de R? a un conjunto de la forma:

R:[a,b]x[c,d}:{(X,y)E]R2/a§x§b, cgygd}

Definicién (Particién regular de un rectangulo)

Por particion regular de R de orden n, entenderemos dos colecciones or-

5 5 n n
denadas de n+ 1 puntos igualmente espaciados {Xf}j:o Y {¥k }k—g: esto
es, puntos que satisfacen:

a=x<x1<..<xp=b c=yw<n<..<y,=d

b—a d—c
Ax = xj41—x = DAY =Yk vk = =

Sea Rj; el rectangulo [XJ-,XJ-_H] X [Vir Y1) ¥ sea Cjk cualquier punto de

Rjx, como se indica en la siguiente figura.



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Suponemos que f(x, y) : R — IR es una funcién acotada de dos variables.

y
R
d=y,
’cjk Rjk
Vi
c=y, X
X,=a X, X, x,=b

Figura: Formacién de la suma de Riemann.
Formamos la suma:
n—1n—
=) E Gik) Bxdy =} ) f (cix) AA
;R .

La suma esta tomada sobre todo j y k de 0 a n— 1, de modo que hay n?
sumandos. Una suma de este tipo se llama suma de Riemann para f.



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Definicién (La integral doble limite de una sucesién de sumas)

Supongamos que f es una funcion acotada, definida en R. Si la sucesion
{Sn} converge a un limite S cuando n — oo y el limite S es el mismo
para cualquier seleccion de puntos cj en los rectdngulos Ry, entonces
decimos que f es integrable sobre R. Al limite S lo denominamos integral
doble de f sobre R y lo denotamos por:

//R f (x,y) dxdy

De esta forma podemos escribir la integrabilidad de la siguiente manera:
n—1n-1
Jim S0 = Jim ¥ ¥ £ (c) Sxy = J[ £ (o) ddy
J

para cualquier eleccion de cj € Rj.



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

m Interpretacion de la Integral doble como un volumen

Si f(x,y) > 0y sicj es un punto en donde f (x, y) tiene su minimo en
cada Rjk, entonces la suma:

n—1n-1

Y Zf cjk) AxAy

j=0 k=
es igual al volumen de un sélido inscrito, parte del cual se muestra en la
figura.

V4

ra

X

Figura: Volumen de un sélido inscrito.



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

De manera andloga, si cj, es un punto en donde f (x,y) tiene su maximo
en cada Rjk, entonces la suma:

n—

n—1 1
Z Z f (Cjk) AXAy
j=0

k=0

es igual al volumen de un sélido circunscrito, parte del cual se muestra en
la figura.

z

—

X

Figura: Volumen de un sélido circunscrito.



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Por lo tanto, si existe lim S, y es independiente de cjx € Rji, entonces
n—oo

los volimenes de los sélidos inscrito y circunscrito tienden al mismo limite
cuando n — o0, que serd el volumen del sélido cilindrico que se indica en

la figura.

X

Figura: Volumen del sélido.

m Es inmediato ver que si f (x,y) = 1, entonces

//R dxdy = area(R)



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

m Propiedades de la Integral Doble
Se demuestran facilmente algunas propiedades para la integral ffR f(x,y) dxdy.
Estas propiedades son esencialmente las mismas que para la integral de
una funcidén con valores reales, de una variable.
a) Linealidad.
Si f,g : R — R son funciones integrables en Ry « € R, entonces las
funciones f + g y af son integrables en R. Ademds se cumple que:

// (f +g) dxdy:// fdxdy+// gdxdy: // ucfdxdy:uc/ falxdy
R R R R R

b) Monotonia.
Si f,g : R — R son funciones integrables en Ry f (x,y) < g(x,y)
para todo (x,y) € R entonces:

// fdxdy < // gdxdy
R R

En particular, teniendo en cuenta que si f : R — IR es una funcién
integrable en R entonces |f| es integrable en R, se verifica que:

/ / faxdy| < / || dxdy




INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

c) Acotacion.
Si f,g : R — R son funciones integrables en Ry m < f(x,y) <M
para todo (x,y) € R, entonces:

mA(R) = m(b—a)(d—c) g//RfdxdygM(b—a)(d—c):MA(R)

d) Aditividad respecto a rectangulos.

Si el rectdngulo R es unién de dos rectangulos con un lado comiin, R =
R1 U Ry, entonces f : R — IR es integrable en R si y sélo si lo es en Ry
y R>, y ademas:

// fdxdy = // fdxdy—l—// fdxdy
R R1 Ry

R,

R, | R,

R,

Figura: Aditividad respecto a rectdngulos.
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INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Para concluir este apartado, vamos a ver un importante resultado andlogo
al teorema del valor medio del cdlculo integral de funciones de una variable.

Definicion (Valor medio integral)

Dada una funcion f : R — R integrable, se denomina promedio integral
o valor medio integral de f en R al valor:

B érej(R) //R Flxy)ddy

Teorema (Teorema del valor medio para integrales dobles)

Supongamos que f : R — IR es continua. Entonces para algtin punto
(x0.¥0) en R, tenemos:

//R f(x,y)dxdy = f (x0,y0) A(R)

en donde A (R) denota el drea de R.



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

m Integrales Iteradas
Para calcular la integral doble haremos algo similar para el caso de una vari-

. b . P
able, que evitamos tener que calcular [’ f (x) dx a partir de su definicién
como limite de una suma y la calculamos, mediante la regla de Barrow:

/abf(x)dx—F(b)—F(a)

Teorema (Teorema de Fubini sobre un rectangulo)

Supongamos que f (x,y) es una funcién integrable sobre un rectangulo:
R:a<x<b, ¢c<y<d. Siparacadax de[a, b] ey de [c,d] existen
las integrales:

[rense [ riara

Entonces se cumple que:

//Rf(x,y)dxdyz/cd (/abf(x,y)dx> dyZ/ab (/Cdf(x,y)dy> dx



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Seaz=f(x,y) =x*>+y? ysea R=[-1,1] x [0,1]. Calcular Ia

integral:
2 2
//R (x +vy )dxdy

//R (+?) dxdy:/ol {/11 (x®+y?) dx] dy

Para calcular f_ll (X2 —|—y2) dx, mantenemos y como cte e integramos la

X.
1 3 x=1 9
2 2 X 2 2
dx = | — =—-+42
/_1(x +y)x {3-|-ny=_1 3-|-y

Solucién:

A continuacién integramos % + 2y? respecto a y, de 0 a 1, y obtenemos:

1/2 2 2,1 a4
S22 dy=|Sy+Sy3| =2
/0(3+ y) 4 {3y+3yL_o 3



INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Como vimos anteriormente el valor de la integral es el volumen del sélido
representado en la figura, que es un sélido cilindrico cuya base inferior es
el rectangulo R, la base superior es la superficie de ecuacién z = x2 +y2
y de generatrices paralelas al eje OZ.

(b)

Figura: (a) Volumen bajo z = x? + y2 y sobre R = [—1,1] x [0,1]. (b)
Proyeccién R.




INT. DOBLES SOBRE RECTANGULOS

Sea R =10, 7t/2] x [0, 7r/2]. Calcular ffR cos x sen ydxdy. Solucién: 1.

Sea R =[0,2] x [0,3]. Calcular [[5 (x*+ 4y) dxdy. Solucicn: 44.

Demostrar que fol ( fo :+ ;/ dy) dx = 5. Demostrar que, sin embargo,
fO (fo o ) dy = —5 ¢ Hay alguna contradiccion entre estos dos

resultados ?.



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Definicion (Funcién caracteristica)

Para cada subconjunto D de R? llamamos funcidn caracteristica
XD :]R?2 — IR, a la funcién definida por:

_J 1 si xeDb
XD =19 0 si x¢& D

Teorema (Integral doble sobre un conjunto acotado)

Supongamos que D es un subconjunto acotado de R?, R un rectangulo
que contiene a D y f : R — R una funcién acotada. Se dice que f es
integrable en D si lo es la funcion f - xp en R, en cuyo caso se llama
integral doble de f sobre D y se representa por:

// fdxdy:// f-XDdxdy:// F* dxdy
D R R

Por tanto, como ya sabemos calcular integrales dobles sobre rectdngulos,
con esta definicion ya podemos calcular integrales dobles sobre cualquier
conjunto acotado. 16/ 80



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

La justificacién de la definicién anterior seria la siguiente. Obsérvese que:

f*:f_XD:{ Flay) s (xy)

‘ z=f(x,) : /f‘
‘ ) y

-
V= -,

Figura: Regiones no rectangulares.

Por lo que:

/ / F* dxdy = / / felxdly + / / Odsdy = / / felxdly
R D R-D D



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADQOS

Sea R =[—1,1] x [0,1] y sea A el conjunto:

A={(x,y)€R/x2§y§1}

// x2y3 dxdy
A

Solucion: Representamos el conjunto A inscrito en el rectangulo R.

y

Calcular la integral:

747

=
| 1
¥

y y=x'
1 1
Y

x=
l

A )
B

B X
-1 1 -1 1
(a) (b)

Figura: (a) Integrando primero la variable y. (b) Integrando primero la variable
X.



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

o X2y} si (x,y) €A
f _f'XD_{ 0 si (xy)eB

Ahora podriamos calcular la integral doble integrando primero la variable
y o la variable x. Elegimos la primer opcién y dejamos al alumno que
compruebe el resultado mediante la opcién b.

I://fdxdy:/ f*dxdy:/ll</01f*(x,y)dy)dx
—/ </ f*xydy—l—/ f*xy)dy)dx:

:/ </ Ody—l—/ x2ydy)dx—/_11</xzx2y3dy)dx—
o] o [ a-d)a—5,
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INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Definicién (Medida nula)

Se dice que un conjunto A C R? tiene medida nula si Ve > 0 existe un
conjunto finito o infinito numerable de rectangulos Ry, Ry, ..., Rp, ... (un

[ee] [ee]

recubrimiento numerable) tal que AC U Ry Y. area(R;) <e.
i=1 i=1

Definicién (Conjunto medible-Jordan)

Sea D un subconjunto acotado de R? y R un rectangulo que lo contiene.
Se dice que D es medible-Jordan si existe la integral f f r Xpdxdy, y al
valor de dicha integral se le llama medida-Jordan de D.

Teorema (Teorema de Lebesgue para conjuntos acotados)

Supongamos que D es un subconjunto acotado medible-Jordan de R? y
f: D — R una funcion acotada. Se cumple que f es integrable sobre D
si y sélo si su conjunto de puntos de discontinuidad tiene medida nula.



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

= Propiedades de la Integral Doble

Se puede comprobar ficilmente que las propiedades que habiamos visto
para las integrales dobles sobre rectdngulos se verifican para las integrales
dobles sobre conjuntos acotados.

) Linealidad.

// (f+g) dxdy_// fdxdy+// gdxdy: // ocfdxdy—oc/ fdxdy

2) Monotonia.

f(x,y)<gxy), V(X,y)GDé//DfdxdyS/ngxdy

3) Acotacién.
m<f(xy)<M, ¥(xy)eD=mA(D)< /Dfdxdy < MA(D)
4) Aditividad respecto al dominio.

D:D1UD2:>// fdxdy:// fdxdy+// fdxdy
D D; D>
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INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Definicién (Valor medio)

Dada una funcion f : D — R integrable, se denomina promedio integral
o valor medio integral de f en D al valor:

- area // et dXdy

Teorema (Teorema del valor medio para integrales dobles)

Supongamos que f : D — R es continua. Entonces para algtin punto
(x0.Y¥0) en D, tenemos:

//D f (x,y) dxdy = f (x0, ¥0) A(D)

en donde A (D) denota el drea de D.



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

m Por dltimo es inmediato ver que:

//D f(x,y) dxdy

es el volumen del sélido cilindrico cuya base superior es la superficie
z = f (x,y), cuya base inferior es el conjunto D y de generatrices

paralelas al eje z.
// dxdy
D

m Ademas:

es el drea del conjunto D.

z=fx.y)

|
|

T Volumen
i i 5
|

(a) (b)

Figura: (a) Area bajo una curva. (b) Volumen bajo una superficie.



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Para no tener que calcular la funcién caracteristica f*, el rectdngulo R cir-
cunscrito al conjunto D, etc., hallamos ffD f (x,y) dxdy, sistematizando
el cdlculo mediante el teorema de Fubini y para ello previamente definire-
mos los distintos tipos de regiones de integracién.

Regiones Tipo (/) : Dy = {(x,y) /a<x < b,¢; (x) <y < ¢y (x)}
Regiones Tipo (1) : Dy = {(x,y) /1 (y) <x <P, (y), c <y <d}

y

y=¢,(x)

r=4.(x)

(@)

y

X=y,(y)

jx=ww(y)
(b)

Figura: (a) Regiones del Tipo (). (b) Regiones del Tipo (II).
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INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Teorema (Teorema de Fubini en regiones de integracion de R?)

Supongamos que f es continua en D. Si la region D es del tipo (I), es
decir, si
D={(xy)/a<x<b ¢ (x)<y<¢,(x)}

donde ¢;, ¢, : [a, b] — R son funciones continuas en el intervalo [a, b],
entonces la integral doble de f (x,y) sobre D se calcula por:

f(x,y)dxdy = ’ e f(x,y)dy | dx
11 §; Unen

L

x=w,(v)

Figura: Visualizacién de las integrales iteradas.



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Teorema (Teorema de Fubini en regiones de integracion de R?)

Si la region D es del tipo (1), es decir, si

D={(xy) /9, (y) <x <, (y),c<y<d}

donde 1,1, : [c,d] — R son funciones continuas en el intervalo [c, d],
entonces la integral doble de f (x,y) sobre D se calcula por:

//Df(x,y) dxdy:/Cd (/ll:f;(/})/)f(xy) dx> dy

x=y,(v)

Figura: Visualizacién de las integrales iteradas. 26 /80



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADQOS

Siendo D la region triangular limitada por las rectas y =0, y =2x y
x =1, calcular la integral doble:

//D (x +y) dxdy

por integracion iterada: a) Integrando primero respecto a y. b)
Integrando primero respecto a x.

y y
y=2x

v fija

P
e

xfja 1
(@) (b)

Figura: (a) Integrando respecto a y. (b) Integrando respecto a x.
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INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Solucién:
// (x+y) dxdy = / (/ (x+y) dy)
1,177
= / [xy—i— y} dx
0 2

y=0

= [oa=[0] -4
// (x+y)dxdy = /(/ (x+y) dx)dy

1 x=1 2 1 y2 y2
= x“ 4+ X d / [—-l— ————}d
/0 [2 y] Y h 2T T Y

=2
_ [z yj_i]y _4
22 24],, 3



INT. DOBLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Ejercicio 4

Calcular ffD (X2 = y) dxdy siendo D la regién comprendida entre las

gréficas de las curvas y = x2,y = —x2 y las rectas x = —1y x = 1.
Solucion: %.

Ejercicio 5

Hallar [ [, xydxdy siendo D la regién del primer cuadrante encerrada

entre las parabolas y2 = x e y = x2. Solucién: %

Ejercicio 6

Calcular la integral doble de la funcién f(x,y) = 1+ x + y extendida al
dominio D limitado por las curvas: y = —x; x = /y; y = 2. Solucidn:

44 13
BV2+ 2.
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INVERSION DEL ORDEN DE INTEGRACION

En algunas ocasiones es interesante o conveniente invertir el orden de
integracion en las integrales iteradas.

Ejemplo 4

Invertir el orden de integracion en la integral iterada

/02 </1e f(x,y)dy> dx

Solucién: En primer lugar representamos graficamente la regién D a partir
de los limites de integracién en x e y (figura (a)). En este ejemplo obser-
vamos que primero se integra con respecto a y, luego D es una regién de

tipo (I).

y=e' D




INVERSION DEL ORDEN DE INTEGRACION

|
Para invertir el orden de integracién consideramos a D como una regién
de tipo (II). Asi, al invertir el orden de integracion, se obtiene

e? 2
/ </ f(x,y)dx> dy
1 Iny

Hallar, invirtiendo el orden de integracién, f04 <f\2/; #) dx. Solu-
x+y
cion: 4(v/2 —1).

Cambiar el orden de integracién en f14 (ffx f(x,y)dy) dx.



CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES

Dada la integral doble ffD f (x,y) dxdy el problema consiste en cambiar
las dos variables x, y de la funcién f(x, y) por dos nuevas variables, u, v,
seglin las ecuaciones de transformacion:

x=x(uv), y=y(uv)

Estas ecuaciones definen la funcién F : D’CRR? — RR?2

Flu,v) = (xy) = (x(u,v), x(u,v))

v F y
y=y(u,v)

u X

Figura: Esquema del cambio de variables.

A continuacién vamos a enunciar el resultado que establece la condiciones
para el cambio de variables en una integral doble.



CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES

Teorema (Teorema del cambio de variables en integrales dobles)

Sea f : D C R?> — R una funcién continua en la region D C R?. Sea
F:D CcR?2 — ]Rz,F(u, v) = (x,y) = (x(u,v),y(u, v)) una funcién
inyectiva, de clase C1 y supongamos que el jacobiano

J(u,v) = |f/(u, v)| es distinto de cero en todos los puntos (u,v) de D'.
Entonces se cumple:

// X, y)dxdy = // (u,v),y(u,v))|J(u,v)| dudv

Recordemos el concepto de determinante Jacobiano, que se define como:

J(u,v):a(x'y> —detlgz §X1— 1

o(u,v)
a(x.y)

Q)
<<

Nota: Puede demostrarse que la férmula sigue siendo vélida aunque la
aplicacién deje de ser inyectiva en un subconjunto de medida nula o que
el Jacobiano se anule en un subconjunto de medida nula.



CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES

Sea D el paralelogramo acotado por y = 2x,y =2x -2,y = x y y =

x + 1. Calcular:
/ / xydxdy
D

Solucion: Es fécil ver que nos interesa hacer el cambio de variable inverso
=1
F

u=y—x, v=y—2x

(3:4)

Figura: Esquema del cambio de variables.



CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES

Por tanto al usar F se simplifica notablemente la regién de integracién de
D a D'. Se tiene:

9(x.y) ' _
3 (u,v)

//nydxdy = //D,(“_V)(ZU—V)dudv

0 1
= / / (2u? — 3vu + v2)du> dv =
-2 0

3 2 u=1
3_2 V2 u} dv
2 u=0

1 -1
det[2 _1H—1

<



CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES

Ejercicio 9

Calcular la integral [ [, %dxdy siendo D C IR? la region del primer cua-
drante limitada por las pardbolas: y = x2; y = 2x2; y2 = y2 = 2x.
Solucion: % In2.

Calcular la integral [, x>ydxdy siendo D C IR? el dominio del 1¢ cua-

drante limitado por las curvas: y = x2: y = x2+1; y =2 — y =

3 — x2. Solucién: %

Ejercicio 10

Ejercicio 11

Calcular [, %dxdy siendo D el dominio limitado por: x — y = 0;

x+y =0; x=1. Solucién: %




CAMBIO DE VARIABLES A POLARES

m El cambio a coordenadas polares

La relacién entre estas coordenadas y las coordenadas cartesianas x, y del
punto P es, como se puede ver ficilmente en la figura:

x=rcos, y=rsenf

P(x,y)

r y=rsen®

0

x=r cos0

Figura: Coordenadas polares.

El plano rf se describe con los rangos de variacién: r > 0,0 < 0 < 271.



CAMBIO DE VARIABLES A POLARES

En el caso de coordenadas polares, el jacobiano de la transformacién que
aparece en la férmula de cambio de variables es:

Ix ax
¥ 37 cosf —rsenf
—det[ g)r/ gi}z ] _det[ senf rcos } =

Por tanto, la féormula del teorema de cambio de variables, en este caso
particular, es:

|ty =[] #x(r.0).v(r.0)) \3(( ! ' drde
= //  f(rcosf, rsenf)rdrdf

d(x y)
a(r,0)

Nota. No hay un criterio general que nos diga cudndo debemos efectu-
ar el cambio a coordenadas polares para calcular una integral doble; sin
embargo cuando en la regién de integracién y/o en la funcién f(x,y) a
integrar aparezca la expresion (x> + y?), puede resultar conveniente inten-
tar el calculo de la integral haciendo previamente el cambio a coordenadas
polares.



CAMBIO DE VARIABLES A POLARES

Ejemplo 6
Calcular:

//D In(x* + y?)dxdy

donde D es la region del primer cuadrante que estd entre los arcos de las
circunferencias:

Xry?=a2x2+y>=p*,(0<a<b)

Solucion: Estas circunferencias tienen de ecuaciones r = ay r = b en
coordenadas polares.

/2

I a b a b

Figura: Esquema del cambio de variables.
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CAMBIO DE VARIABLES A POLARES

I = //Dln(xz—l-yz)dxdy://Dllnrzrdrdf)
/2 b b b
= / (/ rInr2dr)d9:E/ rInr2dr:E/ 2rin rdr
0 a 2 a 2 2

Aplicando integracion por partes:

=| du=1
/xlnxdx = u=inx = du XQX
dv = xdx = v:XT
2 2 2
X X X X
= ?Inx—/EdX—?lnx—T

obtenemos el resultado:

[P T2 2 1,2 2
1_5/3 2r|nrdr—§[b Inb—a?Ina— (b —a)]



CAMBIO DE VARIABLES A POLARES

Ejercicio 12
Dada la integral [ [, ———dxdy, siendo D C R? el dominio del 1°"

cuadrante limitado por las curvas: y = x; y = x?, (a) Plantearla en carte-
sianas. (b) Calcularla mediante el cambio a coordenadas polares. Solucion:

V2 —1.

Ejercicio 13

Calcular la integral doble ffD xdxdy donde D es la region limitada por las
rectas y = x; x = 0 y por la circunferencia x*> + y? — 2y = 0. Solucién:

| MIH

Ejercicio 14
Calcular [, ﬁyzdxdy siendo D C R? el dominio del 1¢" cuadrante

limitado por la circunferencia x? + y? = 2x y las rectas y = x; x = 2.

Pl T 1
Solucion: 7 — 5.



SIMETRIAS EN INTEGRALES DOBLES

m Las simetrias del recinto y la paridad de la funcion

i) Si el recinto de integracién D es simétrico respecto del eje OY y:
a) f es paren x, o sea f(x,y) = f(—x,y) para todo (x,y) € D

//D felxdy — 2//9 fdxdy donde D1 = {(x,y) € D /x >0}
1
b) f es impar en x, o sea f(—x,y) = —f(x,y) para todo (x,y) € D

// fdxdy = 0
D

i) Si el recinto de integraciéon D es simétrico respecto del eje OX y:
a) f es pareny, osea f(x,y) = f(x, —y) para todo (x,y) € D

// fdxdy:2// faxdy ~donde Dy = {(x,y) € D /y >0}
D D,

b) f es impar en y, o sea f(x, —y) = —f(x,y) para todo (x,y) € D

// fdxdy = 0
D
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SIMETRIAS EN INTEGRALES DOBLES

iii) Si el recinto de integracién D es simétrico respecto de los dos ejes
de coordenadas y f(x,y) = f(—x,y) y f(x,y) = f(x, —y), para todo
(x,y) €D

//Dfdxdy:4//D fdxdy ~siendo D3 = {(x,y) € D /x> 0;y >0}
3

Nota. Es obvio que existen otras muchas simetrias que facilitan el célculo
de integrales, destacando por su utilidad las simetrias de los cuerpos de
revolucion.



SIMETRIAS EN INTEGRALES DOBLES

Calcular, teniendo en cuenta las simetrias:
sen?
/ / X Y ——————dxdy
D x2+1+tg?y

D={(xy)/Ix| <1,|y] <1}

Solucion: Se verifica que el recinto de integracién D es simétrico respecto
del eje OY y que f es impar en x, o sea f(—x,y) = —f(x, y) para todo
(x,y) € D, por lo que:

x3sen?y
————————dxdy =0
// X2+ 1+ tg2y 4

siendo:

Ejercicio 15

Ca/cu/ar teniendo en cuenta las simetrias, [ [, %dxdy siendo
={(x,y)/ |x| <1,|y| <1}. Solucion: 0.



INT. TRIPLES. INTRODUCCION

En esta seccién veremos el concepto y calculo de la integral triple de forma
resumida, ya que, una vez desarrollada la teoria correspondiente a integrales

dobles:
// f(x,y)dxdy
D
el paso a integrales triples:

///Q f(x,y, z)dxdydz

resulta inmediato, sin mds que sustituir los rectdngulos de las particiones
del plano, por paralelepipedos en las particiones en el espacio.

m Las propiedades y las condiciones de existencia son iguales que en
las integrales dobles, por lo que las omitiremos en este desarrollo.
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INT. TRIPLES SOBRE PARALELEPIPEDOS

m La Integral Triple sobre un paralelepipedo
Siendo f : B — IR, una funcién acotada, donde B es algtn paralelepipedo
rectangular en R3, dado por B = [a, b] x [c,d] x [u, V], definimos la
integral de f(x,y, z) sobre B como un |limite de sumas de Riemann, como
hicimos para funciones de dos variables.
Partimos los tres lados de B en n partes iguales y definimos la suma de
Riemann:

n—1n—1n— n—1n-1n—
=Y ) 2 (r)Av =Y ) 2 (cijk) AxAyAz
i=0 j=0 k=0 i=0 j=0 k=0

donde cjjx € Bjj, el ijk-ésimo paralelepipedo rectangular en la particién
de B, y AV es el volumen de Bjj.

‘ e

a
b/ L
x

Figura: Particién del paralelepipedo rectangular B.




INT. TRIPLES SOBRE PARALELEPIPEDOS

Definicién (La integral triple limite de una sucesién de sumas)

Supongamos que f es una funcién acotada de tres variables, definida en
B. Si la sucesion {Sp} converge a un limite S cuando n — oo y el limite
S es el mismo para cualquier seleccion de cjj en el paralelepipedo Bjj,

entonces:
nIimooS,, = ///B f(x,y,z)dxdydz

m A la vista de la definicién es inmediato ver que se cumple:

///B dxdydz = Vol (B)

Figura: Volumen del paralelepipedo rectangular B.
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INT. TRIPLES SOBRE PARALELEPIPEDOS

Teorema (Teorema de Fubini sobre un paralelepipedo)

Si se cumple que f(x,y, z) es continua sobre el paralelepipedo B :
a<x<bhbc<y<du<z<v

entonces se verifica que la integral triple se calcula mediante integrales
iteradas de la forma siguiente:

///B F(x.y. 2)dxdydz = /UV </Cd </ab f(va,Z)dx> dy) dz

Se puede hacer la integracion iterada en cualquier orden, con el necesario
ajuste de los limites de integracion.

Este teorema también se puede generalizar al caso en que f no necesaria-
mente es continua, al igual que ocurria en integrales dobles.



INT. TRIPLES SOBRE PARALELEPIPEDOS

Calcular:
/ / /B 22 ye* dxdydz

donde B es el paralelepipedo definido por las relaciones:
0<x<11<y<2-1<z<1

Solucion:

/// F(x.y, 2)dxdydz = /_11 (/12 (/01 Zzyexdx> dy) dz
_/ (/ Xod}/)dz_/ll</1222y[e—1]dy>dz

:(6_1)/1 22 [%T/_jdzz(e—l)/l 2 [%—g] dz

—1 y= =1
372z=1

- g(e—l)/jlzzdz: >(e-1) [%L__l —e-1



INT. TRIPLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Ampliamos ahora el concepto de integral triple de una funcién f (x,y, z),
sobre paralelepipedos B, a regiones (), mas generales, en R3.

Cada subconjunto Q) de IR3 tiene asociada una funcién caracteristica x¢ :
R3 — R, definida por:

1 si xeQ)
XaT10 si x¢Q

Definicién (Integral triple sobre un conjunto acotado)

Supongamos que Q) es un subconjunto acotado de R3, B un paralelepipedo
que contiene a Q) y f : B — R una funcion acotada. Se dice que f es
integrable sobre () si lo es la funcion f - x sobre B, en cuyo caso se llama
integral triple de f sobre () y se representa por:

/// fdxdydz = /// f - xodxdydz = /// f* dxdydz
Q B B



INT. TRIPLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Definicion (Medida nula)

Se dice que un conjunto A C R3 tiene medida nula si Ve > 0 existe un
conjunto finito o infinito numerable de paralelepipedos Ry, R>, ..., Rp, ...
(e} (e}

(un recubrimiento numerable) tal que AC U Riy Y, Vol (R;) <e.
i=1 i=1

Definicion (Conjunto medible-Jordan)

Sea Q) un subconjunto acotado de R3 y B un paralelepipedo que lo con-
tiene. Se dice que () es medible-Jordan si existe la integral f f f B Xqdxdydz.
Al valor de dicha integral se le llama medida-Jordan de Q).

Teorema (Teorema de Lebesgue para conjuntos acotados)

Si Q es un subconjunto acotado medible-Jordan de R3 y f : QO — R una
funcion acotada, entonces se cumple que f es integrable sobre Q) si y sélo
si su conjunto de puntos de discontinuidad tiene medida nula.



INT. TRIPLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

m Regiones de integracién en R3

Una region Q) es del tipo (1), si se puede describir como el conjunto de los
(x,y, z) tales que:

z=1(6y)

y=:(x) Y

Figura: Regién en R3 del tipo (I).
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INT. TRIPLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Una regién es de tipo (I1) si se puede expresar en la forma de la ecuacion
(1) o (2) intercambiando los papeles de x y z, y es del tipo (III) si se puede
expresar en la forma de la ecuacién (1) o (2) , con y y z intercambiados.
Una region que sea a la vez de tipo (I), (I1) y (II1), se llama de tipo (IV).

<
<

@ ; W
I y
x/ © . @

Figura: (a) Regién R3 del tipo (1). (b) Region R3 del tipo (II). (c) Regién R3
del tipo (I1). (d) Regién R3? del tipo (IV).
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INT. TRIPLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Teorema (Teorema de Fubini en regiones de integracion de R3)

Si suponemos que Q) es del tipo (1), entonces:

///Q f(x,y z)dxdydz = /ab (/(:E(:) </V2(X'y) f(x,y,z)dz> dy> dx

71 (xy)

= // [szxxyy X, Y, z)dz} dydx
///0 f(x,y, z)dxdydz = / (/lp;(/)) /;E)((Xy))/) f(x,y, z)dz) dx) dy
= // [/:2 ny X y,z)dz} dxdy
L(x

siempre que Q) esté definida por la ecuacion (1) o por la ecuacion (2).

La funcién f(x, y, x) se supone en principio continua sobre la regién (2,
aunque se admiten condiciones menos estrictas, como que f sea continua
en el interior de () y acotada en Q).



INT. TRIPLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Sea Q) la regién acotada por los planos x =0,y = 0,z = 2 y la superficie
7z = x2 +y2,x >0,y > 0. Calcular:

/ / /Q by

Solucidn: La region Q) es del tipo (I):

T1(x,y) =%+ v 1a(x,y) =2

¢1(x) = 0,¢,(x) = V2—x2, a=0b=+2

Q _z=2=y,(xy)

Figura: La region Q) y su proyeccién sobre el plano xy. 55 /80



INT. TRIPLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

I —
Sin mds que operar:

/:/// xdxdydz:/ﬁ </0(2_X2)1/2 </Xj+y2 xdz) dy> o
A Ao P

_ [ l ) (2—§2>3”]dx
p:

2)5/2‘| :%

_[V22x N32 | —2(2-x
_/0 ?(2_X) dx_l 15 15

0



INT. TRIPLES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS

Ejercicio 16

Hallar [[[(, yzdxdydz donde Q) es el recinto limitado por los planos coor-

denados y los planos x +y = 1y z = 4. Solucion: %

Ejercicio 17

. . . _ dxdydz .
Calcular la integral triple extendida a ), | = fffﬂ oy 4251 siendo ()
el dominio limitado por los planos de coordenadas y el plano x+y +z = 1.

Solucion: I—g’ +1nv/2.

Ejercicio 18

Calcular, mediante una integral triple, el volumen del cuerpo limitado por

los planos: x+z=1;, x—z= -1,y = —1, y =1, z= 0. Solucion: 2.



CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES

Dada la integral triple [ [ [ f (x,y, z) dxdydz el problema consiste en cam-
biar las variables x, y ,z de la funcién f(x,y, z) por tres nuevas variables,
u, v,w segln las ecuaciones de transformacién:

x=x(u,v,w), y=y(uv,w), z=2z(uv,w)

Estas ecuaciones definen la funcién:

F : OcR —>R3
F(u,v,w) = (x,y,2)=(x(uv,w),y(uv,w),z(uv,w))
w F z
Q’ -
x=x(u,y,w)
O y=u(u,yw) e
z=z(u,y,w)

VA

Figura: Esquema del cambio de variables.
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CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES

Teorema (Teorema del cambio de variables en integrales dobles)

Seaf : ) C R3 — R una funcién continua en la region QO C R3. Sea F :
QO c R — ]R3,F(u, v,w) = (x(u,v,w),y(uv,w),z(uv,w)) una
funcion inyectiva, de clase C1 y supongamos que el jacobiano J(u, v, w)
= |F’(u, v, w)| es distinto de cero en todos los puntos (u,v,w) de ().
Entonces se cumple:

JJ[ £y 2)ddyvdz = [[ [ #(FCu,v.w)) (v, w)] dududw

El Jacobiano ahora es:

dx
I 72 I B T 7 A B
J(u,v,w) = 3 (v, w) = det v aw | aa((u,v,w))
5% 5 X,y,Z

Nota: Puede demostrarse que la férmula sigue siendo viélida aunque la
aplicacién deje de ser inyectiva en un subconjunto de medida nula o que
el Jacobiano se anule en un subconjunto de medida nula.
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CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES

Ejemplo 10

Calcular el volumen del paralelepipedo limitado por los 6 planos en R3:

X+y+z = 1, x+y+z=2
xX—y—z = 1, x—y—z=2
x+y—z = 1, x+y—z=2

Solucion: Si introducimos las nuevas variables u, v, w tales que:

u = x+y+z
vV = X—y—2z
w = Xty—2z

la region €)' del espacio uvw que corresponde a nuestra regién () es:

Q' ={(v,v,w)/1<u<21<v<21<w<2)



CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES

I —
El jacobiano de esta transformacion es:

d(x,y.z) 1 _ 1 -1
d(u,v,w) duwvw) +1 -1 +17] 4
Wzl get | +1 41 +1
1 L1 1

Por tanto, sin mds que operar:

v = //édxdzdz:///n’%dudvdw
(e



CAMBIO A COORDENADAS CILINDRICAS

m Coordenadas cilindricas

Vamos a introducir tres nuevas coordenadas para un punto P = (x,y, z)
en R3, denotadas por r, 6, z, segtin las férmulas:

x=rcos, y=rsent, z==z

o en forma equivalente, consideramos la funcién de transformacién de co-
ordenadas F : Q) — RR3, dada por:

F(r,0,z) = (x,y,z) = (rcosf, rsen®, z)

A la terna (r,0, z) se le llama coordenadas cilindricas del punto P.

z

. P(1,6,z)
o Pxyz)

z

Figura: Sistema de Coordenadas Cilindricas.
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CAMBIO A COORDENADAS CILINDRICAS

Notese que la tercera coordenada z del sistema cartesiano es la misma que
la tercera coordenada del sistema de coordenadas cilindricas (que denota-
mos con la misma letra z). Para que la funcién F sea inyectiva, se debe
pedir que:

0<r<+4o0, 0<0<2m, —0<z<®

El jacobiano de la transformacién F(r,0,z) = (rcosf,rsen®,z) es, en

este caso:
- (x.y.2) cos@ —rsenf 0
detF(r,(),z):'iy':det senf rcos® 0 | =r
a(r.6,z) 0 0 1

Por lo que la férmula de cambio de variables x, y, z a coordenadas cilin-
dricas r, 6, z en una integral triple es:

/// f(x,y, z)dxdydz = /// f (rcos, rsenb, z) rdzdrd6
Q 0%

donde Q) es la regién del espacio rfz transformada en Q) por la funcién
F.



CAMBIO A COORDENADAS CILINDRICAS

Ejemplo 11

Sea Q) la region acotada por los planos x =0,y =0,z=2 y la
superficie z = x2 4+ y2, x >0,y > 0. Calcular:

/ / /Q by

Solucion: La regién Q) se describe mas facilmente en coordenadas
cilindricas:
x=rcosb; y=rsenf; z=z

Los limites de la region O son: r? <z<2 0<r<+20<0< Z.

Z
W _z=2
y
z=r’ >
y If X
5 V2
X (@ (b)

Figura: Cambio a cilindricas.




CAMBIO A COORDENADAS CILINDRICAS

|
Por tanto, la integral triple se calcula de la siguiente forma:

/// xdxdydz = /// rcos @ - rdzdrdf =
@) Q/
/2 V2 2
= / / (/ r? cosGdz) dr | df =
0 0 r2

/2 V2
= /0 /o (2—r?)r? cosfdr | df =
a2 3 51V2
/ [2? — E] cos 0d6
0 r=0

8v2 (/2 8v/2 /2 _ 8V2

= ? 9 cos0df = 1—5 [SenG]o ?

/



CAMBIO A COORDENADAS CILINDRICAS

Ejercicio 19

Calcular la integral [ [, y>dxdydz siendo O C R3 la region limitada por
las superficies: 1 = x2 +y% z =2 — (x> +y?); z = (x> +y?) — 1.

<. 5
Solucion: 15

Ejercicio 20

Calcular [ [, x*>dxdydz siendo Q) C R3 el dominio limitado por las su-
iclec: 7 — 2 Do o — 2 2 c< . 104
perficies: z = \/x? + y?; z = 6 — (x* + y*). Solucion: 5 7.

Ejercicio 21
Calcular [/, x2 zdxdydz siendo Q) C IR3 la regién limitada por las super-
ficies: x> + y? + 22 = 3; 2z = x? + y?. Solucion: 1—7z7r.



CAMBIO A COORDENADAS ESFERICAS

m Coordenadas esféricas

Vamos a introducir ahora tres nuevas coordenadas para un punto P =
(x,y,z) en R3, denotadas por p, 0, ¢, segiin las férmulas:

x =pcosfsen¢d, y =psenfseng, z = pcos¢

o, lo que es lo mismo, consideramos la funcién de transformacién de coor-
denadas F : O’ — IR3, dada por:

F(p,0,¢) = (x,y,z) = (pcosfsen¢p, psenfsen ¢, p cos )

x=psendcosO

y=psendsend

Figura: Sistema de Coordenadas Esféricas.
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CAMBIO A COORDENADAS ESFERICAS

Para que la funcién F sea inyectiva, los limites de variacién de las coorde-
nadas esféricas p, 8, ¢ se establecen de la forma siguiente:

>0, 0<0<2m, 0<¢p<m

Calculamos ahora el jacobiano de la funcién de transformacién a coorde-
nadas esféricas:

3(x,y,2) cosfsend —psenBsen¢d pcosbcos
ﬁ —=det | senfsend pcosfsend psenfcosd | = —p°sen¢
(0.0, ¢) cos¢ 0 —psen¢

de modo que la férmula de cambio de variables es:

///Q f(x,y, z)dxdydz =

= /// f (o cosf sen ¢, p sen B sen ¢, p cos $)p? sen pdpdfde
Q/



CAMBIO A COORDENADAS ESFERICAS

Ejemplo 12

Hallar el volumen de la esfera unitaria: x*> + y® 4+ z?> = 1.
Solucién: Parece conveniente trabajar en cooordenadas esféricas ya que
en ellas la ecuacién de la esferaes p =1, para 0 <O <2my 0 < ¢p < 7.

///Q dxdydz = /On ( /5: ( /01 p? sen¢dp> de) dep
- I ( [ sens [2] dg) ap= [ (S sengan) ap

p=0

%4

71 1 4
= /0 §27rsen4>d9 =327 [— cosp]f = ?71

Figura: Esfera unitaria.
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CAMBIO A COORDENADAS ESFERICAS

Calcular I = ffo /%2 + y2dxdydz siendo Q) C R3 el cuerpo limitado en

el primer octante por las superficies: x2 + y2 + 22 = 4; x2 4+ y2 + 22 = 9.

65 .2
Solucion: 357t

Calcular [ffe (x*+y?+22) dxdydz siendo Q) C R3 el dominio limitado

por las superficies: X2 4 y2 4+ 22 = 3; y = x; y = —x; z = 0 considerando
sélo la zona donde: y > 0,z > 0. Solucion: & (e3*/§ = 1) .

Ejercicio 24

Calcular el volumen de la regién Q C R3 limitada por las superficies:

X2+ y?+22=1;,z=+3/x2+y2 So/uc:on2—”( —\/T§>



SIMETRIAS EN INTEGRALES TRIPLES

i) Si el recinto de integracion ) es simétrico respecto del plano z =0y
O1={ (x,y,2)€ER3/(x,y,2)€Q y z>0}

a)Sifesparenz osea, f(x,y, —z) = f(x,y, z) paratodo (x,y, z) € ),

entonces:
/ / fdxdydz = 2 / / / fdxdydz
QO O

b) Si f esimparen z, osea, f(x,y, —z) = —f(x,y, z) paratodo (x,y, z) €

() entonces:
/ / fdxdydz = 0
@)

Lo mismo ocurre para los otros dos planos coordenados.
ii) Si f es par en x, par en y, par en z, y el recinto de integracién es
simétrico respecto de los tres planos coordenados, entonces:

/ / / fdxdydz — 8 / / / fdxdydz
@) (X

Q= {(x,y,z) E]R3/(x,y,z) EQ,XZO,yZO,ZZO}
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SIMETRIAS EN INTEGRALES TRIPLES

Sea Q) el subconjunto de R3 delimitado por las superficies y*> =1 —z,x =
0,x =4y z=0. Hallar:

I = /// y3 sen? (x2 T y2 + 22) dxdydz
Q

Solucion: El recinto ) es simétrico con respecto al plano y = 0y se
cumple:

f(x,—y,z) = —y> sen® <x2 +y? +22> =—f(x,y,2)

Por lo que la funcién integrando es impar en y. Por lo tanto: / = 0.

Figura: Recinto de integracion.



APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

m Areas de figuras planas

//D dxdy = drea(D)

Ejemplo 14

Hallar el drea del recinto A encerrado por una elipse de semiejes a y b.
Solucién: Con el cambio a coordenadas polares generalizadas:

x = arcosB, y = brsenf

. . i 2 2
de jacobiano % = abr, la elipse :—7 + }big = 1 se transforma en r =1

y la regién de integracién A se describe como:
A = {(r,G) ER2/0<r<1,0<6< 2n}

Con lo cual:

271 1
drea(A) = //A dxdy = //A abrdrdf = ab/ dG/ rdr = 7tab
/ O O



APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

m Centro de masa y momentos de figuras planas

Mediante integrales dobles se pueden calcular algunas magnitudes fisicas
de cuerpos que ocupan una regién D en el plano, siendo p(x, y) la densidad
en unidades de masa por unidades de area.

m= //D p(x, y)dxdy

M ://Dyﬂ(xvy)dxdy, M, ://D xp(x, y)dxdy

X :ffDXP‘(X:Y)dXdy. y :fnyy(x,y)dxdy
¢ JJp n(x,y)dxdy ' G [[p u(x,y)dxdy

I = //D yz‘u (x,y)dxdy; I, = //D X2y (x,y) dxdy
o= //D (X2 +y2) p(x, y) dxdy
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APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

Ejemplo 15

Calcular el momento de inercia de un cuerpo homogéneo de densidad u,
de forma cuadrada de lado a, respecto de un eje que pasa por uno de sus
lados.

Solucion: Podemos situar el cuerpo en la region siguiente:

D={(xy)/0<x<a0<y<a}

y ahora calculamos el momento de inercia respecto del eje x. Dicho mo-
mento es:

2 2 [? - 211 5]° poa*
/x=//DYI40dXdy:V0/O /Oydy dXZVo/O 3y OdXZT

Figura: Momento de inercia del cuadrado.



APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

m Volumenes de cuerpos en el espacio
// dxdydz = vol(Q))
Q

Ejemplo 16

N
N

Sea Q) el recinto de R3 limitado por el cono z*

z =0y z= 3. Calcular el volumen de Q).

Solucion: En este ejemplo vamos a ver cémo, en ocasiones, es mds como-
do utilizar las coordenadas cilindricas en un orden distinto al habitual. El
recinto es:

= x4 y* y los planos

Q' ={(r0,2)/0<r<z0<0<2m,0<z<3}

27 3 z
/ / ey — / / / ey — / ( / ( / rdr) dz> d6
Q 0 0 0
27 27
_ / —dsz_/ 240 = on
o 6

76 /80



APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

m Centro de masa y momentos de cuerpos en el espacio

Mediante integrales triples se pueden calcular algunas magnitudes fisicas
de cuerpos que ocupan una regién () en el espacio, siendo p(x,y,z) la
densidad en unidades de masa por unidades de volumen.

m= ///Qy (x,y,z) dxdydz

Myz _ J[Joxp (x, v, 2) dxdydz

X6 = T T I au(x.y, z) dxdydz
ye = Mz _ ffo}’]/l (x,y,z) dxdydz
m ffoV(Xxy,Z) dxdydz

7, = Myy _ fffnz.” (x,y,z) dxdydz
¢ om JJ o (x.y, z) dxdydz
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APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

Los momentos de inercia del cuerpo () respecto de los ejes x, y, z, deno-
tados por Iy, I, e I son:

Iy = ///Q (y2 + 22) 1 (x,y, z) dxdydz
l, = ///Q (x2 + 22) 1 (x,y, z) dxdydz
I, = ///Q (x2 +y2> 1 (x,y, z) dxdydz

y el momento de inercia respecto del origen es:

_ 2 2 5
lo—///Q(x +y? +22) i (x, . 2) dxdydz

Los momentos de inercia respecto de los planos coordenados son:

by = ///Q 22;1 (x,y,z) dxdydz
Iy = // y2y (x,y, z) dxdydz
Q

lyz = /// X2‘1/l (x,y,z) dxdydz
@)



APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

Ejemplo 17

Calcular el momento de inercia I, del sélido ), situado por encima del
plano xy, acotado por el paraboloide z = x? + y? y el cilindro x* + y* =
a2, suponiendo que la densidad de masa U es constante.

Solucién:
e= ///(") (X2 +y2> M (XI)/xZ) dXdydz
2

La interseccion del paraboloide y el cilindro se encuentra en el plano z = a“.
Utilizando coordenadas cilindricas, tenemos que:

a 27 r2 Tuad
I :/ / / 2147 | do ) dr = "
z 0 (0 (0 ]/lrrz r 3
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APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

Hallar, mediante una integral doble, el drea del dominio D C ]R2, en
el primer cuadrante, limitado por las circunferencias: x2 + y? —2y = 0;
7T

x? + y? — 4y = 0. Solucién: %—

Ejercicio 26

Hallar el volumen, en el primer octante, de la regién comdn a los cilindros

x2 4+ y?2 = a% y x2 + 22 = a%. Solucion: 2—3"—3

Ejercicio 27

Hallar la masa del cuerpo QO C RR3 limitado por las superficies: z =

Vx2+y?% z=2—/x?+ y? siendo su densidad u(x,y,z) = z. Solu-

P 2T
cion:. 3 -
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