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INTRODUCCION

En este capitulo vamos a continuar estudiando la integracién de funciones
de varias variables. Si en el capitulo anterior el objetivo fue el estudio de las
integrales de funciones f(x,y) de dos 'y f(x,y,z) de tres variables sobre
subconjuntos D de R? o Q) de R3, en este capitulo vamos a considerar
la integracién de diversas funciones a lo largo de una curva y sobre una
superficie. Surgiran asi los conceptos matemadticos de Integral de linea,
también llamada integral curvilinea, e Integral de Superficie.

VA

s(b)

X

Figura: Integracién a lo largo de una curva y sobre una superficie.
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CURVAS

Definicion (Parametrizacién de curva)

Una parametrizacion de curva en R" es una funcién continua:
c:1=][ab]—R"

Los puntos T (a) y 7 (b) se llaman extremos. La imagen de la parame-
trizacion T es la curva C, esto es C = 0(l). Si T es diferenciable o de
clase C1, decimos que C es una curva diferenciable o C1.

¥ z

o(1)

Figura: Parametrizacién de curva.



CURVAS

Es bastante atil denotar la variable como t y pensar que o°(t) va trazan-
do una curva en R" conforme t va variando. En muchos casos podemos
imaginar t como el tiempo y 7 (t) como la posicién de una particula en
movimiento en el instante t. Si T es una parametrizacién en IR3, podemos

escribir:
o(t)=(x(t),y(t),z(t))

y denominamos a x (t),y (t) y z(t), funciones componentes de o. Es
inmediato ver que de la misma forma podemos considerar funciones com-
ponentes en IR? o en general en R”.

A las ecuaciones:

x=x(t)
y=y(t)
z:z(t)

se les llama ecuaciones paramétricas de la curva C y t es el pardmetro.
El vector tangente a la curva sera:

7 (t) = (X' (1).y' (1), 2 (1))



CURVAS

Definicion (Curva simple. Curva Orientada)

Llamaremos curva simple C a la imagen de una parametrizacion C Lo
trozos o : | — 1R3, que sea inyectiva en el intervalo |I. Por tanto, una
curva simple es la que no se interseca a si misma. Toda curva simple C
tiene dos orientaciones o direcciones asociadas a ella. Si P y Q son los
extremos de la curva, entonces podemos considerar que C estd dirigida de
PaQode@QaP.Alacurva simple C junto con un sentido de recorrido
la llamaremos curva simple orientada.

s(b)

Punto s(b)

Multipl
ﬂ“y Q
P /\/ Q

s(a) s

(b) (©

Figura: (a) Curva simple. (b) Punto mdltiple. (c) Curva simple orientada.



CURVAS

Definicion (Curva cerrada simple)

Llamaremos curva cerrada simple a la imagen de una parametrizacion C L g
trozos 7 : [a, b] — R3 que sea inyectiva en [a, b) y cumpla @ (a) = T (b).
Si T verifica que T (a) = 0 (b) pero no es inyectiva en [a, b), llamamos a
su imagen curva cerrada.

Las curvas cerradas simples tienen dos orientaciones, que corresponden a
las dos direcciones de movimiento posibles a lo largo de la curva.

s(a)=s(b) s(a)=s(h)
C C
s s
ao—o b a’—' b

@ (b) ©

Figura: (a) Curva cerrada simple. (b) Curva cerrada. (c) Curva cerrada simple
orientada.



CURVAS

Ejemplo 1

Hallar una parametrizacion de la elipse de ecuacion:

x—c1\? y—c 2
a b
Solucién: Podriamos utilizar x como parametro pero entonces deberiamos

usar dos parametrizaciones distintas para recorrer toda la elipse. Por eso
es mas comodo emplear las funciones trigonométricas:

— - = cost X =c] +acost
—
y =0 +bsent

y—c _
5~ =sent
Por tanto la parametrizacion seria: (t) : | = [0,27] — R?

0(t) = (cp +acost, cp + bsent)
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CURVAS

Parametrizar la curva dada por la interseccion de las superficies:
C:x2—|—y2—|—z2:1; y+z=1

Solucién: Proyectamos la curva en IR? sobre el plano xy : (z=1-y):

XCAy2+(1-y)? =1 x*+22-2y=0

2
1 1 x2 (y_1)2 % 2 y_1
2 2 2 2
2 — = = =25 2 —:1, :1
x“+2(y ) 2,1/2+ /4 ( > +

1/V/2 1/2

y

o —

==




CURVAS

|
y parametrizamos dicha proyeccion:

= cost x= -1 cost
}/1/2 —=sent y =35+ 5sent
1 1 1
z=1—y,z=1—(=+—=sent);z= - — —sent
y (5+ iz=5-5
-1
x—ﬁcost
y:%—i—%sent
z:%—%sent

Es decir la parametrizacion sera: o (t) : | = [0,27] — R3

F(t):(icost =+ ssent l—lsent)
V2 ohp Ty Ty



CURVAS

Ejercicio 1

Hallar unas ecuaciones paramétricas de la curva de R?, dada por la ecuacién
2 2 2 oz

x3 4 y3 = a3.Solucién: x = acos> t, y = asen3 t, para 0 < t < 271

Ejercicio 2

Hallar unas ecuaciones paramétricas de la curva de R3, interseccion de la
esfera x> —|—y2 + 22 = 4, y el plano y + z = 2. Solucién: x = V2 cost,
y=1+sent, z=1—sent para 0 < t < 271.

Ejercicio 3

Hallar unas ecuaciones paramétricas de la curva de ]R3, interseccion del
cilindro x> + y? = a2, y el plano z = 0. Solucién: x = acost, y = asent,
z=0para 0 <t < 271.



INTEGRALES DE LINEA DE F. ESCALARES

Definicién (Integral de linea de funcién escalar)

Sea f un campo escalar continuo sobre la curva C dada por la parame-
trizacion @ : | = [a, b] — R? (o R3) de clase C'. Definimos la integral
de linea de f a lo largo de C como:

/Cfds:/:f(a(t))||a'(t)|| dt

En el caso de IR? tendremos 7 (t) = (x(t),y(t)) y
[ rtyas = [TV (0F + 1y (0P
y en el caso de R3 tendremos 7(t) = (x(t), y(t), z(t)) y

[y, 2)ds = [ #0002 I O + 1 (0 + (0P

Si la curva es cerrada suele usarse la siguiente notacién:

]{ fds
C
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LONGITUD DE UNA CURVA

Definicién (Longitud de una curva)

Sea C una curva dada por 7 : [a, b] — R" una parametrizacion de clase
Cl. La longitud de dicha curva esta definida como:

1= [os= [ |7 @] e

Para curvas en R3, la férmula es:

1= [ V@R + b OF + 2(0)Pa

y para curvas en ]R2, la féormula es:

1= [T+ o e

Definicion (Arco rectificable)

Un arco de curva se dice rectificable si su longitud es finita.
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INTEGRALES DE LINEA DE F. ESCALARES

Sea f(x,y) = \/%)/2 un campo escalar y C la elipse de ecuacion: x? +

2y2 = 2. Calcular la integral de linea:

I — /C o, y)ds

2
Solucion: Podemos expresar la elipse como: (%) —|—y2 = 1. Como

vimos anteriormente 7 (t) = (v/2cost,sen t)

(—V2sent,cost); |[o7(t)|| = V1+sen?t
V/2sen tcos t

fle) = V1+sen?t
/:/Cf(x,y)ds:/oznf(ﬁ(t))HE’(t)Hdt:/Omx/isentcostdtzo

QUL
—
~
N—
Il



INTEGRALES DE LINEA DE F. ESCALARES

Sea T la hélice T : [0,27r] — R3,t — (cost,sent,t) y sea f(x,y,z) =
x% + y? + 2%, Calcular la integral:

f(x,y z)d
/C(X)/z)s

(-l

= Vsen2t+cos2t+1=+2

Solucién:

[ @)

Flx,y,2) =x2+y?> + 22 =cos? t +sen? t + t2 = 1 +

[ e @la= [ (1+2) vau
27

ﬁ[t—i—?h = 2\/—% (3+47r2)

/C f(x,y, z)ds



LONGITUD DE UNA CURVA

Ejemplo 5

Hallar la longitud del arco de la hélice definida por la parametrizacion:
7(t) : [0,471] — R3, &(t) = (cos 2t, sen 2t, \/§t>

Solucién: El vector derivada de &°(t) es & (t) = (—2sen2t,2cos2t, v/5)
cuyo médulo es:

17 (2)]| = \/4(ser12t)2 +4(cos2t)2+5=+9=3

Por tanto la longitud de arco es:

@) =/047TH(7'(1‘)H dt:/04n3dt=127t



INTEGRALES DE LINEA DE F. ESCALARES

Calcular [-(x + y)ds siendo C un triangulo de vértices (0,0), (1,0) y
(0,1). Solucion: 1+ /2.

Caleular f~(|x| + |y|)ds siendo C una circunferencia de radio a centrada
en el origen. Solucién: 8a2.

Hallar la longitud de la curva dada por la interseccion de las superficies:
X2+ y2 4 22 =4; y+ 7z =2. Solucion: 2/27.



CAMPOS VECTORIALES

m Campo vectorial

Un campo vectorial F(x, y) en R? estd compuesto de dos campos escalares
componentes F; y Fy, de modo que:

F(x,y) = (Fi(x,y), F2(x,y))

Un campo vectorial F(x,y, z) en R? esta compuesto de tres campos es-
calares componentes Fi, Fp y F3, de modo que:

F(x,y,z) = (F1(x,y,2), F2(x,y,2), F3(x,y, 2))

4

N

p— F)

N

Figura: Campo vectorial.



INTEGRALES DE LINEA DE F. VECTORIALES

Definicién (Integral de linea de funcién vectorial)

Sea F un campo vectorial en R? (o RR3) continuo sobre una curva dada
por la parametrizacion @ : [a, b] — R? (0 R3), de clase C. Definimos la
integral de linea de F a lo largo de C como:

_ b__
/ F.ds :/ F@(1)-7 (t)dt
C a
Otra manera de denotar las integrales de linea es:

/CF'EZ/CFldX+F2dy+F3dZ

donde Fi, F> y F3 son las componentes del campo vectorial F. Esta no-
tacion es (til para recordar el cdlculo de la integral de linea, pues:

/cf-ﬁ = /abF(a(t)) - (t)dt = /ab(FL Fa.F3) - (X' (t).y/(t). 2 (1)) dt

dx dy dz
= [ (F F F2) dt = | Fidx+ Fady + Fsd
/a<1dt+2d+3dt> /C1x+2y+3z



TRABAJO

m Trabajo
El trabajo realizado por el campo de fuerza F sobre la particula que se
mueve a lo largo de la curva C imagen de 7 : [a, b] — R3 viene dado por:

W:/CF-ds:/abF((f(t))-(f’(t)dt

G(t+An)-6(t)

Figura: Interpretacién como un trabajo.

m Justificacion:
Trabajo ~ F (T (t)) - As ~ F (¢ (t)) - 7 (t) At
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INTEGRALES DE LINEA DE F. VECTORIALES

Ejemplo 6

Sea C la curva dada por @ : [0,1] — R3 &(t) = (t,1%,1). Sea
F(x,y,z) = x%i + xyj + k. Calcular:

/F-%
C

Solucion: En primer lugar hemos visto que:

F.Ez/ 2dx + xydy + d.
/C CXX xydy z

Calculamos:
dx/dt =1,dy/dt =2t,dz/dt =0

por lo tanto:

2 dx

/Cx2dx+xydy+dz — /01 ([x(t)] dt—{—[x(t)y(t)]E)dt

1 1 2 1
2 | b 3 5
t—|—2t>dt 2+t



INTEGRALES DE LINEA DE F. VECTORIALES

Ejemplo 7

Consideremos el campo vectorial F : R?> — R? definido por F(x,y) =
(—xy,x?) y el arco de la circunferencia C de radio unidad centrada en el
origen de coordenadas, en la que el punto inicial es el punto A(1,0) y el
final B (0,1), recorrido en sentido horario. Hallar:

| Fa

C

Solucién: Unas ecuaciones paramétricas de C son & = (cost,sent) con
0<t<m/2

Figura: Sentido horario.



INTEGRALES DE LINEA DE F. VECTORIALES

En primer lugar hemos visto que:

/?~E:/ —X dx+x2d
/C . Yy y

o~ ay = [ (x(Oy(0] & + (0 2 ) o

Tenemos que:

dx _ sen t dy = cost
dt tdt
y por tanto:
_ /2 )
/CF-ds = / —costsent(—sent)+(cos t) cost) dt
0

/2
= / cos t(sen® t + cos t) dt
0

/2

cos tdt = [sent]j/? =1

Il
S—



TRABAJO

Ejemplo 8

\
|
N
w

Hallar el trabajo realizado por el campo F(x,y) = (—3x%y*,3y?x3) para
mover una particula de masa m desde el punto (1,0) al punto (0,1) a lo
largo de la curva x3 + y3 = 1.

Solucién: Podemos parametrizar el arco de curva C : x3 4+ y3 =1, que
une los puntos (1,0) y (0,1) de la siguiente forma:

x = cos?/3 ¢, y = sen?/3 ¢t te [0, /2]

El trabajo es la integral de linea del campo, y teniendo en cuenta que:

X' (t) = —%cosfl/3 tsent; y'(t) = %sen*lﬂtcost
obenemos:
w = /C —3x2y4dx—|—3y2x3dy
= /On/z [2cos tsen'?/3 ¢t + 2sen t cos® t] dt = 13



INTEGRALES DE LINEA DE F. VECTORIALES

Calcular 3€C ydx + zdy + xdz siendo C la circunferencia {X2 +y2 422 =1,
x +y = 1} (sentido antihorario visto desde el origen de coordenadas).

Solucién: Z

Calcular la integral de linea fC F.ds siendo F = (0,x,0) y siendo C la
curva interseccion de x? + y? 4+ (z —1)?> = 1; y + z = 2 recorrida de

forma que se suba por el primer octante. Solucién: —ﬁ.

Calcular la integral de linea fC xdx + ydy + xdz siendo C la curva de R3

dada por la interseccion de las superficies z = 1 — (x2 +y2); y+z=1
recorriendo C de forma que "subamos" por el primer octante. Solucién: %.

S



SUPERFICIES

Definicién (Parametrizacién de superficie)

Una parametrizacion de superficie es una funcion continua T : D C R?2 —
R3, donde D es un dominio en R?. La superficie S correspondiente a la
parametrizacion T es su imagen: S = T (D). Se suele escribir:

T(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

~l

S=T(D)

D

u X

Figura: Parametrizacién de Superficie.
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SUPERFICIES

T(u, v) va trazando una superficie S en R3 conforme el punto (u, v) va
recorriendo el conjunto D.

Si T es diferenciable o es de clase C! (que es lo mismo que decir que
x(u,v),y(u,v) y z(u,v) son funciones diferenciables o C') decimos que

S es una superficie diferenciable o C1.

La funcién T (u, v) también la podemos expresar en forma vectorial:

T(u,v)=x(u,v)i+y(uv)j+z(uv)k
A las ecuaciones:
z=2z(u,v)

se les llama ecuaciones paramétricas de la superficie S y u,v son los
pardmetros.



SUPERFICIES

® Normal a una superficie
Suponiendo que T (u, v) = x(u, v)i+ y(u, v)j + z(u, v)k es diferenciable
en (up, vp) € R2, y fijando u en uy obtenemos una funcién R — R3 dada
por: - B - 7
v— T (up,v) = x(up, v)i+ y(ug, v)j + z(ug, v)k
cuya imagen es una curva sobre la superficie . El vector tangente a esta
curva en el punto T (ug, vp) es:

- aX = a - aZ —
T, = 3y (up, vp) i+ % (up, vo)J + 3, (up, vo) k

De la misma forma, si fijamos v y obtenemos una funcién R — R3 dada
por: - B - 7
u— T (u,v)=x(uv)i+y(uv)j+z(u vk

cuya imagen es una curva sobre la superficie . El vector tangente a esta
curva en el punto T (ug, vy) es:

o dx - 9 - 0z T
T, = 5 (up, vo) i + ETZ (uo, vo)J + P (uo, vo) k
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SUPERFICIES

= Normal a una superficie

()

u X

Figura: Parametrizacién de superficie. Significado de T, x T, .

Debido a que los vectores T, y T, son tangentes (y no paralelos) a
dos curvas sobre la superficie, en T (ug, vp), deben determinar el plano
tangente a la superficie en este punto, por lo que la normal sera:

N=T,xT,



SUPERFICIES

Definicion (Superficie orientada)

Decimos que una superficie es una superficie orientada si tiene dos lados,
uno de ellos se toma como positivo y el otro como negativo. En cada punto
(x,y,z) € S habrd dos vectores normales unitarios Tiy y Tip, donde

. — TuxT
_ (TuxT)) | M= msn] B
"TEHFSTA T mm ey, T
27 T

Cada una de estas normales se asocia con un lado de la superficie. Asi, para
especificar un lado de una superficie S, en cada punto escogemos el vector
unitario 7 que apunta hacia afuera desde ese lado de S en ese punto.

n,
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SUPERFICIES

A lo largo del capitulo vamos a trabajar sélo con superficies orientadas y
que, por tanto, siempre van a tener dos lados, pero existen superficies con
un sélo lado y que, por tanto, no son superficies orientadas.

Un ejemplo muy conocido de dicho tipo de superficie es la cinta de M&bius.

M

Figura: Superficie no orientada. Cinta de Mébius.

En cada punto de M hay dos normales unitarias, Ay y 7p. Sin embargo, ni
n1 ni np determinan un lado tnico de M. Para ver esto de manera informal,
podemos deslizar n; alrededor de la curva cerrada que se indica. Cuando
N1 regrese al mismo punto de la curva, coincidird con np, mostrando que
tanto n; como np apuntan desde el mismo lado de My, por tanto, M tiene
un solo lado.
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SUPERFICIES

Ejemplo 9

Hallar dos parametrizaciones para el paraboloide z = x* + y?.
Solucion: Utilizando coordenadas cartesianas:

X=u
V=V
z=u?+v?

Por tanto la parametrizacién es: T : D C R2 — R3

T(u,v) = ui+vj+ (1> +v¥)k; D = (—o00, +00) X (—00, +00)

X

Figura: Dos parametrizaciones para el paraboloide z = x2 + y2.



SUPERFICIES

Utilizando coordenadas cilindricas:

X = UCos Vv
y = usenv
z=12z

Sustituimos en la ecuacién del paraboloide:

2

2coszv+u2ser1 v:u2

z:x2-|-y2:u

y, por tanto, las ecuaciones paramétricas son:

X = UCosV
y = usenv
z=u

y la parametrizacién es: T : D € R? — R3

T(u,v) = ucosvi+ usenvj + u’k; D = [0,+00) x [0,271]
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SUPERFICIES

m Caso particular: Coordenadas cartesianas

Con mucha frecuencia nuestra superficie S va ser la gréfica de una funcién
g : R2 — R diferenciable con continuidad

z=g(xy)

Figura: Superficie, gréafica de z = g(x, y).

Para este caso particular podemos utilizar como pardmetros x e y, con lo
que:

x=x, y=y, z=g(xy)
Entonces:

T(x.y) =xi+yj+g(xy)k



SUPERFICIES

m Caso particular: Coordenadas cartesianas

De donde:

—_ - ag - — = ag T
Tx =i+ a—x(xo,yo)k; Ty=j+ @(Xov)/o)k

y sin mds que operar, para (xg, yo) € R2, la normal sera:

_ 9 9 o
Ty x Ty, = _£(XOxYO)’ - %(Xoy)/o)ﬂrk

Las dos normales a la superficie vienen dadas pues por:
+ = og og
TxxTy=+ <—8X(X0vm)v —@(Xo,)/o), 1)

Veremos como en las integrales de superficie de funcién vectorial, debere-
mos ajustar el sentido correcto de la normal.



SUPERFICIES

Ejercicio 10

Hallar una parametrizacién para la superficie x> + y? 4 z° = a?. Hallar el
médulo de la normal Solucién: x = asenucosv; y = asenusenv; z =
acosu para 0 < u<, 7, 0< v <, 2. Médulo = a2 sen u.

Ejercicio 11

Hallar una de las dos normales a la superficie z = x2 + y2 en el origen.
Solucién: (0,0, 1).

Ejercicio 12

Hallar la ecuacion explicita de la superficie de ecuaciones paramétricas
x:u+v,y:u—v,z:u2—v2,para —00 < Uu<00, —00 < V<00,
Solucion: z = xy.

Ejercicio 13

Consi_deremos la parametrizacioén de superficie dada por T : D C R?2 —
R3: T(u,v) = (u,v, u? + v2) con D= {(u v) Ju+v2 < 1} . Hallar
una normal y estudiar hacia qué lado apunta dicha normal. Solucion: hacia
dentro.
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INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. ESCALARES

Supongamos que S es una superficie definida por la parametrizacién:
T : DCR’>-ScR?
T(u,v) = x(uv)i+y(uv)j+z(uvk
donde los pardmetros son u y v. Tomemos como hipdtesis que x,y,z y
sus derivadas parciales respecto de u y v estdn definidas y son continuas

en una regién D del plano uv. Las derivadas parciales de T(u, v) estdn
dadas por:
— aT axf dy- 0z— — 0T  Ox- dy- dz—

YT 30 T du +af+ u ' v v v,+ VJ+ v

Sea f(x, y, z) una funcién continua con valores reales definida en S. Defini-
mos la integral de f sobre S como:

//Sf(x,y,z)ds = //de // (,v)) [Tu x T || dudv

//Df x(u,v),y(u,v), z(u, v))||Tu XTVHdudv



INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. ESCALARES

m Caso particular: Coordenadas cartesianas

Ahora supongamos que S es la grafica de una funcién C1, z = g(x,y).Si
utilizamos x e y como pardmetros, hemos visto que:

Ty X ?y = —(0g/dx)i— (0g/dy)j+ k

y, por tanto, el médulo de la normal (en cualquiera de las dos orientaciones)
es en este caso:

ITex Ty = \/1+ () +(%
por lo que:

// (x,y,2)dS = // Xygxy)\/l—l-(gg) +<3§>2dxdy

La integral doble estd extendida a la regién D, que es la proyeccién sobre
el plano xy de la superficie S.




AREA DE UNA SUPERFICIE

Definicién (Area de una superficie)

Sea S la superficie definida por la parametrizacion T(u,v) = x(u, v)i +
y(u,v)j+ z(u,v)k y sea D una regién del plano uv en la cual x,y,z y
sus derivadas parciales respecto de u y v estan definidas y son continuas.
El drea de la superficie S estd definida por:

érea(S)://S dszf/Dym(u, v) % Ty (u, v)|| dudv

En el caso de que la superficie venga dada por z = g(x, y), el drea es:

//D [T % Ty || dxdy = //D \/1 + (8 (x,¥))* + (g (x,y))* dxdy




INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. ESCALARES

Supongamos que se describe una helicoide mediante la parametrizacion:

?(r,@) = (rcosf,rsenf,0),0<0<27,0<r<1

y sea f dada por f(x,y,z) = \/x?+ y2 + 1. Hallar:

//5 f(x,y,z)dS

T (r,0) = rcosfi + rsenfj + 0k
T, (r,0) = cosfi + sen 0]
To(r,0) = —rsenfi+rcosfj+ k

Solucién: Se tiene:

! J

T, xTg= ‘ cos 0 sen 6 = senfi — cos 6 + rk

— O x|

—rsenf rcos@




INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. ESCALARES

||Tr XTGH = \/Sen29+C0529—|—r2 = \/]__|_r2
Por otra parte, f(rcos6, rsenf,6) = /r2 + 1. Por lo tanto:
h= //5 Ao )el = //D F(T(r.0)) ||T, x Tol| drdf

D:0<6<2nr,0<r<1

Por tanto:
_ 2
| = //D(1+r)drd9
27 1 27r4 8
/0 (/O(Jrr)dr)de [ qdo=3n



INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. ESCALARES

Ejemplo 11

Calcular:

//S xdS

donde S es el trigngulo de vértices (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1).
Solucion: La superficie S es parte del plano definido mediante la ecuacién
x+y+z = 1. Por tanto:

z=gxy)=1-x—y
TxxTy=i+j+k

[Tx x Tyl = V12 +12+12 = V3

I://SXdSZ\/g//Dxdxdy

donde D es el dominio en el plano xy proyeccién de la superficie S, indicado
en la siguiente figura.



INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. ESCALARES

Calculando la integral doble:

| = \/_//xdxdy_\f/ (/ xdy)

= \/_/ 1—X)dX—\/_

Figura: Superficie S y proyeccién D.
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AREA DE UNA SUPERFICIE

Ejemplo 12

Calcular el drea de la parte del paraboloide x* 4+ y? + z = 5 que esta por
encima del plano z = 1.
Solucién: Sea

glx,y) =5-x" -y

Entonces gy (x,y) = —2x, gy(x,y) = =2y y

Sz//Dq/l—l—gf—l—g}%dxdy://D\/1+4X2+4y2dxdy

Figura: Paraboloide y proyeccién.



AREA DE UNA SUPERFICIE

Pasamos a coordenadas polares x = rcosf,y = rsenf

S = // \/1+4x2+4y2dxdy=// V' 1+ 4r2rdrdf
D D’
21 2
= / </ V14+ 4r2rdr> do
0 0

Ahora, para calcular la iterada, efectuamos el cambio de variable
u=1+ 4r2, de donde:

27 17 21 17
5:/ / RYLL d0=/ 112 82| 49
0 1 8 o 83 1

R B Ly _ T 32
5_5/0 (1732 1) do = 2172 - 1)



Ejercicio 14

INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. ESCALARES
Ejercicot4 |

Sea S la semiesfera x? + y%2 +z2 —a®> = 0,z > 0. Hallar I/s (x2 4+ y?) dS.

Solucién: %7134.

Ejercicio 15

La porcién de la esfera x? + y? + z% = 1 cortada por el cilindro x* 4 y? —
y = 0 (con z > 0) se llama béveda de Viviani. Denotemos por S dicha
superficie y por C su contorno. Calcular la integral de superficie [[¢ z.ydS.

Nota: se recomienda parametrizar la superficie a cartesianas. Solucion: %



AREA DE UNA SUPERFICIE

Ejercicio 16

Calcular el drea de la superficie esférica x*> + y? + z2 = 16 limitada por el
cilindro x? + y% = 9, en el primer octante. Solucion: 27t(4 — /7).

Ejercicio 17

La parte de la superficie esférica x? 4 y2 + z? = a2, interior al cilindro
x2 +y2 = ay, z > 0, se llama béveda de Viviani. Calcular su &rea.
Solucion: 2a®(% —1).

Ejercicio 18

Hallar el drea de la parte del cilindro x2 + y2 = ay; z > 0, que queda
dentro de la esfera x% + y? + z2 = a?. Solucion: 2a°.



INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. VECTORIALES

Definicion (Integrales de superficie de funcién vectorial)

Supongamos que S es una superficie definida por la parametrizacion:

T : DCR®?->ScCR3
T(u,v) = x(uv)i+y(uv)j+z(u vk
Sea F(x,y,z) = Fi(x,y,z)i+ Fa(x,y,z)j + F3(x,y, z)k un campo vec-

torial continuo definido en S. La integral de superficie de F sobre S la
definimos como:

//F ds = // (TUXT)dudv

La integral de superficie también se pueden representar en forma diferencial
por:

//SF.E: /SFldydz+F2dxdz+F3dxdy
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INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. VECTORIALES

m Caso particular: Coordenadas cartesianas
Consideremos la superficie S descrita por:
z=g(xy). (x.y)€D
Sabemos que podemos parametrizar S por T : D — R3 con:
T(xy.z2) = xi+tyj+glxy)k
TexT, = —(9g/ox)i— (9g/dy)j+k

Por tanto si F = Fyi + Foj + F3k la integral de superficie sera:

//SF~TS://ZDF-(TXx7y)dxdy

Z=g00y)

Figura: Area de una superficie, grafica de z = g(x, y).

L§

X



INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. VECTORIALES

Sea F(x,y,z) = xi +yj+zk y S la superficie esférica de centro el origen
y radio 1. Calcular, segtin la normal exterior:

// — —
S
SO|UCIOI1. La pa ametr iZaCié' es:

T(8,¢) = cosfsen ¢i + sen B sen ¢j + cos pk

Hallamos la normal:

Ty = (—sengsenf)i+ (sen¢gcosb)]

Ty = (cosOcos¢)i+ (senfcose)— (sene)k
ToxTy = =+ (— sen? ¢ cos 9) i— (sen2 ¢ sen 9) j— (sen¢cosp) k
En el punto ¢ = %,9 =0 la normal es: Ty x T(p = —i — k. Por lo que la

normal exterior serd con signo —.
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INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. VECTORIALES
1 ——
Ahora calculamos:

f'(TgX (p):(X;—f—yj—f—ZF)(T(pXTg)

[(cosOsen¢) i+ (senBsen) j+ (cos¢) k|
- (sen@) [(sen¢ cosf) i+ (sen¢sen) )+ (cosp) k| =

= (sen¢) (sen2 ¢ cos® § + sen? ¢psen’ 4 cos ¢ ) = sen ¢
Por tanto:

I://sf-E://DsencpngdO

y calculando la integral doble:

sen pd¢pdf = o nsempd(p df
11y f (f enoae)
2

21
/ [— cos ¢y df = / 2d6 = 4n
0 0

I —



INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. VECTORIALES

Calcular la integral de superficie:

/ /5 ydydz — xdxdz + dxdy

donde S es el paraboloide:
z:x2+y2, 0<z<1

orientado segtin las normales hacia el interior del sdlido que limitan la
superficie y los planos z=0y z = 1.
Solucion: Resolvamos el problema trabajando en coordenadas cartesianas:

z = glxy)=x+y
g g

= 2 = =2

ox X dy 4

Txx Ty, =—(9g/ox)i— (9g/dy)j+k =—2xi —2yj+ k



INTEGRALES DE SUPERFICIE DE F. VECTORIALES

I —
Se puede ver que es la normal interior ya que: (Tx x T,)(0,0) = k.
En este caso tenemos que F = yi — xj + k, por lo que:

F-(TxxTy) = (yi—xj+k) (=2xi—2yj+k) =
—2xy+2xy+1 = 1

Con lo que la integral de superficie es:

//F a5 = // TXxTy)dxdy—/ ey

siendo D la proyeccidn del paraboloide sobre el plano xy que es el circulo:
D=1{(xy) eR/0<x*+y?> <1}

y sabemos que [ [, dxdy es el drea de dicho circulo, por lo que:

//F-%z// dxdy:T(l2:7r
S D



Ejercicio 19
Calcular la integral / = [[¢ F - dS siendo F = (—x, —y,0) y siendo S la

superficie z = 3 — \/x2 + y2; 1 < z < 2 orientada con la normal interior.

Solucién: MT”.

Ejercicio 20

Sea S la porcién de la superficie z = 2 — (x2 —|—y2) que queda por encima
del plano xy. (a) Calcular su drea. (b) Calcular, aplicando la definicién,
ffs F - dS siendo F = (0, —x, z) y considerando en S la normal interior.

Solucién: (a) BT” (b) —27t.

Ejercicio 21

Sea F = (—x, —y,0) y sea S la superficie del cono z = 3 — /x2 + y2 que
queda por encima del plano z = 1, orientada con la normal interior. (a)
Calcular la integral de superficie: / = [[¢ F-dS. (b) Calcular la integral
de superficie: | = [[s(z — 3)2x? - dS. Solucién: (a) l;rc. (b) §327'5\/5



TEORIA VECTORIAL DE CAMPOS

Comencemos estudiando algunas propiedades de los campos vectoriales y
escalares, asi como su significado geométrico y fisico. Es importante lograr
una clara comprensién de estos conceptos para continuar con las secciones
siguientes.

Definicion (Operador V)

Denotaremos al operador nabla ¥V como:

V es un operador que puede actuar sobre campos escalares o campos
vectoriales.

Definicién (Gradiente)

Sea f(x, y,z) un campo escalar. Se define el gradiente de f como:

= of . df- oJf—



TEORIA VECTORIAL DE CAMPOS

Definicién (Rotacional)

Sea F = Fii+ Foj + F3k. Se define el rotacional de F como

i j k
rotF = VxF=|2< % 2
Fi F2 F3

dF3  0dFp )\ - doF1 0JF3)\ - doFr,  0F )\ —

(E)y az) +(Bz ox It ox oy k

Definicién (Divergencia)
Sea F = Fii+ Foj + F3k. Se define la divergencia de F como

.~ = — 0oF 3R  0F
divkF =V F—a—X“rW a—z



TEORIA VECTORIAL DE CAMPOS

Ejemplo 15
Sea F(x,y,z) = xi + xyj + k. Hallar rot F y div F.
Solucion: Tenemos, sin mds que aplicar las definiciones:

i J k
rotF = fo:' 2 % 2
x xy 1
= (0-0)i—(0—0)j+ (y —0)k = yk
avF = v.F=2h 9k 9k

ax | dy 9z



TEOREMA DE GREEN

Teorema (Teorema de Green)

Sean D una region del tipo (Ill) y C su frontera. Supongamos que P :
D—RyQ:D — R son de clase Cl. Entonces:

/C+de+ody=//D <¥—g—yp) dxdy

® 8D

Figura: Orientacién correcta.

Para poder aplicar el teorema de Green a regiones mds generales, vamos
a definir la orientacion correcta, para las curvas frontera de una regién D,
como la orientacién, que deja a dicha regién a la izquierda.



TEOREMA DE GREEN

A continuacién indicamos una generalizacion del teorema de Green para
regiones que no son del tipo (lll), pero que se pueden descomponer en
diversas partes, cada una del tipo (llI).

Y.
Neyd

Figura: Generalizacién del teorema de Green.

/ de+Qdy—// <—>dxdy

Siendo 9D las curvas fronteras de D orientadas en el sentido correcto.



TEOREMA DE GREEN

Verificar el teorema de Green para P(x,y) = x y Q(x,y) = xy siendo:

D:x*+y*<1

Solucién: Calculamos directamente los dos miembros del teorema de Green.
La frontera C es el circulo cuyas ecuaciones paramétricas son x = cos t,
y=sent, 0 <t < 27, por lo que, con la orientacién positiva, tenemos:

2m
/ [(cost)(—sent)+ costsentcost] dt
0

[cos2 trn [ cos® trn
2 o 3 Jo

// (ax_ay>ddy—// ydxdy

y esta integral es cero por simetria. Por tanto, hemos verificado el teorema.

/ Pdx + Qdy
C+

Por otra parte :



TEOREMA DE GREEN

Ejercicio 22

Empleando Green, calcular | = §, (x + y)?dx — (x2 + y?) dy a lo largo
de la curva C : el tridngulo de vértices: (0,0),(1,0),(0,1) . Solucién: —1.

Ejercicio 23

Calcular la integral de linea | = fc+ [y2dx—|— (xy~|—y2) dy] extendida al
contorno situado en el primer cuadrante y formado por las lineas: y = 0,
x = z, y?> = 2x, (a) empleando el teorema de Green; (b) directamente.
Solucion: —2.



TEOREMA DE STOKES

Teorema (Teorema de Stokes)

Supongamos que S es una superficie orientada definida por una parame-
trizacion T : D C R? — S. Sea C = S la curva cerrada simple que
constituye la frontera orientada de S y sea F un campo vectorial C! en S.

Entonces se cumple:
/ / rotF-dS= [ F-ds
S S

Figura: Orientacién inducida en 4S.
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TEOREMA DE STOKES

Aplicar el teorema de Stokes para calcular:

/F-%
C

siendo F (x, y, z) = (3y, —xz, yz?) y C la curva interseccién del paraboloide
2z =x?>+y? yel plano z = 2.

Solucion: Podemos aplicar el teorema de Stokes a cualquier superficie S
cuyo contorno sea la curva C. Por tanto es mas sencillo utilizar la porcién
S de plano z = 2 limitada por C que la del paraboloide.

Figura: Teorema de Stokes.
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TEOREMA DE STOKES

|
En primer lugar hallamos el rotacional:

ik
rotf:l 2 % L | =(24+x)i—(z+3)k
3y —xz yz?

La normal al plano z = g(x, y) = 2 sera:
Txx T, =—(—0g/0ox,—dg/dy,1) = (0,0, —1)

Aplicando el teorema de Stokes, con D = {(x,y) € R?/x? 4 y? < 4}:
| F& = [[rotF T
C S
2 —_— . —_—
//D ((22+),0.~(z+3)) - (0.0, ~1) dxdy
//D (z+3) dxdy = //D 2+ 3] dxdy = 5A(D) = 207



TEOREMA DE STOKES

Ejercicio 24
Calcular, aplicando el Teorema de Stokes, la integral | = fCF-E siendo
F= (yz,xz,xy) y siendo C la interseccioén de las superficies: x2 4 y2 +

z2 = 3; x> 4+ y? = 2z. La curva C se supone recorrida en el sentido
antihorario al considerar su proyeccién sobre el plano xy. Solucion: —27t.

Ejercicio 25

Calcular, directamente y aplicando el Teorema de Stokes, la integral | =
fc F - ds, siendo F = (0,x,0) y siendo C la curva interseccién de: x2 +
(y —1)> = 1; y +z = 2. La curva C se supone recorrida en el sentido
horario al considerar su proyeccién sobre el plano xy. Solucion: —rt.

Ejercicio 26

Ses S la porcion de la esfera x2 + y? 4 z2 = a2 cortada por el cilindro x% +

y? —ay =0 (con z > 0) y C su contorno. (a) Calcular directamente la
integral de linea fC xdx + ydy + zxdz teniendo en cuenta que el sentido de
recorrido debe ser: subiendo por el primer octante. (b) Verificar el resultado

. . > 3
del apartado anterior aplicando el teorema de Stokes. Solucién: %.
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TEOREMA DE GAUSS

Teorema (Teorema de Gauss o teorema de la Divergencia)

Supongamos que Q) es una region en el espacio del tipo (IV). Denotemos
por dQ) la superficie cerrada orientada, segtin la normal exterior, que es la
frontera de Q). Sea F un campo vectorial C' definido en Q). Entonces se

cumple:
// F.E:/// (div F) dxdydz
Q) (@)

Normal exterior

g

~—

Figura: Orientaciones de una superficie cerrada.
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TEOREMA DE GAUSS

Sea F = 2xi + y?j + 2%k, y S la superficie esférica unitaria definida por
x2 + y2 + 22 = 1. Calcular, con la orientacién de la normal exterior:

firs

Solucion: Sea Q) el volumen limitado por la superficie esférica. Sabemos
que por el teorema de Gauss:

//Sf-d_S:///Q (div F) dxdydz

V4

Figura: Normal unitaria exterior.
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TEOREMA DE GAUSS

Come OF,  9F, OF
divF=V.-F=—"1+2+32 =242y +22
dx dy 0z

la integral triple es:

2///{)(1+y+z)dxdydz:2///dedydz

ya que, aplicando simetrias, podemos asegurar que:

/ / ydxdydz = / / / zdxdydz = 0
Q Q
8
2/// (1—|—y+z)dxdydz=2/// daes — 28
Q O 3

ya que la bola unitaria tiene volumen 47t/3.

Por tanto:
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TEOREMA DE GAUSS

Ejercicio 27

Utilizar el teorema de Gauss para calcular ffsf-E siendo f(x,y,z) =
xy2i + xzyj—l—yF y S la superficie del cilindro x2 4+ y? =1, acotado por
los planos z = 1y z = —1 e incluyendo las porciones x2 + y? < 1 cuando
z = £1. Solucién: 7.

Ejercicio 28
Calcular, aplicando el teorema de Gauss, la integral de superficie [[s F.dS

siendo F(x,y,z) = (xz%,x%y — 23,2xy + y?z) y S la superficie cerrada
limitada por la semiesfera z = /a2 —x2 — y2 y el plano z = 0, con la

. .. . . 5
orientacién de la normal exterior. Solucién: 27?

Ejercicio 29

Calcular directamente y mediante Gauss la integral ffs F - dS, siendo F el
campo vectorial F = (x,0, z) y siendo S = S; U S, la superficie cerrada
formada por: Sy : z = x> 4+ y?; Sy : z = 4 — (x? + y?). Solucién: 871.



CAMPOS CONSERVATIVOS (n=3)

Teorema (Campos Conservativos en R3)

Supongamos que F es un campo vectorial C1 definido en R3 excepto,
quizds, en un ndmero finito de puntos. Si se cumple que rotF = 0, en-
tonces, para toda curva cerrada simple orientada C, se cumple que:

fﬁ@:// rotF-d5 =0
C S

O lo que es lo mismo para cualesquiera dos curvas no cerradas simples
orientadas C; y Co que tengan los mismos extremos se verifica:

/f&:/ ==
G G
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CAMPOS CONSERVATIVOS (n=3)

En este caso para calcular la integral entre dos puntos es conveniente coger
caminos paralelos a los ejes.

Figura: Campo conservativo.
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CAMPOS CONSERVATIVOS (n=3)

Ejemplo 19

La fuerza gravitatoria ejercida por una masa de magnitud M, situada en el
origen O, sobre otra masa de magnitud m situada en un punto arbitrario
(x,y,2) de R3 viene dada por la funcién:

_ GM R
F(x,y,z):——m3(x1+yj+zk)
(X2+y2+22)j

donde G es la constante de gravitacion universal. Hallar el trabajo realizado
para desplazar la masa m desde un punto A, situado a una distancia a del
origen, a otro B, situado a una distancia b del origen, con 0 < b < a.
Solucién: Se comprueba facilmente que rot F = 0, por lo que iremos del
punto A (xp, ¥o, 29) al punto B (x1, y1,21), a lo largo de caminos paralelos
a los ejes, como se indica en la figura anterior. Para ello parametrizamos
las tres rectas.

x=t X = X1 X = X1

My y=yvw @ vy=t B)] y=n
zZ=2 Z =2 z=1t



CAMPOS CONSERVATIVOS (n=3)

Sabemos que el trabajo es la suma de las tres integrales de linea:

= — —GM
w = /F- s:/$(xdx+ydy+zdz)
C C(

X1 Y1 z1
W:/ MﬂL/ —GMmt d_ +/ —GMmt d_
X 2 5 20 (x4y2+t2)?
t=y1 t=z1
GMm :| |: GMm :|

t=x1
= [ /t2+y2+z2:| + |: /x2+t2+422 /X2 +y2+t2
0 0 1 t=x 1 0 1t=yp 1 1 t=2z9
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CAMPOS CONSERVATIVOS (n=2)

Definicién (Dominio simplemente conexo)

Un dominio D es simplemente conexo si, para cualquier curva cerrada
simple C en D, la region R formada por C mds su interior se encuentra

totalmente en D.
@

D D

@ (b)

Figura: (a) Dominio simplemente conexo. (b) Dominio doblemente conexo.

Ejemplos de dominios simplemente conexos son los siguientes: el interior
de un circulo, el interior de un cuadrado, un sector, un cuadrante, el plano
xy en su totalidad. La regién anular entre dos circulos no es simplemente
conexo, ni lo es el interior de un circulo menos su centro. Por tanto, los
agujeros pueden reducirse a puntos.



CAMPOS CONSERVATIVOS (n=2)

Aplicando el teorema de Green es inmediato comprobar el siguiente teore-
ma.

Teorema (Campos Conservativos en IR?)

Sean P(x,y) y Q(x, y), funciones con derivadas parciales continuas en D
y sea D simplemente conexo. Si:

P _ 9@
dy  Ox
en D, entonces:
fc Pdx + Qdy = 0

para cualquier curva cerrada simple contenida en D. O lo que es lo mismo
para cualesquiera dos curvas no cerradas simples orientadas C; y C, que
tengan los mismos extremos se verifica:

/ Pdx + Qdy = / Pdx + Qdy
C1 C2



CAMPOS CONSERVATIVOS (n=2)

Ejemplo 20

Dado el campo de fuerzas F(x,y) = yi + xj, hallar el trabajo de F a lo
largo de las curvas:

a) C1 dada por y = x entre los puntos (0,0) y (1,1).

b) Co dada por y = x3(x —1)In(x + 2) + x entre los puntos (0,0) y
(1,1).

Solucién: El campo es conservativo, ya que las derivadas cruzadas son
iguales:

P dy . ox dQ

e =
dy dy dx  oOx
y por ello |a integral sélo depende de los puntos inicial y final, que en las
dos curvas son los mismos. Vamos a calcular, por tanto, la integral a lo

largo de la curva C; que es la mas sencilla:

Asi pues:



CAMPOS CONSERVATIVOS (n=2)

En el teorema anterior impusimos que las derivadas parciales fueran con-
tinuas en todos los puntos del conjunto D. Si existe un punto de dis-
continuidad, aplicando el teorema de Green generalizado, es inmediato
comprobar el siguiente resultado.

Teorema

Supongamos que en el punto A existe una discontinuidad. Los valores de
la integral §- Pdx + Qdy son:

- El valor 0 cuando C no encierra al punto A.
Un valor k (cte.) para todas las curvas cerradas
simples C que rodean al punto A.

Figura: Dominio Doblemente Conexo.
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CAMPOS CONSERVATIVOS (n=2)

Hallar:

y X
dx — d
fx2~|—y2x 212 Y

. . 2 2
siendo C la elipse (5)° + (\/Lg) =1

Solucion: En este ejemplo tenemos que :

—X

y _
Q_X2+y2

:X2+y2;

son continuas en R? — {(0,0)}, con derivadas primeras continuas en R?2 —
{(0,0)}, y ademds se cumple que:

P _ X—y? _0Q
dy (x2 + y2)? %

Entonces, teniendo en cuenta que en el origen hay un punto de discon-
tinuidad parece interesante cambiar de curva para calcular la integral.



CAMPOS CONSERVATIVOS (n=2)

I —
Como la integral es independiente de la curva, consideremos, por su sim-
plicidad, la circunferencia C* de ecuaciones paramétricas: x = cost, y =
sent para 0 < t < 27. Se cumple que:

fCdeJery - ]fcpdeery

27 o
I/ (sent(—sent)—costcost)dt:_/0 dt

Figura: Circunferencia y elipse rodeando al (0,0).



CAMPOS CONSERVATIVOS

Ejercicio 30

Calcular la integral de linea fC ydx + xdy + zdz siendo C el arco de curva,
situado en el primer octante, definido por la interseccion de las superficies
22 = x4+ y?, x? +y? = 2ax. Solucién: £2a° (segiin el sentido de
recorrido).

Ejercicio 31

xdy —ydx
. . X +4y . . ..
encia, de centro el origen de coordenadas y radio 1, en sentido positivo.

Solucién: 7t.

Calcular la integral de linea fL tomada a lo largo de la circunfer-

Ejercicio 32

Calcular § E“’;Tﬂ/f)yg alrededor de la elipse x2 + 3y? = 1. Solucion: 0.
X2ty

79/85



APLICACIONES

A parte del célculo de longitudes de curvas, de dreas de superficies y de
regiones planas, y el cdlculo de trabajos, los cudles ya han sido suficien-
temente tratados en las secciones anteriores, en esta seccién presentamos
otras aplicaciones que consideramos interesantes para estudiantes del gra-
do en Ingenieria.

m Centro de Masa de figuras

Sea u(x,y, z) la densidad (lineal o superficial) de un cuerpo dado.
Curva C.
Las coordenadas del centro de masa de una curva C son:

o = Joxpxy. e Jeynlay 2)ds - Jezi(xy.2)ds
Jeu(x,y z)ds’ Jeulx,y z)ds " Jeu(x,y z)ds

Superficie S.

Las coordenadas del centro de masa de una superficie S son:

e = ffsxy(x,y,z)dsl B ffsyy(x,y,z)ds' B ffS zu(x,y,z)dS

T [lsnlxy.)ds YC T [oulay.2)ds 2T [l ulxy.z)dS



APLICACIONES

Ejemplo 22

Calcular el centro de gravedad del cono de ecuacién z = \/x? + y2, con
0 < z < a, de densidad superficial y constante.
Solucién: Situando el cono como en la figura, en virtud de la simetria

existente: ff e
z
x6=y6=0; zg = —ffsp;zds
S

Bl

X

Figura: Superficie Cénica.




APLICACIONES

Debido a que la ecuacién del cono es x2 + y2 — z2 = 0, entonces:

_ 2 2. ) _ X o y
2=Vt =T R VT g

2 2
21,2 ] y _
,/1+zx+zy_\/1+X2+y2+X2+y2 =2

Por tanto, siendo D = {(x, y)/x? 4+ y? < a%}

2 = ffD Hy/ x2 + y2+/2dxdy
Jfp #/2dxdy

y efectuando el cambio a coordenadas polares se tiene que:

_ yfozn foa \V2r2drd6 B \/527?—33i _2a
w ST 2 ry/2drde V22n%




APLICACIONES

= Momentos de Inercia de figuras

Seglin tengamos una curva C o una superficie S, los momentos de inercia
son respectivamente:

ly, = /Cx2y(x,y,z)ds; Iy ://SXQ;u(X,y,Z)dS
by = /Cy2y(x,y,z)ds; Ixz :/Sy2y(x,y,z)d5
Ly = /z2y(x,y,z)ds; IXy://Sz2y(x,y,z)d5
L = | (Y*+22)ulx,y z)ds; /X:/S(y2+z2)y(x,y,z)d5
(62 + 22)u(x.y. 2)ds; I, = //S(x2—|—22)y(x,y,z)d5
I, = (x> + y?)u(x, y, z)ds; /Z:// (x% +y*)u(x, y, z)dS

lo =

S e e aT

(x*> +y? +2°)u(x,y, z)ds; Io—// X2 +y? 4+ 22)u(x,y, z)dS



APLICACIONES

Ejemplo 23

Sea C la circunferencia x = cost, y = sent, z =0, para 0 < t < 271.
Hallar el momento de inercia de C respecto del eje OX. Considérese la
densidad lineal u constante.

Solucion: Para la curva C se tiene que:

VICOP + 1 (0 + [ (0 = y/(—sent)? + (cos )2 +0 = 1
De donde:
b= [ y2ds=p [ Y\ OF + b OF + [2/()Pdk

27 21 1 — 2t
Ixzy/o sen2tdt=y/0 %dtzny




APLICACIONES
Ejercico33 |

Ejercicio 33

Calcular la masa del arco de circunferencia: x = cost, y =sent; 0 < t <
7T, cuya densidad es y = y. Solucion: 2.

Ejercicio 34

Calcular los momentos de inercia de la 19 espira de la hélice: x = acos t,
y = asent, z = ht /27, con respecto a los ejes de coordenadas, suponien-
do la densidad y = 1. Solucién: Iy = I, = (972 + %i)\/47r2a2 + h?;
I, = aV4n?a% + h2.
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