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SERIES DE FOURIER

Introduccién

En numerosos problemas de ingenieria aparecen funciones periédicas que
se necesitan aproximar mediante sumas de las funciones trigonométricas
seno y coseno, lo que conduce a las series de Fourier.

Las series de Fourier admiten mds posibilidades de aplicacion que las series
de Taylor, ya que muchas funciones discontinuas se pueden desarrollar en
serie de Fourier pero, por supuesto, no tienen representacién en serie de
Taylor. Recordemos que para que una funcién f(x) admita serie de Taylor
en el punto x = a es condicidn necesaria que sea indefinidamente derivable
en ese punto.
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Figura: Serie de Fourier.
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CONCEPTOS PREVIOS

m Comencemos por repasar algunos conceptos generales sobre
funciones que utilizaremos a lo largo de este tema.

Definicion (Funcién periédica)
Una funcion f(x) es periédica si estd definida para todo x real y existe
algun ndmero positivo T (llamado periodo de f(x)) tal que para todo
x € R

f(x+T)="f(x)

La gréfica de una funcién periédica se obtiene mediante la repeticién per-
iédica de la grafica de dicha funcién en cualquier intervalo de longitud

T.
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Figura: Funcidn periddica de periodo T. 3/95




CONCEPTOS PREVIOS

Se puede comprobar ficilmente que si f(x) tiene periodo T, entonces
f(nx), n € Z admite por periodo T. Esto se puede comprobar en la

siguiente grafica.
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Figura: Funciones cosenoidales y senoidales con periodo comdin 27t.



CONCEPTOS PREVIOS

En esta seccién vamos a estudiar la representacién de una funcién real por
medio de una serie trigonométrica de la forma

a0

>+ Y (an cos nx + by sen nx)

n=1
Si dicha serie converge, su suma serd una funcién periédica de periodo 27,
por lo que en un principio, sélo tiene sentido buscar representaciones de
este tipo para funciones periddicas de periodo 271. Mds adelante veremos
que se puede extender esta representacion a funciones que son periddicas
de periodo distinto a 271, o incluso a funciones que no son periddicas.

m Recordemos también las siguientes definiciones.

Definicion (Funcién par e impar)

Una funcion f es par si f(—x) = f(x), e impar si f(—x) = —f(x) para
todo x del dominio de definicion.

Se puede comprobar facilmente que la grafica de una funcién par es simétri-

ca con respecto al eje y y la de una funcién impar es simétrica con respecto

al origen.

Como cos(—x) = cosx y sen(—x) = —senx el coseno y el seno son
funciones par e impar, respectivamente. .



CONCEPTOS PREVIOS

La proposicion que damos a continuacién menciona algunas propiedades
de las funciones pares e impares, y su demostracién es inmediata.

Propiedades de las funciones pares e impares

a) El producto de dos funciones pares es una funcion par.

b) El producto de dos funciones impares es una funcion par.

¢) El producto de una funcién impar y una funcién par es una
funcion impar.

d) La suma o diferencia de dos funciones pares es una funcion
par.

e) La suma o diferencia de dos funciones impares es una funcion
impar.

f) Si f es par

a a
/ f(x)dX:Z/ f(x)dx
—a 0
g) Si f es impar

/jaf(x)dx —0
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CONCEPTOS PREVIOS

Vamos a ver algunos resultados previos que utilizaremos mds adelante.
Aplicando férmulas conocidas de trigonometria tenemos que

7T 1 s 1 s
/ sen mx sen nxdx = 7/ cos(m — n)xdx — 7/ cos(m + n)xdx
-7 2/ n 2/)-n
T 1 T 1 T
/ cos mx cos nxdx = — / cos(m+ n)xdx + = / cos(m — n)xdx
—7T 2 —7T 2 —7T
Por lo que, es inmediato ver que:
- .
/ sen mx sen nxdx = { 0 sm 7~
- m si m=n>0
- .
/ COS mx cos nxdx = { 0 sm 70
- T si m=n>0

7T
/ senmxcosnxdx =0, Vm, n
—7T

7/95



DEFINICION DE SERIE DE FOURIER

Vamos a suponer que una serie trigonométrica converge, por lo que su
suma serd una cierta funcién f(x). Si suponemos que f(x) es continua, se
tienel
E
f(x) = > + Y (an cos nx + by sen nx) (1)
n=1
Si la serie se puede integrar término a término (por ejemplo, si la conver-
gencia es uniforme), se tiene

7T ao s 0 T T
/ f(x)dx = 7/ dx+ ) <a,,/ cos nxdx + b,,/ sen nxdx)
- n=1 -

- — -

= ag7nt

de donde
_ 1 /ﬂ F(x)d
a = . (x)dx

LEn los puntos de discontinuidad veremos mas adelante que no se cumple la
igualdad.
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DEFINICION DE SERIE DE FOURIER

Por otra parte, para k > 1, multiplicando (1) por cos kx, e integrando,
teniendo en cuenta las férmulas de ortogonalidad, se obtiene

T
I:/ f(x) cos kxdx =
—7T

7T ol 7T 7T
) / cos kxdx + Z (a,, / cos nx cos kxdx + bp / sen nx cos kxdx)
2 Jon =1 -7 -7
= a7t
de donde

1 7T
ay = ;/—7'( f(x) cos kxdx
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DEFINICION DE SERIE DE FOURIER

De igual modo, para k > 1, multiplicando (1) por sen kx, e integrando,
teniendo en cuenta las férmulas de ortogonalidad, se obtiene

T
| = / f(x) sen kxdx =
—7T

ao 7T 0 T 7T
= — sen kxdx + 2 (an / cos nx sen kxdx + by / sen nx sen kxdx>
2 Jor n=1 - -
= bkﬂ.'
de donde

1 7T
by = —/ f(x) sen kxdx
T J)—m

Los célculos anteriores dan lugar al siguiente concepto:
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DEFINICION DE SERIE DE FOURIER

Definicion (Coeficientes de Fourier. Serie de Fourier)

Sea f(x) una funcién de periédo 27t, integrable sobre [—7‘[, 7'[]. Se definen
los coeficientes de Fourier de f(x) por

1 rm p
- = d

o=/ (x)dx
1 Vis

Ep = — f(x)cosnxdx, n=1,2,3, ..
T J—m
1 7T

by = — f(x)sennxdx, n=1,23, ..
T -1

La serie
dap ad
5t Y (an cos nx + by sen nx)
n=1

se dice que es la serie de Fourier asociada a f(x) o generada por f(x) y
se denota’

o
f(x) ~ % + Y (an cos nx + by, sen nx)
n=1

2E| sentido de esta notacién se comprenderd mejor cuando veamos la convergencia  11/95



SERIES DE FOURIER. EJEMPLO

Hallar la serie de Fourier de la funcion f(x), de periodo 27, definida por

F(x) = —1 cuando —m<x<0
B 1 cuando 0O<x<m

Solucion: Suelen aparecer funciones de este tipo en diversos problemas
mecanicos y eléctricos. De la definicion se obtiene

L 1[0 a
ao=;/ f(x)dx=;[/ —dx+/ dX}=—7T+7T=0
T -7 0

1 (7 1 0 T
= / f(x) cos nxdx = — [ / — cos nxdx + / cos nxdx}
T J—71m 7T 0

—7T

v
S
I

1 sen nx |0 sen nx |
- Aoy ey

P n 0

—7T n
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SERIES DE FOURIER. EJEMPLO

I
De manera semejante, se obtiene

1 [ 1 0 T
bp = — / f(x)sen nxdx = — [ / — sen nxdx + / sen nxdx]
T J)—n T -7 0
1 cosnx‘0 B cosnx)7r
oon n -7 n 0

Como cos(—a) = cosa y cos0 = 1, se tiene

1 2
bp = — [cos 0 — cos(—n7t) — cos n7t + cos 0] = — (1 — cos n7r)
n7t n7t
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SERIES DE FOURIER. EJEMPLO

Como los a, y ag son cero, la serie de Fourier correspondiente es

[ee]
f(x) ~ ?0 Z an cos nx + by sen nx) =
o0 a o0 2
- Z bpsennx) = ) ——(1 — cos n7r) sen nx)
n=1 n=1 nr

4 1 1
= — (senx+ —sen3x + —senbx + ...
7T 3 5

Las sumas parciales son
4 4 1
S1 = —senx, S =— (senx—l— —sen3x> ,
T T 3

y sus gréficas, en la figuras b,c y d, parecen indicar que la serie es conver-
gente y que tiene por suma f(x), la funcién dada.
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SERIES DE FOURIER. EJEMPLO

15 15
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(a) La funcion fix). (b) La Suma parcial S,(x).
15 15
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15 -1.5
(c) La Suma parcial S,(x). (d) La Suma parcial S,(x).

Figura: Aproximaciones de las sumas parciales a la funcién f(x).
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SERIES DE FOURIER. EJERCICIOS

Ejercicio 1
Hallar la serie de Fourier de la funcién f(x), de periodo 27t, definida por:
f(x) =senxsi x € [0, 7]; f(x) =0si x € (7, 27).Solucion:

f(x) ~ S(x) = %+%senx— %Z‘,’le (‘;—,,ITUCOS%X-

Ejercicio 2

Hallar la serie de Fourier de la funcién f(x), de periodo 27t, definida por:
f(x)=0si —m <x<0; f(x) =xsi0<x < mSolucion: f(x) ~

2 _1yn
S(x) = % + Yo (‘m cos(2n — 1)x + # sen nx) .

Ejercicio 3
Hallar la serie de Fourier de la funcién f(x), de periodo 27t, definida por:
f(x)=0si —m<x<0; f(x)=m—xsi0<x < m.Solucién:

f(x)~S(x)=F+YTn (ﬁ cos(2n —1)x + L sen nx) .



CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Antes de dar las condiciones de convergencia veamos una definicién:

Definicién (Funcién monétona a trozos)

Una funcion f(x) es mondtona a trozos en el intervalo [a, b si dicho
intervalo se puede dividir en un nimero finito de subintervalos (a, x1),
(x1,x2), ... , (xp_1,b) de tal modo que la funcién sea o bien monétona
creciente, o bien mondtona decreciente en cada uno de estos intervalos.

Se ve fécilmente que si la funcién f(x) es monétona a trozos y estd aco-
tada en el intervalo [a, b], entonces lnicamente puede tener puntos de
discontinuidad de primera especie.

lim f(x) =f(c™), Xin;rf(x) =f(ch)

X—C™
A y y=f()F)
fley | x
0 . "

17 /95



CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Teorema (Condiciones suficientes de convergencia)

Sea f(x) una funcion periédica, de periodo 271, monétona a trozos y
acotada en el intervalo (—7'[, 77:) . Entonces la serie de Fourier,
correspondiente a esta funcion, es convergente en todos los puntos y
ademds la suma de dicha serie S(x) es igual al valor de la funcién f(x)
en los puntos de continuidad de la funcion. Si x = ¢ es un punto de
discontinuidad de la funcicn, la suma de la serie es

f(c)+f(ch)
|X:c - f

S(x)

siendo f(c™) = lim f(x), y f(c") = lim f(x).
X—C~ x—ct

La mayor parte de las funciones con las que nos encontramos en los prob-
lemas de fisica e ingenieria verifican las condiciones de este teorema y
no tendremos dificultades en relacién a la convergencia de las series de
Fourier. Cuando una funcién verifique las condiciones del teorema diremos
entonces que admite desarrollo en serie de Fourier o que es representable
en serie de Fourier.



PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

m Traslacion del intervalo
Dada una funcién {(x), periédica de periodo 27, se verifica

/71 P(x)dx = /A+2nlp(x)dx

-7 A

cualquiera que sea A.

Lo que nos dice esta propiedad es que la integral de una funcién periédica
P(x) en un intervalo cualquiera de longitud igual al periodo tiene siempre
el mismo valor. La podemos ilustrar graficamente de la siguiente forma:
las dreas sombreadas en la figura son iguales.

A V)

X
| | >

2  -n 0 = 2 A 3m A2

Figura: Traslacién del intervalo.
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

De esta propiedad se deduce facilmente que, en las férmulas para calcular
los coeficientes de Fourier, podemos sustituir el intervalo de integracién
(=7, 1) por otro (A, A+ 27), siendo A un nimero real cualquiera. Por
tanto podemos poner

1 A+2nf d
ao—;//\ (x)dx

1 sAH27
an = —/ f(x) cos nxdx (1)
TTJA

1 pA+27
by = —/ f(x) sen nxdx
TTJA

siendo A el valor real que mas nos convenga.

m Para deducir estas férmulas hemos tenido en cuenta que si la
funcién f(x) es periédica de periodo 271, las funciones f(x) cos nx y
f(x) sen nx son también funciones periédicas de periodo 27.
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

m Series senoidal y cosenoidal

Supongamos que f(x) es una funcién par, desarrollable en serie de Fourier.
Entonces aplicando las propiedades de las funciones pares e impares, los
coeficientes de Fourier de f(x) serdn

L nf d 2 nf d
ag = —/ (X)X—%/O (x)dx
2 T
ap = —/ cosnxdx——/ f(x) cos nxdx
7T Jo
b, = —/ sennxdx—O

con lo cual, la serie de Fourier asociada a f(x) se reduce a una serie de
cosenos de la forma

a [e9)
f(x) ~ 704— Y an cos nx
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

m Si la funcién f(x) es impar, de nuevo usando el mismo razonamiento,

se tiene

1 T

ag = E/_nf(x)dx:o
1 T

an = —/ f(x) cos nxdx =0
T J—m
1 /T 2 (7

b, = —/ f(x) sen nxdx = —/ f(x) sen nxdx
T J—m 7T JO

y la serie de Fourier asociada se reducird a una serie de senos de la
forma

(o]
f(x) ~ Y bpsennx

n=1
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PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

Desarrollar en serie de Fourier la funcién periédica f(x) de periodo 27,
definida del modo siguiente

f(x) = x, —n<x<Tm

Solucién:

Figura: Funcién impar.

Se trata de una funcién monétona a trozos y acotada en (—7t, 7r) . Sabe-
mos que admite desarrollo en serie de Fourier. Ademds como es impar se
tiene

~ ~



PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

I —
Integrando por partes, obtenemos

2 [T 2
b,,:—/ Xsennxdx:—{—x
7T Jo T

COS nx ‘77
n 0

Por tanto, la serie de Fourier correspondiente es

Fx) ~ 2 [serllx _ ser;2x i ser;3x _ L (—r SR }

n+l

=]
2 sen nx

La funcién f(x) es igual a la suma de la serie de Fourier en todos los
puntos, excepto en los puntos de discontinuidad. En éstos, la suma de la
serie es igual a la semisuma de los limites laterales de la funcién por la
derecha y por la izquierda, que, en este caso, es cero.
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SERIES DE FOURIER. EJERCICIOS

Ejercicio 4

Formar la serie de Fourier de la funcién f(x) = sen x. Solucién:
S(x) = senx.

Ejercicio 5
Desarrollar en serie de Fourier la funcién periédica f(x) de periodo 27t
definida por: f(x) = —xsi —m < x <0; f(x) =xsi 0 < x < 7.

Solucion: f(x) ~ S(x) =% —2y% ﬁz cos(2n — 1)x.

Ejercicio 6
Desarrollar en serie de Fourier la funcién periédica f(x) de periodo 27

definida por: f(x) = x?>, —m < x < 7. Solucién:

F(x) ~S(x) = Z +4r2, S cosnx..



SERIES DE FOURIER

Funciones de periodo arbitrario
Sea f(x) una funcién de periodo 2/. Efectuemos el cambio de variable:

X = —t
7T

/
Ahora, la funcién f <7‘ct> es una funcién periédica, de periodo 27T en la

variable t. En efecto

f(x+2l) = f(x)
/

f (7’T(t+2n)> _f <7{[t+2l> Cflxt2l) = f(x) = f (nt>

Ahora desarrollamos esta funcién en serie de Fourier en el intervalo —7r <
t<rm

/ 00
f <t> ~ %0 + Y (ancosnt + by sen nt) (1)
n=1

_ 1 nf( t)dt fI/nf(lt) tdtbfl/nf(lt) t
ag = ,a,,—n p cosn »bn = — p sen ntc

—7T
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SERIES DE FOURIER

Ahora deshacemos el cambio de variable y volvemos a la variable original
X
T
X = —t, t=x—, dt = —dx
/ /
Con lo que los coeficientes de Fourier quedardn como:

1 /!
ap = 7/
an = // ) cos n’f xdx (2)

by = 7/_/ (x) sen n’f xdx

Y deshacieno el cambio la férmula (1) queda de la siguiente forma

f(x) ~ 2 0 Z (an cos lnx + by sen ?x) (3)

Por lo que para una funcién de periodo 2/, podemos dar la siguiente defini-
cion:
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DEFINICION DE SERIE DE FOURIER

Definicién (Coeficientes de Fourier. Serie de Fourier)

Sea f(x) una funcién de periodo 2I, integrable sobre [—I,[]. Se definen
los coeficientes de Fourier de f(x) por

1 /!
] /_/

1 !
ap = 7/ f(x) cos n?xdx, n=123,
bp, = I/ )sen n— xdx n=1,2,3,

La serie de Fourier asociada a f(x) o generada por f(x) es:

ad nm
~ ?0 + Z (a,, cos —X + b, sen TX)

n=1

3El sentido de esta notacién se comprendera mejor cuando veamos la convergencia
de las series de Fourier.



SERIES DE FOURIER

Hallar la serie de Fourier de la funcion de periodo T = 2/ = 4 definida

por
0 cuando —2<x<-—1

f(x)=4 k cuando —-1<x<1
0 cuando 1<x<?2

A /)
k

Figura: La funcién es par de periodo 4.

Solucion:
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SERIES DE FOURIER

|
Como la funcién es par de periodo 4, se obtiene

1 2 1 pt
30:25/0 f(x)dX:QE/O kdx = k

1 (2 T 1 T 2k T
i = 25/0 f(x) cos %de = /0 k cos %xdx = Esen%
k X 2k n7t n7
f ~ — - - -
(x) 2-I-ng:lm_[ser12cos2x
por tanto, a, = 0 cuando n es par, a, = 2k/nm cuandon=1,5,9, ...y
an = —2k/nm cuando n =3, 7, 11, .... Ademas se tiene que b, = 0 para
n=1, 2, .... De aqui que el resultado es

f(x) l + 2k cos Sx — - cos 3nx+ L cos 5nx—
2 s 2 3 2 5 2



SERIES DE FOURIER. EJERCICIOS

Ejercicio 7
Hallar la serie de Fourier, de la funcién de periodo 1, definida por:

f(x) = x; x € [1,2].Solucion: f(x) ~ 3 + Y. —Lsen2nmx.
=1

S
|

Ejercicio 8
a)Hallar laserie de Fourier de la funcién periédica de periodo 1, definida
por: f(x) = x?; 1 < x < 2. b)Hallar ©%°_; n% Solucion:

a)f(x) ~ % + 21 # cos (2n7tx) — % sen (2n7x). b) S = %2_
n=

Ejercicio 9

a) Hallar la serie de Fourier, de la funcién de periodo 6, definida por:
f(x) =0,si x €[-3,0]; f(x) =x—3,si x € (0,3]. b) Calcular 5(36).
c) i Qué serie numérica se obtiene para x = 37. ; Cdal es su suma?

Solucion a) £() ~ 2+ £ ey cos 210 — 3 gen 222,
n=1

(o]
7.[2

$=7-9 L giap = -



PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

Funciones no periédicas.

Supongamos que tenemos definida en un cierto intervalo [a, b] una funcién
f(x) acotada y monétona a trozos. Vamos a ver que aunque f(x) no es
periddica, también la podemos representar por una serie de Fourier.

A
y
; Six)
SN
| i a‘ bi; x;
r=21 0f & A2/

Figura: Desarrollo de una funcién no periddica.

Para ello, definiremos una funcion auxiliar arbitraria, periédica, monétona
a trozos y acotada, fi(x), de periodo 2/ > |b — a|, de tal forma que co-
incida con la funcién f(x) en el intervalo [a, b]. De alguna forma hemos
prolongado la definicién de la funcién f(x), consiguiendo una funcién per-
iédica.
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DESARROLLOS DE MEDIO RANGO

Desarrollos de medio rango

En muchos problemas de ingenieria se necesita hallar el desarrollo en serie
de Fourier para funciones f(x) que tnicamente estdn definidas en el inter-
valo 0 < x < [y sobre este intervalo se desea representar f(x) mediante
una serie de Fourier. Esto lo podemos hacer de distintas formas segtn
construyamos la funcién auxiliar f1(x). En este sentido, es fundamental
cémo definamos la funcién en el intervalo —/ < x < 0. Por brevedad, sélo
estudiaremos los tres casos mds importantes.

f(x) f(x) f(x)

@ (b) (©

Figura: (a) Extension par. (b) Extensién impar. (c) Repeticién.
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DESARROLLOS DE MEDIO RANGO

a) Serd una serie cosenoidal de Fourier
a ad n7t
f(x)w—o—l-Za,,cos—x (0<x<1)
2 — /
n=1
y los coeficientes tendran la forma

2 ! 2 !
ag = 7/0 f(x)dx, ap,= 7/0 f(x) cos ?xdx, n=12 ..

b) Serd una serie senoidal de Fourier

e nrt
f(x) ~ EbnsenTx (0<x<)
n=1

y los coeficientes tendran la forma

2 /
b, = 7/ f(x)sen?xdx, n=1,2, ..
0

c) No serd ni serie senoidal, ni cosenoidal y ya vimos cémo hallariamos su
desarrollo.
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DESARROLLOS DE MEDIO RANGO

Desarrollar f(x) = x?, definida en 0 < x < /.

A

Figura: Funcién definida en 0 < x < /.

en una serie cosenoidal.
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DESARROLLOS DE MEDIO RANGO

Solucién: En primer lugar hallamos el coeficiente ag

2 1l 25
= — :—I
//OXdX 3

Para calcular a, integramos por partes

Iy nm 2 | Ix?sen 27 x 21 ! n7t
8y = —/ X cos —xdx = — - — x sen — xdx
I Jo / / nit nrt Jo /
4 Ix cos 4/? n
= == [— —/ cos—xd] (2 2)
nm nrt n?7r
Sustituyendo en la serie de Fourier obtenemos
/2 4/2 > (- n
f(x) ~—= n/ X

n=1
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SERIES DE FOURIER. EJERCICIOS

Ejercicio 10

N
x=

Hallar el desarrollo cosenoidal de la funcién: f(x) = X si0<x< é;
2k

f(x) = T(/_X) Si % < x < [. Solucién:

f(x) ~ é— — 4;’} (%ZCOS%EX+§1§COS677IX+ ) :

Ejercicio 11

Hallar el desarrollo senoidal de la funcién: f(x) =1, si x € [0, 1];
f(x) =2—x, si x € (1,2], Solucién:

[ee]
f(x) ~ 21 (% + 7247; senn%) sennzx.
n=

Ejercicio 12

Hallar los desarrollos de medio rango de: f(x) = x —x?;  0<x<1.
Solucién: a)

1 4 2 4 6 8
f(X) ~ (_5 _ ? (COS4 X + C05167TX + COS?)67TX _|__ COS647TX + ) ) b)

8 [ senrmx sen 37x sen brrx sen 77rx
f(@”,?( I 37 T 15 T 343 +)




PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

Introduccién
En primer lugar analizamos la forma autoadjunta de una ecuacién lineal

homogénea de segundo orden. Dada la ecuacién
a(x)y"+a(x)y +a(x)y=0

donde las a; (x) son continuas en [a, b] y ag (x) # 0, Vx € [a, b], multi-
a1 (x)
plicando la ecuacién por aO%X) ef 009" obtenemos

21(x) a1(x) ay (x)
ef a(l)(x)dxy" + L(X)ef aé(x)dxy’ + a2 (X) ef aé(x)de _ 0
ap (X aop (X)
a1 (x) a1 (x)
d ef %000 1 | 4 22 (x) ol 3(1)<X)dxy —0
dx ao (x)
21() a1(x)
Si llamamos p (x) = el 30 y q(x) = 35@ e a0<X>dx, la ecuacién
queda
d
S Py +a(x)y=0

Esta es la forma autoadjunta de la ecuacién diferencial lineal de 2° orden.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Definicion (Problema homogéneo de contorno de Sturm-Liouville)

El problema homogéneo de contorno de Sturm-Liouville consiste en hallar
la solucion de la ecuacion lineal homogénea de segundo orden, expresada
en forma autoadjunta

d

ke [p(X)y/] +[Q(X)+/\r(x)]y:0’ a<x<bh

en donde p es derivable con continuidad en [a, b], q y r son continuas en
[a,b], A es un pardmetro real y p(x) > 0, r(x) > 0, Vx € [a, b],y que
verifique las dos condiciones de contorno de la forma

{ a1y (a) + a2y’ (a) =0
b1y (b) + bay' (b) =0

en donde se cumple que |a1| + |az| > 0y |b1| + |b2| > 0.

A lo largo del tema supondremos que se cumplen todas las hipétesis del
problema.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Definicion (Valores propios)
Se llaman valores propios, valores caracteristicos, o autovalores, a los

valo-res reales de A para los que el problema de contorno de
Sturm-Liouville posee alguna solucién distinta de la trivial en |[a, b].

Definicion (Funciones propias)

Si Ay es un valor propio del problema de Sturm-Liouville, por lo cual
existird al menos una solucion distinta de la trivial de

L p(x)y]+[a(x)+Ar(x)]y=0a<x<h
ajy (a) + axy’ (a) =0
by (b) + byy' (b) =0

entonces cualquier solucion no trivial de este problema decimos que es
una funcion propia, funcion caracteristica, o autofuncion, asociada al
valor propio A1.



PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Ejemplo 5

Hallar los valores propios y las funciones propias asociadas al problema de

Sturm-Liouville
{ y'"+Ay=0,0<x<m

y(0)=y(m)=0
Solucién:Denotamos por D al operador derivada, por lo que podemos
expresar la ecuacién diferencial en la forma

(D2+/\>y:0

con lo que las soluciones dependerdn de las raices del polinomio caracteris-
tico D? 4+ A y tendremos que estudiar los tres casos siguientes.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

1) Caso A = 0.En este caso la solucién general de la ecuacién sera
y = + o&x
por lo que, imponiendo las condiciones de contorno, obtenemos que
y(0)=0 _ja= 0
y(?f):O on=0=—c=0

Por tanto, existe dnicamente la solucién trivial, por lo que A = 0 no es un
valor propio.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

|
2) Caso A < 0.En este segundo caso, hacemos A = —a?, o > 0, por
lo que las raices de D? 4+ A son 4 y la solucién general de la ecuacion
diferencial es

y=ce” + e ™

Si ahora imponemos las condiciones de contorno
{ y(O):% :>{ a+o=0

ae"™ + e =0

El determinante de la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones
resultante es

por lo que, el determinante es distinto de cero (solamente seria cero si
—am = aw = « = 0); por tanto, existe dnicamente la solucién trivial,
por lo que no hay valores propios para A < 0.
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PROBLEMA HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

I —
3) Caso A > 0.En este tercer caso, podemos hacer A = a?, & > 0, con
lo que las raices de D% + A son +ai y la solucién general de la ecuacién
diferencial es

Y = €1 COS&X + Cp sen ix

Si imponemos la condiciones de contorno, nos queda que

0)=0 c =0
v (0) L[ a

y(m)=0 cpsenat =0
Ahora, para que existan soluciones no triviales, debe cumplirse que sen a7t =
0, por lo que « = n € IN y los valores propios son A, = n?, n = 1,2,
...Suponiendo que A, = n?, vemos que son soluciones todas las de la for-

ma y = ¢y cos nx + ¢ sen nx, con ¢; = 0, por tanto las funciones propias
asociadas a

Yn = kpsennx, n=12, ...
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Problema no homogéneo de contorno
A continuacién, vamos a estudiar el problema de contorno en el que la
ecuacion diferencial es no homogénea, por lo que ahora tendremos

L p(x)y]+[gx)+Ar(x)]y="f(x),a<x<bh
81)’ (a) + a2y’ (a) =0
by (b) 4+ by’ (b) =0

en donde suponemos que las hipétesis son las mismas que las del problema
homogéneo y que la funcién f es continua en el intervalo [a, b).

Comencemos estudiando la existencia de solucién para tal problema.

Teorema

Si A no es valor propio del problema de contorno homogéneo, entonces el
problema no homogéneo tiene solucion tnica.
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Resolucién del problema no homégeneo

Vamos a ver ahora un método, basado en las series de Fourier, para calcular
la solucién del problema no homogéneo.

Denotamos L el operador lineal

L) = [Pl y] +a(x)y

con lo que el problema a resolver es de la forma

Liy)+Ar(x)y=Ff(x),a<x<b
aiy(a)+ay'(a)=0
b1y (b) + bay' (b) =0

Suponemos conocidos los valores propios A, del problema homogéneo aso-
ciado, asi como las correspondientes funciones propias ¢, y vamos a in-
tentar el cdlculo de la solucién del problema no homogéneo por medio
de

Yy = ;Ancpn (X)

hallando las constantes A, de forma que la serie anterior sea solucién del
problema planteado.
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Suponiendo que la serie se puede derivar término a término, al sustituir en
la ecuacién diferencial resulta

[e9)

Z L(4>n(x)+ZAAnr X, (x) =F(x), a<x<b

Y como ¢, (x) es funcién propia correspondiente al valor propio A, del
problema homogéneo, se tiene

L(¢, (X)) +Anr (x) ¢, (x) = 0= L(¢, (x)) = —Anr (x) ¢, (x)
Por ello
—ZA)&,,r 4)(X)—|—Z)\A,,r x)¢, (x) =f(x)

i n) Ang, (x) = igg a<x<b




PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

f(x)

Y como 775 es una funcién bien definida (r (x) > 0), podremos calcular

(en ciertos casos) un desarrollo de la forma

Con lo que, llegariamos a

oo [e9)

Y (A= An) Angy () = X cngp (), 2 < x <b
Cn
A=

y obtenemos, suponiendo A # A,, los coeficientes A, que buscabamos v,
por tanto, la que llamaremos solucién formal

v= 1 a0
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Ejemplo 6

Hallar una solucion formal del problema de contorno

y(0) =y (m) =0

(Suponemos que A no es valor propio del problema homogéneo asocia-
do).Solucién: Anteriormente, resolvimos el problema homogéneo asociado
y obtuvimos como valores propios, A, = P, n=1,2, .. y, como funciones
propias asociadas, y, = kp sen nx. Asi pues, debemos hallar la solucién del
problema no homogéneo por medio de

{y”—l—)\yzl, 0<x<rm

o0
y = Z B, sen nx

n=1
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PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién diferencial (suponiendo que la
serie se puede derivar término a término), tenemos en 0 < x < 71

- Z n?B, sen nx + A Z Bh,sennx =1
n=1 n=1

o0
1= Z B, (A— n2) sen nx
n=1
Por tanto, debemos desarrollar f (x) =1, 0 < x < 71 en serie de senos.
Para lo cual, construimos F(x) como la extensién impar de f(x) a [—7t, 7],

es decir
-1 —n7<x<0
F(X):{ 1 0<x<m



PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

Si suponemos F(x) extendida periédicamente a R, es evidente que F(x)
es mondtona a trozos y acotada en [—7t, 7] (y ademds continua), con lo

que se cumple que

F(x) = Z bpsennx, Vx € R,
n=1
1 /7 2 ["

con b, = —/ F (x) sen nxdx = —/ sen nxdx
T J—m 7T JO

Si particularizamos a [0, 77]

(e}
1= ansennx, 0<x<rm
n=1

Por tanto, los coeficientes B, que necesitamos hallar tienen que cumplir

B, ()\—nz) :b,,:>B,,:Af"n2




PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE

|
Resolviendo las integrales que intervienen en b, obtenemos

b — 2 /nsen e — 2 cos(nx)|g _ 2 cos(nm) — cos(0) _
7t Jo s n T n
21— cos(nm))
T n

Por lo que:

{ Sinespar b,=0
4
n

Sinesimpar b,= -

by, =0 . N By =0 4
ban-1 = 701 Ban-1 = o=

Por lo que la solucién buscada es

o 4
y=1 T(@2n—1)[A— (2n—1)]

n=1

sen (2n—1) x



PROBLEMA NO HOMOGENEO DE STURM-LIOUVILLE.

Hallar una solucién formal del problema no homogéneo de contorno:

y'+ Ay =x—x% 0<x <1,y (0)=y'(1) = 0. Solucion:

y(X) = % — Z mrﬂ_gcos(2n7fX).

Ejercicio 14

Hallar una solucién formal del problema no homogéneo de contorno:
y'"+ Ay =x,0<x<m, y'(0) =y'(n) =0 Solucion:
oo

n=1

Ejercicio 15
Hallar una solucién formal del problema no homogéneo de contorno:

y'+ Ay = nix—x?,0< x < 7, y(0) = y(7r) = 0 Solucion:
}/(X) = Zl (2,771)37_[(/5\;7(2”71)2) sen ((2'7 - 1)X) :

n=




ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Introduccién

Una ecuacién diferencial en derivadas parciales es una ecuacién que con-
tiene derivadas parciales de una o mas variables dependientes respecto a
una o mds variables independientes

Muchos fenémenos fisicos estdn descritos mediante ecuaciones diferen-
ciales de este tipo. por ejemplo la ecuacién:

() 4 (2) 4 (2) =500 m

describe la propagacion de los rayos de luz en un determinado medio de
indice de refraccién J (x,, y, z) que depende de cada punto.
La ecuacion:

o%u ou
ﬁ(x, t) = E(X’ )

expresa la variacién de temperatura en una barra delgada y en la direccién
de la longitud de la misma. (Ecuacion del calor)
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ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Definicién (Orden de ecuacién)

Se denomina orden de una ecuacion diferencial en derivadas parciales, al
mayor de los drdenes que tienen las derivadas que en ella intervienen.

Definicién (Ecuacién lineal)

Una ecuacion es lineal si las funciones que intervienen, asi como sus derivadas
parciales, estan sélo en primer grado y ademds no hay productos de las fun-
ciones con sus derivadas, ni entre ellas.

y)=x+y es una e.d.p. de primer orden vy lineal

ou
a(
au

es una e.d.p. de segundo orden y lineal
3yox (x,y) = P g y

0%u du .
ua + 5 ) = x es una e.d.p. de segundo orden y no lineal
y



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Definicion (Solucién)

Se denomina solucion de una ecuacion diferencial en derivadas parciales a
toda relacion entre las variables, que no conteniendo derivadas, satisface
la ecuacion.

d
U:Xy+x2i+¢(y) es solucién de a—i(x,y) =x+y
2
u= )‘2—2y+ f(x) + ¢(y) es solucién de aayax<x'y) = x

Estos ejemplos muestran que la solucién general de una e.d.p. depende de
funciones arbitrarias, una si es de primer orden, dos si de segundo, y como
puede demostrarse, de n funciones arbitrarias, si es de orden n. Esta es una
caracteristica diferente de lo que ocurre con las ecuaciones ordinarias, en
las que la solucién general depende de n constantes.
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ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

La expresion general de la ecuacién en derivadas parciales lineal y de se-
gundo orden, con una funcién u(x,y) es de la forma:

92u 2u 92u
a(x,y)a7 + b(x,y)m + c(x,y)ﬁ—i-

ou ou
+d(x,y)§ +e(X1y)@ +f(x,y)lu=g

Estas ecuaciones se clasifican de la siguiente forma:

1.Hiperbélicas si b? —4ac >0
2.Parabélicas si b* —4ac =0
3.Elipticas si b?> —4ac <0

La Ecuacién de Euler

Un tipo particular de EDPs lineales de segundo orden con coeficientes
constantes es la Ecuacién de Euler, de especial interés, porque aparece en
muchas aplicaciones y ademads es de muy facil resolucion. Son de la forma:

Ly P P
ox2 oxdy ay?
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ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Se demuestra muy facilmente que la solucién general de la Ecuacién de
Euler se calcula a partir de las raices de la ecuacién carécteristica: am? +
bm+c = 0.

1.Sia # 0y my # my son las raices de la ecuacion caracteristica, entonces
la solucién general es:

u(x,y) =f(y +mx)+g(y + mox)

2.Sia#0y my = my = mson las raices de la ecuacién caracteristica,
entonces la solucién general es:

u(x,y) = f(y + mx) + xg(y + mx)

3.Sia=0y b #0y meslaraiz de la ecuacién caracteristica, entonces
la solucién general es:

u(x,y) = f(y + mx) + g(x)

4.Sia=0y b=0, entonces la solucién general es:

u(x,y) = f(x) + yg(x)
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ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
(Ejempo7 |

Ejemplo 7
Dada la ecuacién diferencial:

9%u 9%u 9%u
2ﬁ(x,y) — 48X8y (x,y) + 2W(x,y) =0.

Clasificarla y hallar su solucion general.
Solucién:

En este caso a =2, b= —4,y ¢ = 2, como b2 —4ac = 0, es de tipo
pardbolico. La ecuacién caracteristica:

2m? —4m+2=0

tiene la raiz doble m = 1, por lo que la solucién general es:

u(x,y) = f(y +x) +xg(y +x)
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Ejercicio 16

Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial:
82—u(x ) — 7&(X )+ 6M(X ) = 0 Solucién:
axz Y dxdy e dy? )= '

u(x,y) = f(y +6x) +g(y +x)

Ejercicio 17
- o . 9%u
Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial: a—z(x,y) =0
y

Solucion: u(x,y) = yf(x) + g(x)

Ejercicio 18
2

a) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial:a—aut(x, t) =0.b)
X

|

Hallar la solucion particular que verifica las condiciones: u(x,0) = —x2,
u(0,t) = t Solucion: a) u(x,t) = f(t) +g(x) b) u(x,t) =t — x?
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ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

INTRODUCCION

- Cuando planteamos el problema de hallar una solucién de una ecuacién
en derivadas parciales de segundo orden, que, ademds de verificar la
ecuacion, satisfaga ciertas condiciones suplementarias, no suele ser un
método eficaz el calcular la solucién general de la ecuacién y después
imponer las condiciones suplementarias.

- En primer lugar, porque puede ser imposible hallar la solucién general de
la ecuacién y, en segundo lugar, porque atin en el caso de que se pueda
hallar dicha solucién, el determinar las funciones arbitrarias que aparecen
en la solucién general suele ser costoso y, a menudo, imposible.

- Para este tipo de problemas, el método mas utilizado es el método de
separacion de variables que vamos a estudiar a continuacion.

- Vamos a hacer una introduccién a este método a través de problemas
fisicos, como es el problema de la cuerda vibrante, que es el primero de
los que vamos a estudiar.
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EDP. ECUACION DE ONDA

- En el plano OXY se sitlia una cuerda elastica tensa con extremos fijos
en los puntos (0,0) y (L,0). Suponemos que cada punto de la cuerda,
de abscisa x con 0 < x < L, se desplaza verticalmente al eje OX a una
altura f (x) y que, desde esa posicién, en el instante t = 0, se abandona la
cuerda, con una velocidad inicial en cada punto x, del intervalo 0 < x < L,
dada por una funcién conocida g (x).

v Y

W(x,1)
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EDP. ECUACION DE ONDA

- Es evidente que, a partir de ese instante t = 0, la cuerda inicia un
movimiento vibratorio y que si denotamos por y el desplazamiento, en la
direccion OY, de cada punto de la cuerda, entonces y serd una funcién
que depender3 de x (es decir, del punto de la cuerda) y de t (el instante
de tiempo en el que estemos). Pues bien, trataremos de determinar dicho
desplazamiento y (x, t).

- Se demuestra que y (x, t) verifica la llamada ecuacién de ondas unidi-
mensional

Py _ 2%

otz 9x?

Supongamos que se verifican ademds las siguientes condiciones suplemen-

tarias:



EDP. ECUACION DE ONDA

- En primer lugar, las condiciones iniciales:
y(x,0)=7f(x), 0<x<L

que indica la posicién de la cuerda en el instante t = 0.

%(X,O):g(x), 0O<x<lL

que indica la velocidad inicial de cada punto de la cuerda.

- En segundo lugar, condiciones relativas a los extremos de la cuerda,
también denominadas condiciones de contorno:

y(0,t)=y(L,t)=0,t>0

que indican que la cuerda estd fija en los extremos.
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EDP. ECUACION DE ONDA

Asi pues, el problema a resolver estd formado por las siguientes ecuaciones:

a2y 2a2

— = _— >
=3 £>0,0<x<L
y(0,t)=y(L t)=0 t>0

y(x,0) =1 (x); %(X,O):g(x) 0<x<lL

Vamos a ver cémo se resuelve dicho problema por el método de sepa-
racién de variables.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Para resolver este problema por el método de separacién de variables, se
empieza por suponer que la ecuacién tiene una solucién de la forma

y(x, 1) =X (x) T (t)
donde X es una funcién que depende tinicamente de x y T es una funcién
que depende tnicamente de t. Por tanto
0%y
ot2

X TO: LX) T (o)
ox
Imponiendo ahora que se verifique la ecuacioén, resulta
XT" = 2X"T

A continuacién separamos las variables, obteniendo

Tl/ X//

AN

T X
Las funciones del primer miembro dependen tinicamente de t, mientras que
las del segundo miembro dependen tinicamente de x.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Hemos obtenido una expresion en la cual, el primer miembro depende
exclusivamente de t y el segundo miembro depende exclusivamente de x.

Luego para que se cumpla la igualdad, la tnica posibilidad es que ambos
miembros sean igual a un parametro A, independiente tanto de t como de
X.

Llegamos asi a dos ecuaciones diferenciales ordinarias que deben sat-
isfacer las funciones X'y T :

T/l 5 X//

] L [ TV=AT =0
T X =

X" —4X =0
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Ahora consideremos las condiciones de frontera o de contorno.
Como y (x,t) = X (x) T (t), la condicién de contorno

y(0,t)=0, Vt>0

se transforma en

X(0)T(t)=0 Vt>0
de lo que deducimos que X (0) = 0, pues si fuera T (t) = 0, Vt >
0, al sustituir en y (x,t) llegarfamos a la solucién trivial y (x,t) = 0,
que podemos despreciar, pues estamos suponiendo que, efectivamente, la
cuerda se mueve.
De la misma forma, la condicién de contorno

y(Lt)=0,Vt>0

se transforma en X (L) = 0, con lo que llegamos a que X ha de satisfacer
el siguiente problema de Sturm-Liouville:

x”—c%xzo
{ X(0)=X(L)=0
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Este problema de Sturm-Liouville lo resolvemos de la forma siguiente.

Para calcular las funciones propias estudiaremos los distintos casos para
los posibles valores de A.

1) Caso A = 0.
La solucién general de la ecuacién X" =0 es

X =0C+ Gx
y, al imponer las condiciones de contorno X (0) = X (L) = 0, obtenemos
G=G=0

por lo que en este caso sélo existe la solucién trivial.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

2) Caso A > 0. Podemos suponer A = &2, con a > 0.
En este caso la ecuacién diferencial

tiene por raices de la ecuacién caracteristica
o
4+
c
La solucién general de esta ecuacién es
& _a
X =Cec™X+ Ge &

Para determinar C; y (5 imponemos las condiciones de frontera

G+G=0
X(O):X(L):Oi{ Crecl 4+ Ge et =0
N G =0
G=0

Por tanto, no existe solucién distinta de la trivial para A > 0.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

3) Caso A < 0. Podemos suponer A = —a?, con a > 0.
En este caso la ecuacién diferencial

062
X'+ —=X=0
c
tiene por raices de la ecuacién caracteristica
Q.
+—i
c
La solucién general de esta ecuacién es

% x
X = (Cicos—x+ (ysen —x
c c

Para determinar (7 y C) imponemos las condiciones de frontera

G =0

X(O):X(L):():}{ Gsentl =0

Para obtener soluciones no triviales, exigimos que
o o

sen—L=0=— —L=nm
c c
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Con lo que vemos que los tnicos valores de & que nos interesan son

- Por tanto, los llamados valores propios del problema de contorno de
Sturm-Lioiuville son:

) n27T2C2

2

Ap=—a 12

- 'Y las llamadas funciones propias del problema de contorno de Sturm-

Lioiuville son: n7Tx
X, = Cpsen -



METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Volvamos ahora a la ecuacién diferencial que tiene que verificar T
T"—AT =0

y vamos a resolverla, pero solamente para los valores A, que nos interesan,

con lo que obtenemos la ecuacién

n? 72 c2

12

T + T=0

cuyas soluciones son

T T
T, :Ancos—nLCt—f— BnSEHLLCt
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

De esta forma, si sustituimos en

y(xt) =X (x) T (t)
obtenemos una sucesién de funciones

nm nm
¥n = Cpsen — 1 (Ancos 1 t+anenTt) n=1,2

g one

o bien, agrupando las constantes

nm
Yn =sen —x ( Ap cos

1 t—i—anenlt) n=12, ..

L L

- De momento, hemos hallado una sucesién de funciones y,, n € N, que
verifican la ecuacién en derivadas parciales que tenemos que resolver y las
condiciones de contorno.

- Por tanto, ahora debemos lograr que se satisfagan también las dos condi-
ciones iniciales.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

En general, no es posible encontrar una funcién de la sucesién de las y,
que verifique dichas condiciones.
Por ello, lo que vamos a hacer es construir, a partir de las y,, una nueva
funcién y(x, t) mediante la serie:

d d nr nmc nmc
y(x,t) = Z yn = y(x, t) = n; sen —-x (A,, cos Tt + Bjsen Tt)

n=1

Supondremos que en dicha serie se puede derivar término a término.

- De esta forma, si conseguimos hallar A, y B, de forma que y(x,t)
verifique las condiciones iniciales, habremos obtenido lo que se llama una
solucién formal del problema propuesto.
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APLICACION DE LAS SERIES DE FOURIER

Ahora bien, como

a [ee]
a—}; = ;sen %x (fAnn—Zc sen n—7zct+ Bnn—zc cos n—i[ct)

las condiciones iniciales se transforman en

o0
y(x0) = f(x), 0<x<L=> ZAnsen%x:f(x),O<x<L
n=1
ay( 0) (x), 0 < <L:>iBnncsennn (x), 0< x <
— (x = X X —_— —X = X X
ot SR "L A

n=1

- Por tanto, deberemos desarrollar f (x) y g (x) en serie de Fourier de

nrTx
sen ——
L
en el intervalo 0 < x < L, (desarrollo de medio rango) para identificar
los coeficientes buscados y asi queda resuelto el problema planteado.
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EJEMPLO

Ejemplo 8

Resolver, por el método de separacion de variables, el problema

92 492
5%255% t>0,0<x<7
y(0,t) =y (mt)=0 t>0

&

y (x,0) = sen® x, o

(x,0) =senx 0<x<T7

Solucion: Manteniendo la notacién anterior tenemos ¢ = % y L=,

con lo que la solucién del problema es de la forma

ad 2nt 2nt
= A — +B —
y Esennx( n COS 3 + B sen 3 )
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EJEMPLO

I
Al imponer las condiciones iniciales, resulta

[ee]
y(x,0) = sen’x =) Apsennx=sen’x, 0<x <7
n=1
dy 2. 2n
= (x,0) = senx — —Bpsennx =senx, 0 < x <7
at( ) 2 3"

n=1

De la segunda condicién, obtenemos

2 3
37t !
B, = 0, Vn>1
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EJEMPLO

|
Para calcular los coeficientes A, debemos desarrollar la funcién

senzx, 0<x<m

en serie de sen nx. Sin mds que operar se obtiene que A,

—4[1—(-1)"] :>{ Ayp =0

Ap = —
mtn(n+42) (n—2) Agp-1 = _n(2n—1)(2§+1)(2n—3)

Teniendo en cuenta los coeficientes A, y B, que hemos obtenido, la
solucion es de la siguiente forma.
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2nt 2nt
sen nx (A,, cos % + Bj sen %)

2 7078

2(2n—1)t 2t
= Azn_1sen (2n— 1) x cos L + Bj sen x sen —
o 3 3
_ t 8 & sen (2n—1) x 2(2n—1)t
Y= psenxsenTy En; (2n—1)(2n+1)(2n—3) ° 3

En la siguiente animacién realizada con wxMaxima vemos las graficas
que representan la oscilacién de la cuerda para diferentes valores de t.




METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Ejercicio 19

Resolver, por el método de separacion de variables, el problema:

02 02
a_té/:ﬁ t>0,0<x<7
y(0,t) =y(mt)=0 t>0

y(x,0) =x(m—x), %(X,O):O O<x<m

Solucion: y(x,t) =Y o q n(Tg—l)g sen (2n — 1) xcos (2n — 1) t.



METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Resolver, por el método de separacion de variables, el problema:

¥y _ ¥y
o2 ox2
y(0,t)=y(1,t)=0 Vt>0
y (x,0) =1 (x) %‘%(XO):O 0<x<1
1 1
o 5_GX OSXSE
con f(X) = { 5_10(1_)() %SXSI

Solucion: y (x, t) = Yy %r sen (2n — 1) tx cos (2n — 1) 7t.



EDP. ECUACION DE CALOR

Supongamos que situamos un alambre sobre el eje x, con x = 0 en el
extremo izquierdo del alambre y x = L en el extremo derecho. Si denotamos
por u la temperatura del alambre, entonces u dependerd del tiempo t y
de la posicién x medida sobre el alambre. Tomaremos como hipétesis que
el alambre es delgado vy, por consiguiente, u serd constante en una seccién
transversal del alambre, correspondiente a un valor fijo de x. También
supondremos que el alambre se encuentra aislado, y asf el calor no entra
ni sale a través de la superficie del mismo.

<

Figura: Ecuacién del calor.
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EDP. ECUACION DE CALOR

Pero ademds tenemos otras dos restricciones en el problema original. En
primer lugar, consideramos que los extremos del alambre se mantienen a
temperatura constante, por ejemplo a 0 °C. Asi que se verifica

u(0,t)=u(L t)=0

para todo t. Estas se llaman condiciones de frontera. En segundo lugar,
suponemos que la distribucién de temperatura inicial es f (x). Es decir, se
debe cumplir que

u(x,0)="f(x), 0<x<lL

A la ecuacién (3) se le denomina condicion inicial en wu.
Se tiene el siguiente modelo matemdtico de flujo de calor en un alambre
cuyos extremos se mantienen a la temperatura constante de 0 °C

du

at( t) = /5—2( t) 0<x<L t>0
u(0,t) =u(Lt)= t>0
(X:O) f() 0<x<L

Este modelo es otro ejemplo de un problema de valores inicial y de frontera.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Método de separacion de variables
Para resolver este problema por el método de separacién de variables, se
empieza por suponer que la ecuacion tiene una solucién de la forma

u(x,t) =X (x)T(t)

donde X es una funcién que depende tinicamente de x y T es una funcién
que depende tinicamente de t. Por tanto

Yo XT () y e =X ()T (1)
Sustituyendo estas expresiones en u obtenemos
X (x) T'(t) = X" (x) T (t)
y, separando las variables, la ecuaciéon se convierte en
() _ X" (%)
BT(0) ~ X()

las funciones del primer miembro dependen linicamente de t, mientras que
las del segundo miembro dependen tinicamente de x.
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Puesto que x y t son variables independientes entre si,:
X" (x) A T (t)
Xt " BT
En consecuencia para soluciones separables, se ha reducido el problema a
resolver las dos ecuaciones diferenciales ordinarias que acabamos de obten-
er.

Antes de continuar, consideremos las condiciones de frontera. Puesto que
u(x,t) = X (x) T (t), estas condiciones son

X(0)T(t)=0 y X(L)T(t)=0, t>0

=A; A €eR

Si fuera T (t) = 0 para todo t > 0, implicaria que u (x, t) = 0, que seria
la solucién trivial, por lo que se tendra que verificar

X(0)=X(L)=0

Ignorando la solucién trivial, se combinan las condiciones de frontera con
la ecuacién diferencial en X y se obtiene el problema se Sturm-Liouville

X" (x) — AX (x) =0
{ X (0) =X (L) =0
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Lo resolvemos como vimos anteriormente. Para calcular las funciones propias
estudiaremos los distintos casos para los posibles valores de A.
1) Caso A > 0.

En este caso, las raices de la ecuacién caracteristica son +a«, siendo A =
a?, a > 0y la solucién general de la ecuacién diferencial es
X (x) = e+ Ge ™
Para determinar C; y (5 imponemos las condiciones de frontera
X(O):C1+C2:0 G =
X (L) = Ce*t + Get =0
Por tanto, no existe solucién distinta de la trivial para A >0
2) Caso A = 0.
Aqui r = 0 es una raiz doble de la ecuacién caracteristica, y la solucién
general de la ecuacidn diferencial es
X (X) = (C + GOx
Las condiciones de frontera originan las ecuaciones
G =0 N G =0
G+GL=0 G =0
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Por tanto, no existe solucién distinta de la trivial para A = 0.

3) Caso A < 0.

En este caso, las raices de la ecuacién caracteristica son +a/, siendo A =
—ucz,zx > 0. Por tanto, la solucién general es

X (x) = G cosax + Gy senax

En esta ocasién las condiciones de frontera X (0) = X (L) = 0 dan lugar
al sistema

G =0
Cicosal + Cosenal =0

Como vimos anteriormente se tiene que cumplir:

senocL:O:>ocL:n7T:>A:—(n7r/L)2

Por tanto las soluciones no triviales (funciones propias) X, correspondientes
al valor propio A = — (nn/L)z, estan dadas por

Xn (x) = apsen (?)

donde los valores a, son constantes arbitrarias distintas de cero.



METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Habiendo obtenido que A = — (n7‘£/L)2 para alglin entero positivo n,
consideremos ahora la segunda ecuacién con A = — (n7'c/L)2

T 0+ () T () =0

Para cada n=1,2,3, ..., la solucién general de la ecuacién lineal de primer
orden es

nr 2
To (t) = bpe PUT)
Para cada n=1,2, 3, ... se obtiene la funcién
nr 2
Un (%, ) = Xn (x) Ty (t) = apsen (’LLTX) bpe PUT)t

y, agrupando las constantes,

_g( )2 7T
up (x,t) = cpe () tsen(n—LX>
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

De momento, hemos hallado una sucesién de funciones u,, n € N, que
verifican la ecuacién en derivadas parciales que tenemos que resolver y las
condiciones de contorno.

Por tanto, ahora debemos lograr que se satisfagan también las dos condi-
ciones iniciales.

En general, no es posible encontrar una funcién de la sucesién de las u, que
verifique dichas condiciones; por ello, lo que vamos a hacer es construir, a
partir de las up, una nueva funcion u(x, t) mediante la serie

(Xt)—Zun:>uxt cheﬁ%) sen('LZX)

n=1

Supondremos que en dicha serie se puede derivar término a término, con
lo que la funcién u(x, t), asi construida, seguird siendo solucién, tanto de
la ecuacién en derivadas parciales como de las condiciones de contorno.
De esta forma, si conseguimos hallar ¢, de forma que u(x,t) verifique
las condiciones iniciales, habremos obtenido lo que se llama una solucion
formal del problema propuesto.



METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Las constantes ¢, las determinamos utilizando la condicién inicial. Esto da
lugar a

u(x,0)0=f(x), 0<x<lL
nx

L ):f(x), 0O<x<L

(e )
ch sen (
n=1

Por tanto, debemos desarrollar f (x) en serie de sen (27*), en el intervalo

0 < x < L, de donde podremos obtener los coeficientes buscados y resolver
nuestro problema.
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EJEMPLO

Ejemplo 9

Resolver el siguiente problema de la ecuacién de calor:

u  du

aﬁ—g 0<X<7T,t>0
u(0,t) =0, u(m,t)=0 t>0

u(x,0) = 100 0<x<m

Solucién:
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

|
Por lo tanto B = 1,L = m y f(x) = 100, la solucién del problema es de
la forma

Ahora imponemos la condicién inicial u(x,0) =100, 0 < x < 7T

Y. cpsennx = f(x), f(x) =100, 0<x<7

n=1

Por consiguiente, para determinar los coeficientes ¢, habrd que desarrollar
en el intervalo [0, 7] la funcién f(x) en serie senoidal

f(x) = b, sen nx
n=1

siendo

2 [T 2
bp, = E/ 100 sen nxdx = — {OO COS nx
0

" _20
nrt

0 nrt
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

byn = O; b2,, L =400/(2n—1)7

Z 2 _1 sen(2n—1)x, V¥x € [0, 71

Vemos, al identificar los desarrollos, que :

= o = C2n:b2n:04
e Cn-1 = bpp-1 = (2,,9({)7[

Recordemos que:

_ 2
u= che "t sen nx

Sustyituyendo los valores obtenidos para cp,, la solucién formal es:

o)

Y —(@n-1)t (2n—1)
@ sen(2n X
= (2n—1)m



METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Resolver, por el método de separacion de variables, el problema

u  du
= t
52 - 3t O<x<m t>0
u(0,t) =u(mt)=0 t>0
u(x,0) =3sen2x —6senbx 0<x <7
Solucién: u (x, t) = 3e~ 28t sen 2x — 6e 175! sen 5x.

Ejercicio 22

Consideramos una varilla metdlica aislada de longitud 7T, cuyos extremos
se mantienen a 0 °C, y tomamos como eje de referencia OX, el eje de la
varilla con origen O en un extremo de la misma. Denotamos por T (x, t)
la temperatura en el instante t del punto de la varilla que tiene abscisa x.
Se supone que la ecuacion diferencial de la variacion de temperaturas es
%272 = %. Si la temperatura inicial es T (x,0) = f (x), hallar T, por el
método de separacion de variables, con f (x) = 100senx, 0 < x < 7.
Solucién: T(x,t) = 100e™ ! sen x.
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