TEMA 5: VARIABLE COMPLEJA

Ampliacién de Matematicas (Grado en Ingenieria en T.1.)

EPI Gijén - UNIOVI



CONCEPTOS GENERALES

En los temas de cédlculo elemental el lector sin duda estudié ampliamente
el concepto de funcién de una y varias variables reales, asi como los fun-
damentos basicos del manejo de los niimeros complejos.

Consideraremos ahora funciones de una variable compleja para las que de-
sarrollaremos, de forma muy resumida, conceptos, como la derivacién, inte-
gracion, series de potencias, etc. El lector debe entender que este capitulo
es una mera introduccién a la teoria de las funciones de variable compleja,
un tema muy denso del cual aqui damos unas leves pinceladas.

Definicién (Funcién de variable compleja)

Sea S un conjunto de niimeros complejos. Una funcion f definida en S
es una aplicacién que asigna a cada z en S un nidmero complejo w. El
ndmero w se llama el valor de f en z y se denota:

w = f(z)

El conjunto S se llama dominio de definicion de f.



CONCEPTOS GENERALES

Supédngase que w = u + iv es el valor de una funcién f en z = x + iy; es
decir:
w="f(z)=Ff(x+iy)=u+iv

Cada uno de los nimeros reales u y v dependen de las variables x e y.

Ejemplo 1
Si f(z) = 22, tendremos:
f(z) = (x+iy)?> = x> —y? +i2xy

por lo que:

= 5 = y v = 2xy

Este ejemplo ilustra cémo una funcién de la variable compleja z se puede
expresar en términos de dos funciones reales de las variables x e y

f(z) = ulx,y) +iv(x.y)



CONCEPTOS GENERALES

La siguiente definicion serd muy importante para luego definir las funciones
elementales.

Definicién (Regién Fundamental)

Sea A un subconjunto de C y f una funcién de A en C tal que f(A) = C.
Un subconjunto () C A es una region fundamental de f si cumple:

a) Q) es un abierto conexo de C en el que f es inyectiva.

b) f(Q) es todo C salvo un nimero finito de semirrectas (llamadas cortes).



FUNCIONES ELEMENTALES

Definicién (Funcién potencial de exponente n)

La funcién potencial de exponente n es la aplicacion f : C — C definida
por:

Si (r,0) son las coordenadas polares de z entonces:
(r" )
en donde & = nB son las coordenadas polares de z".

n

A partir de la funcién f(z) = z", se obtienen las funciones polinémicas

definidas por:
’D(z) = 30+812+3222+a3z3+...+amzm

y las funciones racionales como el cociente de dos polinomios P(z) y Q(z)
definidas por:




FUNCIONES ELEMENTALES

La imagen por f(z) = z" de cualquier sector angular del plano complejo
de medida 27t/ n es todo C salvo una semirrecta, ya que:

Oy <0 <B0y+21/n=nby <nb < nby+2m1=ayg<a<ay+21

Por lo que dicho sector es una regién fundamental (), ya que es conexo y
f(Q) es todo C salvo un corte.

Yy g, +2p/n v

z=w" \
L

0, < g <Qq,+2p/n a,< a<a,+t2p

u




FUNCIONES ELEMENTALES

Funcién raiz n-ésima

La correspondencia que a cada ndmero complejo le asocia sus n raices
n-ésimas no es una aplicacién, pues cada z posee n imdgenes diferentes.
Esta clase de correspondencias suelen denominarse funciones multiformes
y a cada una de sus formas rama. Para que

vz

sea una aplicacién es necesario afiadir alguna condicién que fije una tnica
rama.



FUNCIONES ELEMENTALES

Dada la funcién potencial w = f(z) = z" definida en una de sus regiones
fundamentales f : ) — C — L, que como vimos anteriormente es una
biyeccién, con:

2
Q:{ZEC/90<argz<90+T7r}

L={weC/w=00 argw = nfy}
definimos la funcién raiz n-ésima como la funcién inversa
fFl.c-L—-0Q

y la representamos por
2= g(w) = {/w

Por lo tanto para determinar g(w) hay que fijar L y establecer el valor de
g en un punto de C — L, pues de esta manera se determina también Q).
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FUNCIONES ELEMENTALES

Definicién (Funcion exponencial)

Se llama funcién exponencial a la aplicacién f : C — C definida por:
f(z) = & = &Y = eX(cosy + iseny)
De donde
[f(2)| =le’[=€" y arge® =y
Es muy sencillo probar que se cumple:

e“le® = 1722, f(x) =€, f(iy) =cosy+iseny; x,y € R



FUNCIONES ELEMENTALES

Una regién fundamental () de f es un abierto del plano limitado por dos
rectas paralelas al eje OX que distan entre si 27t(y = a,y = a+ 2m).
La imagen de Q) por f es todo C salvo el corte 0 = a.

y

y=a+2p w=e

Z=Inw

y=a —

\Y




FUNCIONES ELEMENTALES

Definicién (Funcién logaritmo)

Dado un nimero complejo w # 0 se llama logaritmo de w a cualquier
nidmero complejo z = x + iy tal que e = w.
Entonces si w = |w|e'
ex+iy — |W|ei9 s X = |W|, eiy — eiG
x=Inlw|, y=0+4+2km, ke N<=Inw =In|w|+i(6+2km)
Se define asi una funcién multiforme:
Inw =In|w|+i(0+2km), k=0,%1,+£2,---

La funcién logaritmo se define siguiendo un proceso andlogo al utilizado
para la funcién raiz n-ésima.
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LOGARITMOS DE UN NUMERO COMPLEJO

Ejemplo 2

Calcular:
In(—1—1/)

Solucién:

In(—l—i)zln\/§+i<_jn+2k7f>; keZ

12/75



FUNCIONES ELEMENTALES

Dada la funcién exponencial w = f(z) = e definida en una de sus
regiones fundamentales f : ) — C — L, que como vimos anteriormente
es una biyeccién, con:

Q={z=x+liy/a<y<a+2m}

Ly={weC/w=0o0argw = a}

definimos la funcién logaritmo como la funcién inversa:
fl:C—L,—Q

y la representamos por g(w) = In w.
Por lo tanto para determinar g(w) hay que fijar L, y establecer el valor de
g en un punto de C — L,, pues de esta manera se determina también Q).



FUNCIONES ELEMENTALES

Cada una de las funciones logaritmo se denomina rama de la funcién mul-
tiforme In w. La rama correspondiente a la regién fundamental:

Q={z=x+iy/—n<y<mn}

o lo que es equivalente al corte L, determinado por a = —r, se llama
rama principal del logaritmo.

v y
S | S
z=Lnw
u X
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FUNCIONES ELEMENTALES

m Funciones trigonométricas e hiperbdlicas

A partir de la funcién exponencial se definen las funciones trigonométricas
complejas y las las funciones hiperbdlicas complejas:

eIZ _ e—IZ eIZ _|_ e—IZ
senz = ————; COSZ= ————
2i 2
Z —Z V4 —Z
e —e e +e
shz = —; chz= ———
2 2

De la misma forma en los puntos que no se anulen el denominador, se
definen las funciones:

sen z cosz shz chz
tgz = ——; ctgz = i thz = —; cthz =
cosz sen z chz

shz

El alumno puede comprobar que se verifican las mismas formulas trigonoméri-
cas e hiperbdlicas que para el caso real.



OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

Resolver las siguientes ecuaciones:
(@ 22=i (B)zt=-1 (c)2B=1+i

Solucion: (a) 1| Z2%% k = 0,1. (b) 1| ZE2KT k = 0,1,2,3. (c) 23/2
|25k =0,1,2.

Encontrar un polinomio en C tal que sus ceros sean los vértices de un
hexagono regular centrado en el origen y con un vértice en (1,0). Calcular
las coordenadas de los vértices. Solucion: z6 —1 = 0.

Calcular:
(a) In(1+1i); (b) In1; (c) In(—1)

Solucion: (a) Inv/2 + i(F +2km), k € Z. (b) i(2km), k € Z. (c)
i(t+2km), k € Z.
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FUNCIONES ELEMENTALES

Resolver las siguientes ecuaciones:
(a) 22 =923 4+8=0; (b) 224+ (2—1)z—2i =0

Solucion: (a) 2| 24, 1| 257, k = 0,1,2. (b) i, —2.

Ejercicio 5

Resolver las siguientes ecuaciones:
(a) senz=0; (b) cosz=0; (c) cosz=2

Solucion: (a) z = km, k € Z. (b) z = 5 +kn, k € Z. (c) z =
—iln(24V/3) + 2k, k € Z.
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FUNCIONES ELEMENTALES

Ejercicio 6
Resolver las siguientes ecuaciones:
(a) e =1+1i; (b) e +1=0

Solucion: (a) z = Inv/2+i(Z 4 2kn), k € Z. (b) z = \/i(7 + 2kn),
keZ.



LIMITES

Definicién (Limite)
Sea f una funcién definida en todos los puntos z de algin entorno de zj,

salvo posiblemente en el mismo zy. Se dice que wy es el limite de f(z)
cuando z tiende a zy y se representa por lim f(z) = wy, cuando para
Z—2)

cada nimero positivo € existe un nimero positivo ¢ tal que:

|f(z) —wo| <&  siempre que  0<|z—2zp| <o

Esto es, el punto w = f(z) puede quedar arbitrariamente préximo a wy si
elegimos z suficientemente préximo a zy pero distinto de él.

v

//_‘\\
’
/IW g \
! 1
\ 1
N Wy
A ’

ol
Figura: Definicion de limite.
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LIMITES

Teorema (Teoremas sobre limites)

a) Supdngase que:
f(z) =u(x,y)+iv(x.y), z0=x0+1iy y wo = up+ivy

Entonces lim f(z) = wy si y sélo si:
z—2Zg

lim y) = lim ) =
(XvY)HI(XoyYO)U(X )= v (X,Y)H,(X()r)’o)v(x y)=w

b) Supdngase que:

lim f(z) =wy y lim F(z) =W,

z—2 z—2
Entonces:
lim [f(z) + F(z)] = wp + Wp; lim [f(z)F(z)] = myWp
z—2g Z—2p
fz)  wo

— M Gy £0
AMEG) T W T




CONTINUIDAD

Definicién (Continuidad)

Una funcion f es continua en un punto zy si se cumplen las tres condiciones
siguientes:
(a) Existe lim f(z)

(b) Existe f(zy)
(c) lim f(z) = f(z0)

Z—2Z)

Una funcién f(z) se dice que es continua en una regién R, si es continua
en cada punto de R.

Si dos funciones son continuas en un punto, su suma y su producto son
también continuos en tal punto, y su cociente es continuo en todo punto
en que el denominador sea distinto de cero.

Una funcién f de una variable compleja es continua en un punto zy =
(x0,¥0), si y sélo si sus funciones componentes u y v son continuas en ese
punto.



CONTINUIDAD

Estudiar la continuidad en z = i de la funcién:

Solucién:
2 .
1 _
lim £(2) = lim Z—FL = fim Dzt _y
z—1 z—1 Z — |1 z—1 z—1
Debido a que f(i) = 3/ es distinto de:
lim f(z) = 2i

zZ—1

la funcién es discontinua en z = J.



DERIVADAS. DEFINICION

Definicién (Derivada)

La derivada de f en zy, f'(z), se define por la ecuacion:

. f(z0+Az) — f(z)
/ —
filzo) = Alzlmo Az

supuesto que el limite exista.

Calcular, con la definicion, la derivada de f(z) = z°.
Solucién:
A 2 2
Flz) = fim G820, An) =2

Az—0 Az Az—0



DERIVADAS. REGLA DE L'HOPITAL

Teorema (Regla de L “"Hépital)

Sig(zg) =0y h(z0) =0, y si g(z) y h(z) son diferenciables en zy con
H (zy) # 0, entonces:

lim &(2) = g’(zo) = [im g’(z)
z—2zg h(z) h/(Z()) Z=20 h/(z>

Desde el punto de vista formal, esta regla es idéntica a la que se emplea
en el cdlculo elemental para evaluar formas indeterminadas con funciones
de variable real.

Ejemplo 5
Calcular: }
. z—2i
lim ——
7—2iz% — 16
Solucioén: Aplicando L'Hopital:
z—2i . glz) " g'(z) -1

I — | _ _ =
2% — 16 %ih(z)  zaib(z) | 32i




DERIVADAS. PROPIEDADES

Teorema (Proposicion)

La existencia de la derivada de una funcion en un punto implica la con-
tinuidad de la funcién en tal punto.

Para verlo, suponemos que existe f'(zy) y escribimos

lim [f(z) — f(z)] = lim fz) = =) |y, (z—2z9) = f(z)-0=0

Z—2Z) Z—2Z) zZ — ZO zZ—2Z)

de donde se deduce que:

lim f(z) = f(z0)

z—2)



DERIVADAS. ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

Se demuestra facilmente el siguiente teorema.

Teorema (Ecuaciones de Cauchy-Riemann)

Supéngase que f(z) = u(x,y) + iv(x,y) y que f'(zy) existe en un punto
zg = xp + iyg. Entonces, las derivadas parciales de primer orden de u y v

respecto a x e y han de existir en (xg, o) y han de satisfacer las ecuaciones
de Cauchy-Riemann en ese punto:

ux (x0.%0) = vy (x0.%0) ¥y uy (%0, %) = —vx (x0,Y0)
Ademds, f'(zy) viene dada por una cualquiera de las ecuaciones:

f'(z0) = ux(x0.y0)+ ivx(x0. ¥0)
f'(z0) = vy(x0,¥0) — iuy(x0, y0)
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DERIVADAS. ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

El que satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann en un punto z5 =
(x0. ¥0) no basta para asegurar la existencia de la derivada de una funcién
f(z) en ese punto.

Pero bajo ciertas condiciones de continuidad, tenemos el siguiente teorema
de gran utilidad.

Teorema (Teorema de condiciones suficientes)

Supdngase que la funcion f(z) = u(x,y) + iv(x,y) estd definida en un
entorno de radio € de un punto zy = xg + iyg. Supdngase también que
existen las derivadas parciales de primer orden de las funciones u y v
respecto a x e y en todos los puntos del entorno y que son continuas en
(x0.¥0)- Entonces, si esas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, existe la derivada f'(zy) en (xo, yo)-



DERIVADAS. ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

Estudiar la derivabilidad de la funcion:
2
f(z) = ||
Solucion: En este caso se cumple que:

flz) = |z2P=(E+y?)+i0
ulx,y) = x*+y% v(x,y)=0

asi que
ux(x,y) =2x; vy(x,y) =0  uy(x,y) =2y; w(x,y)=0

Puesto que las ecuaciones de Cauchy-Riemann no se satisfacen a menos
que x =y = 0, la derivada f/(z) no existe si z # 0.



DERIVADAS. ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

|
Las derivadas parciales de primer orden de las funciones u(x, y) y v(x,y)

existen para todos los puntos de un entorno del punto z = 0y son continuas
en el punto z = 0. Ademas:

ux(0,0) =0, v,(0,0) =0,u,(0,0) =0y v(0,0) =0,

Por lo que se cumplen las ecuaciones de Cauchy- Rieman en el punto
z=0:

ux (0,0) = v, (0,0) y uy (0,0) = —vx (0,0)

Por lo que la funcién f(z) = |z| es derivable en z = 0 y ademds su
derivada en ese punto es:

£/(0) = uy(0,0) + ivc (0,0) =0
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FUNCIONES ANALITICAS

Definicién (Funcién analitica)

Una funcién f(z) es analitica en un punto z, si su derivada existe, no sélo
en zy, sino también en cada punto z de un entorno de zj.

Se dice que una funcién f es analitica en una regién R, si es analitica en
cada punto de R. En la literatura se usa también el término holomorfa
para denotar analiticidad.

Una condicién necesaria, pero en modo alguno suficiente, para que una
funcién f sea analitica en un dominio D, es claramente la continuidad de
f en todo D. El que se satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann es
también necesario, pero no suficiente.

Definicién (Funcién entera)

Una funcién entera es una funcién analitica en cada punto de todo el plano
finito.



FUNCIONES ANALITICAS

Ejemplo 7

(a) La funcion
es analitica en todo punto.
(b) Sin embargo, la funcién
2
f(z) = 2|

no es analitica en ningtin punto, dado que su derivada existe sélo en z =0
y no en todo un entorno.



FUNCIONES ANALITICAS

Definicién (Punto singular)

Si una funcion no es analitica en un punto zy, pero lo es en algiin punto
de todo entorno de zy, zy se llama entonces punto singular o singularidad
de f.

Definicion (Punto singular aislado)

El punto z, es un punto singular aislado de f(z) si f(z) no es analitica
en z, pero si en un entorno abierto de z.

Considérese, por ejemplo, la funcién

f(z) =1/z,(z #0)

cuya derivada es f/(z) = —1/z%. Tal funcién es analitica en todos los
puntos, salvo en z = 0, donde ni siquiera estd definida. El punto z = 0 es,
por tanto, un punto singular aislado.



FUNCIONES ANALITICAS

Ejemplo 8

¢ Para qué valores de z la funcion:

no es analitica?.
Solucién: Para z tal que z2+1 = 0, es decir, z = +i. Asi, f(z) tiene
singularidades aisladas en 4/ y —i.



FUNCIONES ANALITICAS

Ejercicio 7

Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, hallar las derivadas de las
siguientes funciones:

() f(2) = &% (b) F(2) = 2% (0) Fz) =2, 2 £0

Solucién: (a) f'(z) = e%; (b) f'(z) = 32%; (c) f'(z) = =£.

z2

Ejercicio 8
Dada la funcioén:
f(z) = x* 4+ y* — 2xyi
aplicando las condiciones de Cauchy-Riemann, estudiar si es derivable, en
los puntos: (a) z=1i; (b) z=1+1.
Solucion: (a) Derivable. (b) No derivable.



FUNCIONES ANALITICAS

Dada la funcién: ( 2 ( 2
z+z (z—Z
f(z) = p — i
(a) Estudiar en qué puntos es derivable. (b) Hallar /(1 + i).(c) Estudiar
si es analitica en ese punto.
Solucion: (a) En todos los puntos de la recta y = x. (b) 2. (c) No es

analitica en ese punto.

Ejercicio 10

Dada la funcioén:
f(z) = —3(z+2)° + (z—2)°

(a) Estudiar en qué puntos es derivable y representarlos graficamente. (b)
Hallar, si es posible, f’(l — i). (c) Estudiar si es analitica en ese punto.
Solucion: (a) En todos los puntos de la parabola y? = x. (b) —24. (c) No
es analitica en ese punto.



INTEGRALES. DEFINICION

Definicién (Integral de linea de una funcién de variable compleja)

Sea C la curva z = z(t), a < t < b. Definimos la integral de linea, o bien
integral de contorno, de f sobre C como:

b

/Cf(z)dz:/ F[2(0)] 2 ()dt

a

El integrando de esta integral es el producto de las dos funciones complejas:
Flz(t)] = ulx(t),y(O)] +iv[x(t),y(t)] vy 2'(t) =x'(t)+iy'(t)
De este modo:
b b
/C f(z)dz = / (ux" —vy') dt + i/ (vx' + uy’)dt
a a

O bien:
fzdz:/ udx — vd —I—i/ vdx + ud
| f@dz= | y+i | y

Por lo que podriamos calcular la integral hallando las dos integrales de
linea correspondientes.



INTEGRALES. DEFINICION

Ejemplo 9

Calcular la integral:

I:/Edz
C

donde el camino de integracion C es la mitad superior del circulo |z| =1
dez=-1laz=1
Solucion: Una representacion paramétrica para C es:

z=cosf+isenf = e’ (0<6<m

y dado que d (e”®) /d6 = e’ tendremos:

7T . g
I = —/ Zdz = —/ e Pieifdg = — i
C 0



INTEGRALES. TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT

Teorema (Teorema de Cauchy-Goursat)

Si una funcién f es analitica en todos los puntos de un contorno simple
cerrado C y en su interior, entonces

fc f(z)dz =0

Teorema (Principio de independencia de la trayectoria)

Si una funcién f es analitica en todos los puntos de un contorno simple
cerrado C y en su interior, entonces el valor de | zzl ° f(z)dz no dependerd
del contorno utilizado para ir de z; a z>.

z,

Figura: Independencia del camino.



INTEGRALES. PROPIEDADES

]
En el célculo real, el método basico de integracion consiste en buscar una
primitiva F(x) para el integrando f(x). Luego se evalia F(x) en los limites
de integracion

/:2 F)d = [ dF = F(ro) = Fx)

1 X1
i Podra aplicarse un procedimiento similar a las integrales de linea comple-
jas?. Veamos que, con ciertas restricciones, la respuesta es si.

Teorema (Integracion de derivadas de funciones analiticas)

Sea f(z) una funcién continua y sea F(z) una funcion analitica en un
dominio D, tal que dF /dz = f(z) en D. Entonces, si z1 y zp son puntos
de D

)
|7 F(2)dz = Flz2) - Fla)

V4

1

donde la integracion se puede efectuar a lo largo de cualquier contorno en
D que vaya de z1 a z.

De este modo, si se satisfacen las condiciones del teorema, podemos usar
las reglas de integracion convencionales y las tablas de integrales usuales.



INTEGRALES. PROPIEDADES

Ejemplo 10

Calcular: )
242i 5
/ z°dz
1+i
Solucién:

La proposicion anterior justifica la siguiente operacion:

242i 242i 4 73 3722
2 3 3
dz = —Zdr=|= =Z|Q+2)3 -1
/1+,‘ il /1+/ dz 3% [3}1+, 3[( +2i)° = ( +I)]



INTEGRALES

Ejercicio 11

Calcular la integral de linea [-(z +Z)dz siendo C la curva x +y = 1,
desde el punto (1,0) hasta el punto (0, 1).
Solucion: —% + 5.

Ejercicio 12

Calcular la integral de linea fC ﬁdz siendo C : |z — 2| = 2, en sentido
positivo.
Solucion: 2mi.

Ejercicio 13

Calcular la integral de linea [ InTZdz siendo C : |z| =1 en sentido posi-
tivo.
Solucién: —27t2.
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INTEGRALES

Ejercicio 14

Sea n un niimero entero positivo o nulo, y C un circulo de radio r centrado
en el origen. Calcular directamente, y comprobar que segtin el teorema de

Cauchy-Goursat:
f 2"dz =0
C

Ejercicio 15
Demostrar que:

CL T,
/OzedZ—(l—E)—/

Ejercicio 16

Demostrar que:

i .

i

/ zsenzdz = ——
0 e



SERIES DE TAYLOR

m Este tema se dedica a la representacién mediante series de las
funciones analiticas. Enunciaremos teoremas que garantizan la exis-
tencia de tales representaciones, adquiriendo al tiempo cierta destreza
en el manejo de las series.

m Centraremos nuestro interés en las Series de Taylor y de Laurent,
por lo que no trataremos las propiedades de las series de niimeros
complejos y de las series generales de funciones de variable compleja.

m En todo caso, la analogia existente con la teoria de las series de fun-
ciones reales (ya conocida por el alumno) nos serd muy util. Asi, tér-
minos como convergencia puntual, absoluta o uniforme supondremos
que son asimilados de forma correcta.
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Definicion (Serie de Taylor)

Sea f(z) una funcién analitica en zy. Sea C el mayor circulo centrado en
zp dentro del cual f(z) es analitica, y sea a > 0 el radio de C. Entonces

(0]
existe una serie de potencias Y, ch(z — z9)" que converge a f(z) en C :
n=0

F(") ()

f(z) = n;ocn(z - Zo)”, |Z = Zo| < a, donde cn, = o

Esta serie de potencias se conoce como desarrollo en serie de Taylor de
f(z) alrededor de zj.

En el caso particular en que zy = 0, la serie de Taylor se conoce como
serie de Maclaurin.

Figura: Convergencia de la Serie de Taylor.



SERIES DE TAYLOR

Este teorema no asegura la convergencia de la serie a f(z) cuando z es un
punto del perimetro de C.

Lo que si asegura es la convergencia es en todos los puntos interiores del
circulo representado en la figura, siendo z; la singularidad de f(z) mas
cercana a zp.

Figura: Convergencia de la Serie de Taylor.

45 /75



SERIES DE TAYLOR

Es sencillo hallar las series de Taylor siguientes:

2 3

21 z z
z _ n __
€ = ngomz —1+Z+§+?+, (|Z|<OO)
) 2n+1 3 5
. n V4 . V4 V4
senz = (VG gt (<)
o 2n 2 4
. nZ . V4 V4
COSz = ngo(—l) W_l_j—i_ﬂ_ y (|Z|<OO)
[ 2n+1 3 5
V4 p4 z
nh — — i —
senh z n§(2n+l)! gttt (|z] < )
) 2n 2 4
V4 V4 V4
coshz = n§(2n)':1+§+ﬂ+’ (|z|<00)
1 ad 1 >
5 = L A<y 5 = LD (7<)

0

3
Il
o

n



SERIES DE TAYLOR

Ejemplo 11
Desarrollar: 1
f(z) = ——
(@) =351

en serie de Taylor alrededor del punto zy = 1.
Solucién: Para desarrollar f(z) en primer lugar la expresamos en potencias
de (z—1) . Asi

1/3 13 1/6

(z4+1)  (z—-1)+2 14 (1)
B _(z—l) (z—1)2_'“
= 1/6|1 5 + 2

que converge para @ <l=|z-1] <2



SERIES DE TAYLOR

Desarrollar las siguientes funciones en los puntos que se indican, indicando
el campo de validez:

1
20=1;(b)f(z)=ﬁ, z20=0

(3 12) = —.

Solucién: (a) E (_1)"3(+1)n |z—1]| < 3. (b) — OXO: 272", |z| < 1/2.
n=0 n=0

Ejercicio 18

Desarrollar las siguientes funciones en los puntos que se indican, indicando
el campo de validez:

(8) F(2) = oz, =i (B) Fla) = 2z, 2= —i

Solucion: (a) 2 ¥ CHUED" |2 —i| < 2. (b) 7% & B |2+
n=0
i| < \/5



SERIES DE LAURENT

Definicién (Serie de Laurent)

Sea f(z) una funcion analitica en un dominio anular D definido por rj <
|z — 29| < . Si z pertenece a D, f(z) puede representarse mediante un
desarrollo en serie de Laurent:

flz)= ) clz—2)"="-- +eolz—z)?+c1(z—2)7t

+talz—z)+eo(z—2)>+---

Los coeficientes estan dados por:

1 f(z)
G = =— ——d.
" 2mi chr (z—z) 1
donde C es cualquier contorno cerrado simple contenido en D y tal que la

frontera interna |z — zy| < r; quede confinada por C. La serie converge
uniformemente en toda la region anular de D centrada en z.
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LD

Figura: Serie de Laurent.

Asi pues, un desarrollo en serie de Laurent, a diferencia del desarrollo en
serie de Taylor, puede contener uno o mds términos con (z — z) elevados
a una potencia negativa. También puede contener potencias positivas de
(z—2z9).

Con frecuencia, los ejemplos de series de Laurent se obtienen a partir de
series de Taylor.
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Ejemplo 12

Desarrollar f(z) = (z —1)2e'/(z=1) en serie de Laurent en potencias de
z—1
Solucién: Para desarrollar f(z) en primer lugar sabemos que:

u_l U2
e’ = +u+§+~'

Haciendo u = (z — 1)1 en la ecuacién anterior, tenemos:

L =2 _ 1)-3
/(-1 _ 1+(Z_1)71+(z 2'1) Lz 3'1) b 241

(2= (-2 (=D
3! + 21 * il

= coodt +1, z#1

Multiplicando ambos lados por (z — 1)? obtenemos:

ﬂ+ = +(z=1)+(z—1)2, (0<|z—1] < o)

fla) =+ = 21



SERIES DE LAURENT

(a) El desarrollo:

e 1yl 1z 2, (0 < |z| < o)
_— = — — — — R e, Z
z2 22z 20 31 4l
se deduce de la representacion en serie de Maclaurin:
2

z oozn
GZZH_H +§+3+—+ . (Jz] < o0)

(b) De la misma forma :

1
= 0< |z <w)




SERIES DE LAURENT

Las siguientes definiciones nos serdn de utilidad.

Definicién (Punto singular aislado)

El punto z, es un punto singular aislado de f(z) si f(z) no es analitica
en zp pero si en un entorno abierto de z,.

Definicion (Cero aislado)

Si f(z9) = 0 se dice que zy es un cero aislado de f(z) si existe un entorno
abierto de zy en todo punto del cual f(z) # 0.

Definicién (Orden de un cero)

Sea m un entero > 1. Si f(z) es analitica e igual a cero en zy y si en todo
punto de un entorno de zy, f(z) tiene la forma (z — zy)™¢(z), donde
¢ (z9) # 0, decimos que la funcién tiene un cero de orden m en z.



SERIES DE LAURENT

Ejemplo 14

(a) Por ejemplo, los puntos z =1y z = 2 son puntos singulares aislados

de:
1

(z—1)(z—2)3

(b) La funcién:
f(z)=(z—1)(z—3)
tiene un cero aislado en z = 1 pues todo entorno abierto con centro en

z = 1y radio inferior a 2 constituye un dominio en el que f(z) # 0. Otro
cero aislado de esta funcién es el punto z = 3.



SERIES DE LAURENT

Ejercicio 19

1

= en serie de Laurent de potencias de z, indicando

Desarrollar f(z) = 1
el campo de validez.

o
Solucién: — Y Z,,—lr (|z| > 1).
n=0

Ejercicio 20

Desarrollar f(z) = m en series de Laurent de potencias de z, indi-
cando los campos de validez.

Solucién: (L1): ?15 Y 2", (0 < |z| < 1); (Lp): ?} Y L (1< ]z <o)
n=0 n=0



SERIES DE LAURENT

Ejercicio 21

Il
‘I—‘

Desarrollar f(z) = 7—; 5 en series de Laurent de potencias de z — 1,
indicando los campos de validez.

Solucién: (L1)

)™ (0< |z—1] < 1);

Ly): — —A_ (1< |z—1] < ).
(L2) mngo(z_l) ( |z | )

Ejercicio 22

Desarrollar f(z) = ﬁ en series de Laurent de potencias de z — |,

indicando los campos de validez.

Solucion: (Ly ( 1) %1— 0<|z—i] <2);

):
(L2): g( 1)n 2 (2 <|z—i| < o).



RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

m El teorema de Cauchy-Goursat nos dice que si una funcién es
analitica sobre todos los puntos de un contorno C y en su interi-
or, el valor de la integral a lo largo del contorno es cero.

m Sin embargo, si la funcién deja de ser analitica en un ndmero finito
de puntos del interior de C, entonces es posible asociar a cada uno
de esos puntos un ndmero, llamado residuo, con el que contribuye al
valor de la integral.

m Analizaremos aqui la teoria de residuos y las aplicaremos al célculo de
ciertos tipos de integrales, y veremos que una serie de Laurent (y en
particular uno de sus términos) sirve para evaluar dichas integrales.



RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

Definicién (Residuo)
Sea f(z) una funcién analitica sobre un contorno simple cerrado C y en

todo punto del interior de C, salvo z;. Entonces el residuo de f(z) en z;
que se denota por Res [f(z), z1], estd definido por:

Res [£(2), 1] — % fﬁ F(2)dz

Veamos en la siguiente proposicion la relacién que existe entre Res [f(z), z1 ]
y una serie de Laurent para f(z) :

f(z) = Z cn(z—21)" = ~~~+c_1(z—zl)71—i—co—l—cl(z—zl)l—l—---

n=—oo



RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

Es inmediato demostrar los siguientes teoremas:

Teorema

El residuo de la funcién f(z) en el punto singular aislado zy es igual al
coeficiente c_1 de (z — z9) ™! en la serie de Laurent que representa a f(z)
en una region anular dada por 0 < |z — z1| < Ry

Res[f(z),z1] = c_1

Teorema

Sea C un arco cerrado simple orientado positivamente y f una funcion
analitica sobre C y su interior salvo en una singularidad z; en el interior
de C.

SiRes [f(z), z1] es el residuo de f en tal singularidad, entonces:

fﬁ f(2)dz = 27iRes [f(2), z1]



RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

Veamos ahora la generalizacién al caso de una funcién f(z) que tiene un
nimero finito de puntos singulares aislados dentro de un contorno C.

Teorema (Teorema de los residuos)

Sea C un arco cerrado simple orientado positivamente y f una funcion
analitica sobre C y su interior salvo en un nimero finito de singularidades
z1,2p,...,2n en el interior de C.
Si Res[f(z),z1],Res[f(z),z],...,Res[f(z),zn] son los residuos de f
en tales singularidades, entonces:

fc”r f(z)dz = 2mi (Res [f(z), z1] + Res [f(z2), z2] + ... Res [f(z), za])




RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

Calcular la integral:
e*Z
———d
7gc+ (z—1)2 ‘

siendo C el circulo |z| = 2, orientado positivamente.
Solucion: El integrando

z-1p

es analitico sobre C y su interior salvo en la singularidad z = 1. Luego el
valor de la integral es 27t/ por el residuo de f en z = 1.
Para calcular este residuo, recordemos el desarrollo en serie de Maclaurin:

f(z) =

2 zN

2 (2l < )
n=0



RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

|
de donde se deduce que:

e Z e le—(2-1) ) (_1)n

(z—1)2: (z—1)2 :ngo nle

(z—1)"2, 0<|z—1] <o

En esta serie de Laurent el coeficiente de 1/(z — 1) es —1/e. Es decir, el
residuo de f en z =1 es —1/e. Por tanto:

j{ e % dr — _27‘[/
ct (z—1)27° e
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RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

Cuando f(z) posee un punto singular aislado en zj, resulta dtil conocer
el coeficiente c_1 en el desarrollo de Laurent de la funcién alrededor de
dicho punto.

m En esta seccidn estudiaremos algunos conceptos que nos permitirdn
determinar este coeficiente sin necesidad de obtener el desarrollo
de Laurent.

Hemos visto que si una funcién f tiene una singularidad aislada en z;
entonces f admite un desarrollo de Laurent:

by by et bn

z—21+(z—21)2+ ' (z—zl)"—i_.”

f(z) = ioa,,(z—zl)" +

en un dominio 0 < |z — z;| < R, con centro en tal punto.



RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

Definicién (Parte principal)

La parte de la serie formada por las potencias negativas de z — z; se
denominan parte principal de f en z;.

Usaremos ahora este concepto para clasificar los tres tipos de singularidades
aisladas posibles.

m Tipos de singularidades aisladas:

1) Polo
2) Singularidad esencial
3) Singularidad evitable
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Definicién (1. Polo)

Si la parte principal de f en z; tiene al menos un término no nulo pero el
numero de tales términos es finito, el desarrollo de Laurent toma la forma:

by b
z—zl)2+ +(z—zl)m'

_ . n
f(z) = nizoa,,(z 71) +z—zl+(
(0<|z—z1| <R)

y existird un entero positivo m tal que by, # 0y b1 = bpyo =---=0.
En este caso la singularidad aislada z; se denomina polo de orden m.

Definicién (2. Singularidad esencial)

Cuando la parte principal de f en z; tiene un nimero infinito de términos
no nulos, el punto se denomina singularidad esencial.
Definicién (3. Singularidad evitable)

Si todos los coeficientes by, de la parte principal de f en una singularidad
aislada z; son cero, el punto z; se denomina singularidad evitable de f.



RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

Ejemplo 16

Clasificar las singularidades aisladas de las siguientes funciones:

22—-2z+3 senh z 1 e —1
] - /z.
(a) T3, () E; (o) M7 (9)
Solucién: (a) La funcién:
2
zc—2z+3 3 3
= =24 (z2-2)+ —— -2
p— z—l—z_2 +(z )+z—2' (0 < |z—2| < )

tiene un polo simple en z = 2. Su residuo correspondiente es 3.
(b) La funcién:

senh z 1( 2 2 ) 1 11 1 1,
P — Z_l_ =

pr e TR

3! 5!

tiene un polo de orden 3 en z = 0, con residuo 1/6.
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|
(c) La funcién:

2

1/ s 11 1 z
z - _
@ —l+§1mz—n—1+2 +7+"'

tiene una singularidad esencial en z = 0. Su residuo alli es la unidad.
(d) La funcién:

z_1q 1 2 3 2
f(z):ez (1+£+z_+z_+..._1):1+£+z_+...

-z 112 3 21 30

tiene en z = 0 es una singularidad evitable; y si definimos (0) =1, Ia
funcién es entonces entera.
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Clasificar los puntos singulares de las siguientes funciones:

senz #

(8) f(2) = =55 (b) F(2) = = (c) Flz) = e

V4

N =

Solucion: (a) z = 0 sing. evitable; (b) z =0 polo simple; (c) z = 0 sing.
esencial.

Ejercicio 24
Sea g(z) = % .Comprobar si la funcion :

g'(2)

fz) = g(2)

tiene en z = 7t un polo y calcular el residuo en dicho punto.
Solucién: Tiene un polo de orden 1y el residuo es Res [f(z), 7] = 1.



RESIDUOS Y SU USO EN LA INTEGRACION

m Determinacion del residuo

Hay otra forma de hallar el residuo en una singularidad aislada z;, cuando
ésta es un polo, sin tener que desarrollar previamente en serie de Laurent
la funcién correspondiente. Como veremos en algunos ejemplos a contin-
uacion.

Simplemente consiste en recordar la férmula de taylor para desarrollar una
funcién ¢(z) en el entorno del punto z; :

© p(n)(z
o)=Y ) gy

n=0
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RESIDUQOS Y SU USO EN LA INTEGRACION
Ejemplo 17
Usar el teorema de los residuos para calcular la integral:
?{ 5z -2 dz
c+z(z—1)
siendo C el circulo |z| = 2, orientado en sentido contrario al del reloj.
Solucion: Aplicando el teorema de los residuos tenemos que:

Hallaremos en primer Iugar el residuo correspondiente a z; = 0, siendo en

este caso f(z) = L (52 *(P( ), con lo que ¢(z) = %

f(z) _ l 4)(()')2 NS (P( ) H('O)Z e 4) EO) Z3+
V4 o = ‘P (O) n 4L o

o,

= Res [f(z),zl] =Cc_1 = ol
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En el punto z, =1, f(z) = ﬁf’z*z = %(])(z) con lo que

9(z) = 252

f(2)

1 <%%—W+%%—m+%m*”%>
z—1 —|—¢3—€1)(z—1)3+~'—|—w(z—1)”+'”

n!

o _,

= Res [f(z),zl] =cCc.1= o1

Por lo tanto:

5z -2 . :
]{} Z(Z_l)d2—27'[/(2+3)—10m
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Basandonos en el método anterior vamos a ver otra forma de calcular el
residuo. ()

., _ ¢(z .
Supongamos que tenemos una funcién f(z) = Go) siendo ¢(z) ana-

litica en z1 y ¢(z1) # 0, aplicando la férmula de Taylor tenemos que:

f(z)— & Z('b (z—zl)

Z*Zl

desarrollando el sumatorio:

tm 1 (m)
+¢(T1()z!1)(z—zl)mfl+4’T(!zl)(z_zl)m+“_ -
(z—z1)™ =
@) a9
e A
por lo que ya se ve que el residuo es el coeficiente de (z — z) ™! es decir
47('"71)(21)

De lo anterior podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema

Sea f(z) = 0 92) " siendo ¢(z) andlitica en zy y ¢(z1) # 0. El residuo

z—z;)™’
de la funcién f(z), en z; viene dado por:

Res [f(2), z1] = ¢
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N
+
s

Ejemplo 18

Usar el teorema de los residuos para calcular la integral §C+ £ dz siendo
C el circulo |z| = 2, orientado en sentido contrario al del reloj.
Solucion: Tenemos una singularidad aislada en z; = 0, siendo en este
caso f(z) = z+1 7(p( ), conloque ¢(z) =z+1y m=2.

¢m1(0) _ ¢'(0) _
(m—1)! 1!

Res [f(z),z1] =

y la integral:

1
¢ Todz=2ni
c+ z
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Ejercicio 25
Calcular ?{C 237792, siendo C: [z| = 3, (sentido positivo).

Solucion: (e’ —e™").

Calcular }{C(—Z%)Z;dz, siendo C: z(t) = —i + %eit, 0<t<2m.

Solucién: eﬂ

1

Calcular }1{ gZ—J“%dz siendo C: z(t) = mi + e, 0 < t < 27

Solucién: 2mi(m® —1).
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