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PRACTICA 2:
Programacion con Maxima

2.1 Resumen de Teoria

2.1.1 Introduccion

En la Practica 1 vimos una introduccién global al programa de calculo simbdlico Maxima, donde
revisamos su funcionamiento general y presentamos diversos comandos que resultan validos
para asignaturas como Calculo, Algebra, etc.

En esta Practica 2 vamos a seguir profundizando en Maxima, pero ahora ya desde una
perspectiva mas orientada a los Métodos Numéricos. Para ello veremos distintos comandos
destinados a la programacion de algoritmos, si bien todavia no profundizaremos en ninguno de
los temas clésicos del Analisis Numérico, lo cual ya haremos a partir de la siguiente Practica.

Comenzaremos repasando algunos conceptos tedricos que, por su caracter general, nos seran de
utilidad en todos los temas que trataremos este curso.

2.1.2 Definiciones de Error en los Métodos Numéricos

Los errores numéricos surgen del uso de aproximaciones para representar operaciones y
cantidades matematicas exactas. Estos errores incluyen:

e Los errores de truncamiento que resultan del empleo de aproximaciones como un
procedimiento matematico exacto, y

e Los errores de redondeo que se producen cuando se usan numeros que tienen un limite
de cifras significativas para representar nimeros exactos.

Para ambos tipos de errores, el Error numérico verdadero, E;, es igual a la diferencia entre el
valor verdadero y el valor aproximado, es decir:

E: = Valor verdadero — Valor aproximado
En la expresion anterior se puede tomar el valor absoluto y se habla entonces de Error absoluto.
Una desventaja en esta definicion es que no toma en consideracion el orden de la magnitud del
valor que se estima. Por ello se suele normalizar el error, considerando el Error relativo

verdadero:
Error verdadero E;

& = Valor verdadero ~ Valor verdadero

que también se puede multiplicar por 100% para dar el Error relativo porcentual verdadero.

En las ecuaciones anteriores E y e tienen un subindice t que significa que el error ha sido
calculado usando el valor verdadero. Sin embargo, en muchas aplicaciones reales, no se conoce a
priori la respuesta verdadera.
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Uno de los retos a los que se enfrentan los métodos numeéricos es el de determinar estimaciones
del error sin conocer los valores verdaderos. Por ejemplo, ciertos métodos numéricos usan un
método iterativo para calcular los resultados. En tales métodos se calcula una aproximacion
basandose en la aproximacién anterior. En tales casos, el error se calcula, a menudo, como la
diferencia entre la aproximacion previa y la actual. Por lo tanto, el Error relativo porcentual, &,,
esta dado por:

Aprox actual — Aprox anterior

Eq = 0%

Aprox actual

También es cierto que cuando se realizan célculos, no importa mucho el signo del error, sino mas
bien que su valor absoluto porcentual sea menor que una tolerancia porcentual prefijada &;. Por
lo tanto, en tales casos, los calculos se repiten hasta que:

leal < &

Si se cumple la relacion anterior, entonces se considera que el resultado obtenido esta dentro del
nivel aceptable fijado previamente &;.

También podemos relacionar estos errores con el ndmero de cifras significativas de la
aproximacion. Es posible demostrar que si el siguiente criterio se cumple, se tendra la seguridad
que el resultado es correcto en al menos n cifras significativas:

e =(0.5x 10 "%
2.1.3 Errores de Redondeo

Como se menciond antes, los errores de redondeo se originan debido a que la computadora
emplea un numero determinado de cifras significativas durante un calculo. Nidmeros como r, e

6 /2, no pueden ser representados exactamente por el ordenador.

Ademaés, debido a que los ordenadores usan una representacion en base 2, no pueden representar
exactamente algunos numeros en base 10. Esta discrepancia por la omision de cifras
significativas se llama error de redondeo.

Debido a que tenemos 10 dedos en las manos, el sistema de numeracion que nos es muy familiar
es el decimal o de base 10. Por ejemplo, el nimero 86 409 seria:

(8 x 10%) + (6 x 10°) + (4 x 10%) + (0 x 10%) + (9 x 10°) = 86 409
En este sentido es como si el ordenador tuviera solo dos dedos: las unidades l6gicas de sus
componentes electrénicos de apagado/encendido. Por lo tanto, los nimeros en el ordenador se
representan en sistema binario o de base 2. Por ejemplo, el nimero binario 11 es equivalente a:

Ix2h)+@x2%=2+1=3

en el sistema decimal.
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Basandose en esto, veamos como se representan los enteros en un ordenador. EI método mas
sencillo se denomina aritmética de punto fijo y emplea el primer bit de una palabra para indicar
el signo: con un 0 para positivo y un 1 para el negativo. Los bits sobrantes se usan para guardar
el nimero.

11000 jO0jOofOfoOf1jO|1T|O|1T]1T]0O]|1

T Ndmero
Signo

Por ejemplo, en un ordenador de 16 bits, se tiene el primer bit para el signo. Los 15 bits restantes
pueden contener los nimeros binarios de 0 a 111111111111111. El limite superior se convierte
en un entero decimal:

Ax2")+@x2¥)+..+ (1 x2Y)+ (1 x2°=32767

Asi, un ordenador de 16 bits puede guardar en memoria un entero decimal en el rango de —32767
a 32767. Estos nimeros se representan exactamente pero los nimeros por encima o por debajo
de este rango no pueden representarse y se genera un error de desbordamiento o "overflow".

Una limitacién mas importante se encuentra en el almacenaje y la manipulacion de cantidades
fraccionarias. Las cantidades fraccionarias generalmente se representan en un ordenador usando
la forma de aritmética de punto flotante. Con este método, el nimero se expresa como una parte
fraccionaria, llamada mantisa, y una parte entera, denominada exponente, esto es:

m - b°
donde m es la mantisa, b es la base del sistema numérico que se va a utilizar y e es el exponente.

Por ejemplo, el niimero 156.78 se representa como 0.15678 x 10° en un sistema de base 10 de
punto flotante. En 1a figura se muestra una forma en que el nimero de punto flotante se guarda
en un ordenador.

Exponente
con signo

Mantisa

[

Signo

El primer bit se reserva para el signo; la siguiente serie de bits, para el exponente con signo; y los
ultimos bits, para la mantisa.

La representacion de punto flotante permite que tanto fracciones como nimeros muy grandes se
almacenen en un ordenador. Sin embargo, tiene algunas desventajas. Para empezar, los nUmeros
de punto flotante requieren mas espacio y mas tiempo de computacion que los nimeros enteros.
Pero méas importante aun es que su uso introduce una fuente de error debido a que la mantisa
conserva solo un numero finito de cifras significativas. Por lo tanto, se introduce un error de
redondeo.
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A modo de resumen presentamos varios aspectos en los que influyen la representacion de punto
flotante, y los errores de redondeo.

1. El rango de cantidades que pueden representarse es limitado. Como en el caso de los enteros,
hay nimeros grandes positivos y negativos que no pueden representarse. Al intentar emplear
nameros fuera del rango aceptable dara como resultado el llamado error de desbordamiento
(overflow).

2. El grado de precision es limitado. Es evidente que, por ejemplo, los nimeros irracionales no
pueden representarse de manera exacta. Consideremos, por ejemplo, que vamos a guardar:

m=3.14159265358...

en un sistema de numeracion de base 10 con 7 cifras significativas. Un método de aproximacion
podria ser simplemente omitir, o “cortar’:

m =3.141592

Esta técnica de mantener sélo términos significativos fue originalmente conocida como
“truncamiento” en la jerga computacional. Preferimos llamarla corte para distinguirla de los
errores de truncamiento. Otra posibilidad es el conocido redondeo. Asi, en el ejemplo de =, el
primer digito descartado es 6. El ultimo digito retenido deberia redondearse a:

m =3.141593

El redondeo produce un error absoluto menor que el de corte y por ello algunos ordenadores
emplean redondeo. Sin embargo, esto aumenta el trabajo computacional y, en consecuencia,
muchas maquinas simplemente usan el corte.

3. Epsilon de Maquina. En una aritmética de punto flotante, se llama épsilon de la maquina (e-
mach) al numero decimal mas pequefio que, sumado a 1, el ordenador nos devuelve un valor
diferente de 1, es decir, que no es redondeado.

Representa la exactitud relativa de la aritmética del computador. La existencia del épsilon de la
maquina es una consecuencia de la precision finita de la aritmética en punto flotante.

4. Precision extendida. Los ordenadores que usan el formato IEEE permiten 24 bits para ser
usados por la mantisa, lo cual se traduce en cerca de siete cifras significativas de precision en
digitos de base 10 con un rango aproximado de 10*¢ a 10%°.

Parece suficiente pero aun asi hay casos donde el error de redondeo resulta critico. Por tal razén
muchos ordenadores permiten la especificacion de precision extendida. La mas comun de estas
especificaciones es la doble precision, en la cual se duplica el niUmero de palabras utilizado para
guardar nimeros de punto flotante. Esto proporciona de 15 a 16 digitos decimales de precision y
un rango aproximado de 103% g 103%.

En muchos casos el uso de cantidades de doble precision llega a reducir, en gran medida, el

efecto del error de redondeo. Sin embargo, el precio que se paga consiste en mayores
requerimientos de memoria y de tiempo de ejecucion.
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2.2 Precisiéon en Maxima

En esta practica vamos a seguir analizando aspectos generales de wxMaxima, pero en esta
ocasion ya enfocados a la asignatura que nos ocupa: Métodos Numéricos.

Si escribimos, por ejemplo:

(2i1) 4~200;
(301) 258224587808650858565551517200[61 digitos]280137831435503171572747453376

El resultado no pone todos los digitos, de hecho nos informa que ha omitido 61 digitos, y
muestra los 30 primeros y los 30 ultimos. Para saber los digitos omitidos vamos al menu
Maxima-Cambiar pantalla 2D y escogemos ascii, si ahora repetimos la operacion
obtendremos:

'{%12] set _display('ascii)®

(%13) 4%%200;

($03) 258224987808690858965591917200301187432970579282922351283065935654064762\
2016841194629645353280137831435903171972747493376

(2i4) 2~500;

(304) 327339060789614187001318969682759915221664204604306478948329136809613379\
640467455488327009232590415715088668412756007100921725654588539305332852758537

Ahora si los muestra todos. La barra que aparece al final de la linea no es la de cociente, s6lo nos
informa de que el nimero sigue. Para volver al modo por defecto de pantalla, vamos al menu
Maxima-Cambiar pantalla 2D y escogemos xml, como figura a continuacion:

(%i5) set display('xzml)$

Maxima es un programa de calculo simbdlico y hace las operaciones encomendadas de forma
exacta, por ejemplo la suma de fracciones devuelve otra fraccion y lo mismo la raiz cuadrada, a
no ser que se le pida usando la sentencia: float(numero) que da la expresion decimal de nimero
con 16 digitos. La instruccion numero,numer realiza el mismo efecto y tambien da la expresion
decimal de nimero con 16 digitos.

Por otro lado bfloat(numero) da la expresion decimal larga de numero acabada con b seguido de
un ndmero n, que significa multiplicar por 10".

La precisién que nos brinda el programa (por defecto 16 digitos) se puede modificar con la
instruccion fpprec: que indica el nimero de digitos a utilizar. Veamos algunos ejemplos:

(%i6) sqrt (2) ;

(206) vz

-{%i".-'] sgrt (2) , numer;
(267) 1.414213562373095
(2i8) float (sqrt (2)) ;

(%o8) 1.414213562373055
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(2i9)  bfloat (sgrt(2)):

(209) 1.414213562373095b0
($i10) fpprec: 100;
(fpprec) 1

=
=

.(%ill) bfloat(sgrt(2));
(Foll) 1.41421356237305504880168087242[43 digitos]B8462107038850387534327641573b0

-{%ilzj set _display('ascii)®

-(%i13] bfloat(sgrti(2)):
($013) 1.4142135623730950488016887242056580785659671875376948073176675737590732\

478462107038850387534327641573b0

(2i14) fpprec:1000;
(2014) 1000

($115) bfloat (%pi);

(%015) 3.141592653589793236462643383279502864197169399375105820974944592307816\
406286208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231725359408\
128481117450284102701938521105559644622948954930381964428810975665933446128475\
648233786783165271201909145648566923460348610454326648213393607260249141273724\
587006606315588174881520920962829254091715364367892590360011330530548820466521\
384146951941511609433057270365759591953092186117381932611793105118548074462379\
9627495673518857527248912279361830119491298336733624406566430860213949463585224\
737190702179860943702770539217176293176752384674818467669405132000568127145263\
560827785771342757789609173637178721468440901224953430146549585371050792279689\
2589235420199561121290219608640344181596813629774771309960518707211349999998372\
978049951059731732816096318595024459455346908302642522308253344685035261931188\
171010003137838752886587533208381420617177669147303598253490428755468731159562\
863882353787593751957781857780532171226506613001927876611195909216420199b0

Volvamos al estado original:

(2i16) fopprec : 16;
(¥0l6) 16
(£117) set display('xzml)S

2.3 Operadores logicos
Los operadores 16gicos son:
and =y (conjuncion)
not = no (negacion)
or = o (disyuncion)

Maxima puede averiguar la certeza o falsedad de una expresién mediante el comando:

is(expresidn) decide si la expresion es cierta o falsa
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(2i1) :111 (all) ;

(%o0) done

(2i1) is (7<8 and 9>10);
(%ol) false

(2i2) is (8>9 or 5<6):
(Fo2) true

(213) is (x72-1>0);
(%03) unknown

También podemos hacer hipdtesis y olvidarnos de ellas por medio de los comandos:

assume(expresion) = suponer que la expresion es cierta
forget(expresion) = olvidar la expresion o hipotesis hecha

-{%ii] assume (x>1}5
is(=z"2-1>0) ;

(x05) true

(247) forget (x>1) S
is(x~2-1>0);

(Fo7) unknown

Como se observa en la ultima salida al olvidarnos de la hipétesis de ser x > 1, ya no sabe si es
verdadera o falsa la expresion.

Cuando Maxima tiene dudas sobre algun dato que puede influir en cual sea su respuesta, antes de
darla hace preguntas. Por ejemplo:

(zi8) integrate (exp(a*x),x,0,inf);
Is a positive, negative or zero?

Para calcular el valor de esta integral impropia, Maxima necesita saber el signo del pardmetro a.
La celda como vemos esté resaltada y ademés en la esquina inferior izquierda de la pantalla
aparece este mensaje:

celdaz 1 en la cola de evaluacian
que nos indica que hasta que no contestemos a la pregunta no podremos seguir trabajando. Para

contestar basta escribir la inicial de la respuesta. En este caso para indicar que es negativo
pondremos:

(£18) integrate (exp (a*x),x,0,inf) :
Is a peositive, negative or zero?n;
1

($08) -=
=

El comando assume permite evitar las preguntas dando de antemano las respuestas.
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2.4 Bloques y funciones

Es una buena costumbre, al empezar a programar, que antes de definir una funcion de nombre (el
que sea), la borres con kill(nombre) (el que sea) o todo, con kill(all).

(2i1) kKill (211) 5

La forma maés facil de escribir programas dentro Maxima es a traves de funciones o bloques, por
ejemplo:

-{%il] suma (%, v) :==t+v;
(%ol) smna(x,y):=x—y

crea una funcién que devuelve la suma de los argumentos. Para usarla puedes hacer:

(2i2) suma (1,2) :
(302) 3

Ya vimos que para definir funciones se utiliza el comando := o define. Si queremos que el
cuerpo de la funcién sea una sucesion de expresiones se hace f(x):=(exprl,expr2,....exprn) y se
devuelve sélo la dltima.

-{%iE] f=):=(=x"2,=2"3,sgrt(=)})
_ 2 3 —

_{%03) f(x):—(x P X ,,\__.f"fx)

(E1i4) £f(4):

(Fod) 2

La forma mas comin para programar en Maxima es usar el comando block para crear
subrutinas. ElI comando block, entre otras cosas, permite limitar el campo de accion de una
asignacioén a un bloque de cddigo. Por tanto, con este comando se pueden usar variables locales
que no interfieren con las variables que usemos fuera:

f(x):=block([lista de variables locales],cuerpo)
f(x):=block(cuerpo)

O bien:

block([vi,..., Vn], €Xpri,...,.eXprm)
block(expri,..., exprm)

El comando block evalGa las expresiones secuencialmente y devuelve el valor de la dltima
expresion evaluada. En caso de usarse, las variables vi,...,va son locales en el bloque y se
distinguen de las globales que tengan el mismo nombre. Si no se declaran variables locales
entonces se puede omitir la lista.

El valor del bloque es el de la tltima sentencia o el argumento de la funcion return, que puede
utilizarse para salir del bloque. Veamos un ejemplo de block.

Pagina 8 de 20



PRACTICA 2: Programacion con Maxima

(2i9) %:45 y:58
¥y
Plock([=,v],=:7;, v:8;, X%Vy);
Ry,
(%27) 20
(%5o08) 56
(509) 20

Como se observa las variables x e y siguen valiendo lo mismo antes y después del block y
diferente dentro del mismo por haberlas declarado como variables locales dentro del block. Que
en un programa block se puedan utilizar variables locales que no interfieran con el resto de
Maxima, es muy importante para no machacar los valores externos si la variable se llama igual
que otra definida fuera.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto de nuevo el efecto de las variables locales y globales,
que el blogue so6lo devuelve la Gltima expresion, y también ilustra el uso de la orden return para
salirse prematuramente de un block.

-{%ill] flx):=block({[=x],=x,x*2,x"3)5%
£(3):

(3011) x°

-{%i13] gl(x):=blockix,x"2,x"3)5
g(3);

(F0l13) 27

($115) hi{x):=block(=z,x"2,return(x) ,,x"3)5
h{3):

(Fols) 3

Los programas block de Maxima devuelven la Gltima instruccion realizada, por lo que si alguna
vez vamos a usar la salida de un programa como entrada de otro (o del mismo) y se necesitan
varios datos de entrada es posible que tengamos que poner la entrada y la salida del programa
como una lista de valores.

-{%ilﬁ] block([=z]l,x:2,a:2"2,b:x"3, [a,b]l):

(Focle) [4,8]

2.5 Condicionales y bucles

En la programacion de algoritmos numericos es fundamental la utilizacion de condicionales y
bucles, los primeros en Maxima se realizan con la funcién if (si es necesario, acompariada por
else). La forma basica sera:

if condicién then accionl else accion0

Este comando, si condicion es verdadera, ejecuta accionl, en caso contrario, es decir si es falsa,
ejecuta la expresion tras el else o sea acciénO.

Veamos algunos ejemplos:
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(2i1) i1l (all)s
(%12) F(x):=1if =<0 then 0 else ="Z2:
plot2d(F(x), [%,-1,11,[v,-1,11)5

0.5 H 4

if x <0 then 0 else ¥2
=)

. ‘ i .
-1 -0.5 0 0.5 1

.{%i-'-l] F(x):=1f =<0 then 0 else (if =<1 then ="2 else 1)}%
plot2d(F(x), [%,-1,21, [v,-1,21)5

-
w
T
1

-
T

=]

if x < 0 then 0 else (If x < 1 then x2 else 1)
[=]
w
T

[=]
w
T
1

Para los bucles disponemos de for, que tiene las siguientes variantes:

for < var >:<vall > step < val2 > thru < val3 > do < expr >
for < var >:<vall > step < val2 > while < cond > do < expr >
for < var >:<vall > step < val2 > unless < cond > do < expr >

El primer for desde el valor inicial vall de la variable var la va incrementando con paso val2 y
siempre que esta sea menor o igual que val3 calcula expr. En el segundo caso, partiendo del
mismo valor inicial y con el mismo incremento, calcula expr mientras se verifique cond. Y en el
tercero calcula expr a no ser que se verifique cond.

Cuando el incremento de la variable es la unidad, se puede obviar la parte de la sentencia relativa
a step.

Cuando no sea necesaria la presencia de una variable de recuento de iteraciones, también se
podra prescindir de los for, como en:

while < cond > do < expr >
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:{%ilj kill (211)5

(£13) sumz:0;
for i:1 thru 10 do suma:sumati;
Suma;
(suma) ]
(Fo02) done
(F03) 55
(%17) suma:0;
n:15
while (n<=10) do (suma:sumatn,n:nt+l):;
Suma;
(suma) ]
(Fo06) done
(FoT) 55

Como vemos, al utilizar s6lo while, debemos incluir un contador que vaya incrementado su
valor. Ademas es importante su colocacion en el bucle. Observe:

(2i11) suma:0;

n:ls
while (n<=10) do (n:nt+l, suma:suma+n) ;
Suma ;
(suma) ]
(5cl0) done
(Foll) 65

Para salidas por pantalla se utilizan los comandos disp, display y print. Veamos unos ejemplos:

(2i13) n:is
while (n<4) do (=z:n"Z2,
print ("el wvalor de x para™, n, "es",x),n:n+l)s
gl valor de x para 1 es 1
gl valeor de x para 2 es5 4

el valor de x para 3 es5 S

(3i15) n:1s
while (n<4) do (x:n"2,disp(x),n:n+l1)5
1

Lo

(2i17) n:iS
while (n<4) do (x:n"2,display(x),n:n+l)5

S
Il
'_l

-
Il
oo
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Para realizar sumatorios, como no podia ser de otra forma, Maxima tiene implementada la
funcion sum, que adopta la forma:

sum(expr,i,i0,il)

que hace la suma de los valores de expr segun el indice i varia de i0 a il. Veamos por ejemplo la
suma de los cuadrados de los 100 primeros nimeros naturales:

-{%ilﬂ] sum(i°2,1i,1,100);
(%o018) 338350

Pero si queremos hacerlo con nuestro propio bucle (por ejemplo con for) escribiremos:
($121) suma:05

for 1:1 thru 1
print (suma) 5

fa!

00 do (suma:sumat+ti**2)}53

338350

Del mismo modo, para realizar productos, Maxima también tiene implementada la funcion
product, que adopta la forma:

product(expr,i,i0,il)

que representa el producto de los valores de expr segun el indice i varia de i0 a il. Ejemplo:

(2i22) product(i,i,1,5):
(3022) 120
(£125) producto:ls
for i:1 step 1 thru 5 do (producto:producto¥*i)?

print (producto) %

120

En los ejemplos anteriores la variable suma o producto iba actualizando su valor y no definimos
ninguna funcién. Pero Maxima también permite la definicién de funciones por recurrencia. Por
ejemplo si queremos definir el factorial de un nimero natural podriamos hacerlo como sigue:

= 1f n=1 then 1 else n*fact(n-1);

(3i26) fact(n):
(%02E) fact(ﬂ):=if n=1 then 1 else !1fact(ﬂ—l)
) :

(2i27) fact (5
(3027) 120

Recordemos que el valor del block es el de la Gltima sentencia o el argumento de la funcidn
return, que puede utilizarse para salir del bloque. La funcién return puede usarse dentro del
block para salir de do de forma prematura, retornando un valor determinado. Nétese no obstante
que un return dentro de un do que esta dentro de un block provocara una salida de do pero no
de block. Véase con atencion el siguiente ejemplo:
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(%129) block(a:0,for i:1 thru 15 do
(a:a+l, if i=5% then (return(i)))
P O¥GY
print ("a=",a) s
(3028) 48

2.6 Funciones utiles para la programacion

Entre las muchas variables opcionales de Maxima, repararemos de momento solo en las
siguientes, las cuales por defecto tienen asignado el valor false.

numer
showtime

Por ejemplo si declaramos numer:true entonces algunas funciones matematicas con argumentos
numéricos se evalian como decimales de punto flotante. También hace que las variables de una
expresion a las cuales se les ha asignado un nimero sean sustituidas por sus valores y activa la
variable float. Para volver a su valor predeterminado hay que reiniciar Maxima o bien
declararlas como false.

(3il) kill (all) ;

(Fo0) done

-I[%il] numer:true;
(numer)} true

(2i2) Lpins;

(F02) 306e.01%c847852814
-{%iE] numer:false;
(numer) false

(2i4) Lpins;

(304) w2

Si hacemos la declaracion de la variable showtime:true se muestra el tiempo de célculo con la
salida de cada expresion. Y sigue asi hasta que se reinicie el programa o se declare como false.
También existe la funcion time(%0) que devuelve el tiempo, en segundos, que fue necesario
para calcular la salida %o0. La funcion time sélo puede utilizarse para variables correspondientes
a lineas de salida; para cualquier otro tipo de variables, time devuelve unknown. En la siguiente
seccidn veremos varios ejemplos.

2.7 Aritmética exacta versus aritmética de redondeo

Como dijimos al principio Maxima es un programa de calculo simbdlico y hace las operaciones
encomendadas de forma exacta, por ejemplo la suma de fracciones devuelve otra fraccion y lo
mismo la raiz cuadrada u otras funciones cuyo resultado no sea un entero, a no ser que se le pida
mediante float(nUmero) o namero,numer, que dan la expresion decimal de numero con 16
digitos o también con bfloat(numero) que da la expresion decimal larga de nimero acabada con
b seguido de un ndmero n, que significa multiplicar por 10".
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Pero trabajar en aritmética exacta no es conveniente en Calculo Numérico, pues el tiempo
empleado en los calculos aumenta considerablemente, no siendo proporcional al nimero de
operaciones efectuadas y en muchas ocasiones aunque Maxima calcule las operaciones
encomendadas no llega a mostrar los resultados.

Veamos lo que acabamos de afirmar en los siguientes ejemplos, en los que se calcula la suma de
los inversos de los cuadrados de los n = 100, 1000, 10000, 100000 primeros nimeros naturales
en aritmética exacta y se muestra el tiempo de célculo empleado en realizar dicha suma:

(2i1) :111 (all) ;
(%o0) done
-{%il] showtime:trues

Evaluation took 0.0000 seconds (0.0000 elapsed) using 80 bytes.
(%i2)  sum (1/i"2,i,1,100)5

Evaluation toock 0.0156 seconds (0.0156 elapsed) using €65%.08¢ EB.
($i3)  sum (1/i"2,i,1,1000)5

Evaluation took 0.0468 seconds (0.0468 elapsed) using 1.735 MB.

.{%i4] sum (1/1"2,1,1,10000)5
Evaluation took 1.2636 seconds (1.2636¢ elapsed) using 124.155 MB.
(%15) sum (1/1i"2,1,1,100000)5%

Evaluation toock 102.145%5 seconds (102.725¢ elapsed) using 119%43.080 MB.

En general, los ordenadores trabajan en aritmética de redondeo, también llamada de punto
flotante, con un ndmero fijo k de digitos; esta aritmética tiene propiedades algo distintas de las
habituales, por ejemplo la suma deja de ser asociativa, hay nimeros no nulos que al ser sumados
a otro no alteran la suma, se produce la pérdida de cifras significativas al hacer la diferencia de
nlmeros proximos, etc.; pero se suelen obtener resultados satisfactorios en un tiempo razonable,
en general muchisimo menor que en la aritmética exacta y los tiempos empleados tienden a ser
proporcionales al numero de operaciones realizadas. Recordemos también que por defecto
Maxima trabaja en aritmética exacta, de manera que si queremos que lo haga en aritmética de
redondeo podemos declararlo mediante numer:true.

Veamos diversos ejemplos con el anterior sumatorio:

.(%iﬁ] numer:trues

Evaluation toock 0.0000 seconds (0.0000 elapsed) using 100 bytes.

.{%i?] sum (1/172,1i,1,100};

Evaluation tock 0.0000 seconds (0.0020 elapsed) using 40.30% EB.
(507) 1.6345%83900184852

(3i8) sum (1/i%2,i,1,1000);

Evaluation took 0.0312 seconds (0.0312 elapsed) using 402.418 EB.
(F08) 1.6439345¢ce081561

(%i9) sum (1/i~2,i,1,10000);

Evaluation took 0.2652 seconds (0.2652 elapsed) using 4.036 MB.
(%09) 1.644834071848065

.{%ilﬂj sum (1/i"~2,i,1,100000};

Evaluation toock 2.7768 seconds (2.7%24 elapsed) using 41.753 MB.
(%010} 1.6445%24066858242
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Se observa que la aritmética de redondeo es mucho mas rapida que la exacta.

Seguidamente, vamos a aumentar el numero de términos en el sumatorio anterior a 1, 2 y 4

millones para ver como el tiempo de calculo empleado tiende a ser proporcional al nimero de

operaciones realizadas. Recordemos que seguimos en punto flotante de 16 cifras). Mostramos el

tiempo de célculo y realizamos los sumatorios pedidos:

(%$il1l) sum (1/i*2,i,1,1000000);

Evaluation took 27.9%710 seconds (28.1132 elapsed) using 422.765 MBE.
(3011) 1.64493306684877

(%i12) sum (1/i~2,i,1,2000000

Evaluation took 56.1604 seconds (56.3513 elapsed) using 848.165 MB.
(3012) 1.644933566848388

(%i13) sum (1/i~2,i,1,4000000

Evaluation took 112.6639% seconds (113.0552 elapsed) using 1702.655 MB.
(3013) 1.644933816848411

Se observa el crecimiento lineal del tiempo de CPU en la aritmética de redondeo (lo que se pone
de manifiesto con la grafica discreta de tiempos empleados frente al nimero de operaciones), no
ocurre lo mismo en la aritmética exacta.

(2i1) kill (211)S
plot2d([discrete, [[10%6, 27.971],[2*10"6, 56.1604],

[4%10"6,112.66358]]11]1)5

120 T T T T

110 - T

100 b

90 - -

80 - —

- 70 -

60 - b

50 T

40 | -

30 -

20 1 Il 1 1 1
1x10° 1.5x10° x108 2.5x10° ax10® 3.5x10° 4x108

)4

En el comando plot2d usamos [discrete, puntos] para dibujar los puntos, que se introducen por
pares: [[x0,y0],[x1,y1],...]. Por defecto los une.

2.8 Epsilon de maquina

Cuando trabajamos en aritmética de redondeo, conviene recordar que denominamos épsilon de
maquina ¢ al nimero positivo mas pequeiio que al ser sumado a otro numero cualquiera a
verifica que € + a > a, de manera que todo nimero positivo € menor que ¢ verifica que €' + a =
a. Por ejemplo, vamos a hallar el primer nimero positivo e tal 1 + & > 1.
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En base 2 sera de la forma 0.000000001, luego una potencia de exponente negativo de 2. Hemos
de hallar pues el primer nimero n tal que 1 +2™ = 1, en aritmética de punto flotante, en cuyo

caso el cero de maquina sera 27" = 2" y puede obtenerse, por ejemplo, con el programa:
(%il) £111(all)$

(£il) showtime:false?

(%$12) numer :trues

.l[%iﬁ] fpprec:205

o

n:l

while (1.042"(-n)}>1.0) do (n:n+l);

print ("El épsilon de maguina es 2°(",-n+l,")} =",
float (2 (-n+l))) 5

(505) done

El épsilon de maguina es 2°( —-52 ) = 2.2204460459250313 1071€

Notemos que al poner 1.0 en el programa anterior, este fuerza a Maxima a trabajar en aritmética
de redondeo. Una forma de obtener el épsilon de maquina la da el programa:

.(%i‘}] epsilon:1.05%
while ((l+epsilon/2)>1) do(epsilon:epsilon/2)5
print ("EL epsilon de maguina de Maxima: ",float (epsilcon)) s

E]l gpsilon de miguina de Maxima: 2.220446049250313 1071°

Podemos preguntar si el nimero hallado cumple la definicion en la forma:

.{%ilﬂ-] is (142.220446045250313*10~-16>1) ;
(5010) true
(£111) is (14+(2.220446045%250313%10~-16)/2>1);

(%oll) false

2.9 Fuentes basicas de errores
Los diversos tipos de errores que pueden aparecer al resolver numéricamente un problema son:

e Errores del modelo matematico. Son inevitables si el modelo matematico de la situacion
real es moderadamente simple.

e Errores producidos por la inexactitud de los datos fisicos sobre los que se basa el modelo.

e Errores por equivocacion humana al introducir mal los datos o programar
incorrectamente

e Errores de truncamiento matematico. Muchos de los modelos matematicos, incluso los
mas simples, se corresponden con procesos infinitos: integrar una funcion, derivar, etc.
Como es imposible programarlos con un ndmero infinito de pasos, al implementarlos en
el ordenador se cometera inevitablemente un error al sustituirlos por un ndmero finito de
pasos.

e Error de redondeo. Este se transmite al realizar operaciones y son debidos a que los
ordenadores solo guardan un namero finito de cifras significativas. Ademas al realizar
operaciones aritméticas el resultado debe ser nuevamente redondeado.
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Este Gltimo hecho se puede ver muy bien graficamente. Consideremos el polinomio p(x) = (x-1)".
Lo vamos a dibujar escrito factorizado en la variable p1l y expandido en la variable p2 y, vamos a
realizar la grafica en el intervalo [0.988, 1.012]. Observamos que lo que deberia de ser una
gréafica suave de un polinomio tiene una forma muy angulosa y aparentemente aleatoria, a este
fendmeno se le suele llamar ruido al evaluar la funcion y ocurre cuando el intervalo en que se
dibuja la funcién es demasiado pequefio.

(%i1) i1l (all) s
(%14) pl: (x—-1)"7;
pZ:exXxpand (pl);
plotZd(pl, [=,0.5%88,1.012])5
plot2d(p2, [%,0.988,1.012], [nticks,100])%
(pl) (x—fl.)q
(p2) % -7 x%+21 x

Pl
a0t
Zx104

1x1074

(x-1)

-0
,7_\(10*14

-3xq074

410714

Sx1p°14
Bl
EA TR
o
o
-1x107
-0

-3t

)77 0421wy 35y 35 B2 R 7 -1

-a10714

-sx10714 L 1 1
0.99 0.985 1 1.005 1.01

X

Esto ocurre por la cancelacion severa de cifras significativas en el calculo y se debe a que, para x
cerca de 1, al calcular p2 se restan muchos niimeros cercanos (como -35x* y 35x°, etc.).

Para finalizar nos parece interesante comentar la relacion que existe entre el error de
truncamiento matematico y el error de redondeo.

Por ejemplo, si, para minimizar el error de truncamiento al calcular una integral, tomamos una
suma con un millén de términos, ademas de tardar mas en efectuarse el calculo, nos
encontraremos que aumenta el nimero de operaciones y por tanto el error de redondeo
acumulado. Reciprocamente, si por disminuir el error de redondeo reducimos mucho el numero
de términos de la suma, la aproximacién a la integral puede ser inaceptable.
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Dibujemos el error cometido al aproximar la derivada de exp(x) en x = 1 por la formula:

iy LW 1)

Tomamos el paso h como 10" y dibujamos los valores de n 'y el valor absoluto de:

exp(1+10™) — exp(1)
10m

exp(1)

El comportamiento de la influencia conjunta de los dos errores puede representarse, de modo
intuitivo. Si el paso h es grande el error de truncamiento se hace grande y por tanto el error total
también se hace grande. Si el paso es excesivamente pequefio el error de redondeo se hace
grande y por tanto el error total aumenta. Es preciso un compromiso de forma que no se dispare
ninguno de los dos errores.

(%18) kill {(errder) S
errder (n) :=ev(abs((exp(l.+10n)-exp (1)) /10" n-exp(1.)) ,numer) 5
lis:makelist ([n,errder(n)]l,n,-18,1)5
plotZd([discrete,lis], [v,0,2.5]})5

2.3 T T T T T T T

1.5

-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
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2.10 Ejercicios propuestos

Completar con Maxima los ejercicios siguientes:
Ejercicio 1. Considera los siguientes valores de p y p*:

p=0.12, p*=0.1
p =0.1289725 10°, p* = 0.1289705 10°

¢Cual es el error absoluto y el error relativo al aproximar p* por p?
Ejercicio 2. Calcular la raiz cuadrada de 5 con 80 digitos.

Ejercicio 3. Averigua qué nimero es mayor: 1000%%° o 999'° ;Cémo crees que es su
diferencia, grande o pequefia? Calculala.

Ejercicio 4. Escribir un programa que dados tres nimeros calcule el mayor. Llama al block
maxi(a, b, ¢) y compruébalo con algin ejemplo. Mejora el programa anterior y haz que ordene
los tres valores de mayor a menor.

Ejercicio 5. Utilizando un block, escribe una funcion cubo(n) que nos de la suma de los cubos
de los n primeros nimeros naturales. Comprueba el resultado con el comando sum.

Ejercicio 6. Construye un block, que llamaras f(n), que calcule la suma de los cuadrados de los n
primeros nimeros naturales. Haz que el mismo bloque devuelva el resultado. Incluye ahora una
salida con return de forma que si la suma es mayor de 200 se salga de forma prematura. Haz
que devuelva la sumay el valor de n en el que se salio.

Ejercicio 7. Utilizar un bucle for para poner de manifiesto la acumulacion de los errores de
redondeo, sumando n veces la fraccion 1/10 pero usando su valor 0.1. Tomando n = 1, 10, 100,
1000, 10000, 100000, y 1000000, observar la pérdida de cifras significativas de cada resultado.

Ejercicio 8. Calcula:

mediante la orden sum y su opcién simpsum. Busca en la ayuda si es necesario. Ahora haz tu
propio block para calcular dicha suma, obviamente para un valor finito de n. Haz que muestre el
tiempo que tarda y compara tu solucion con la obtenida con sum.

Ejercicio 9. Comprueba con tu propio block si vale lo mismo:

el
12 3 10000

. 1 - 1 . Lt
si lo sumamos empezando por < 0 si empezamos por ——. Usar aritmética de punto flotante y
mostrar el tiempo de ejecucion. ;Cémo lo hace la orden sum?
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