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PRACTICA 8:
Interpolaciéon a Trozos.
Minimos Cuadrados

8.1 Resumen de Teoria

8.1.1 Interpolacion a Trozos: Splines

En la practica anterior, se usaron polinomios de n-ésimo grado para interpolar entre n + 1 puntos
que se tenian como datos. Por ejemplo, para ocho puntos se puede obtener un perfecto polinomio
de séptimo grado. No obstante, hay casos donde estas funciones llevarian a resultados erroneos a
causa de los errores de redondeo y los puntos lejanos.

Un procedimiento alternativo consiste en colocar polinomios de grado inferior en subconjuntos
de los datos. Tales polinomios conectores se denominan trazadores o splines. Por ejemplo, las
curvas de tercer grado empleadas para unir cada par de datos se Ilaman splines cubicos. Esas
funciones se pueden construir de tal forma que las conexiones entre ecuaciones cubicas
adyacentes resulten visualmente suaves.

Podria parecer que la aproximacion de tercer grado de los splines seria inferior a la expresion de
séptimo grado. La figura muestra una situacion donde un spline se comporta mejor que un
polinomio de grado superior. Este es el caso donde una funcion en general es suave, pero
presenta un cambio abrupto en algun punto.

fx) —

Los casos a) a c) indican que el cambio abrupto induce oscilaciones en los polinomios de
interpolacion. En contraste, un spline lineal d) ofrece una aproximacién mucho mas aceptable.
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PRACTICA 8: Interpolacion a Trozos. Minimos Cuadrados
8.1.2 Spline Lineal

La unién mas simple entre dos puntos es una recta. Las interpolaciones a trozos de primer grado,
para un grupo de datos ordenados, se definen como un conjunto de funciones lineales:

f(x) = f(xg) + my(x — xp), con x5 < x < xq,

f(x) =f(xy) +my(x —xp), con x; < x < xy,

fQ) =flxn_1) + mp_1(x — xp_1), cON X1 < X < Xy,
donde la pendiente m; de la linea recta que une los puntos es:

f(iva) = fx)

Xit1 — X

i

Estas relaciones se usan para evaluar la funcion en cualquier punto intermedio entre nodos.

fx)
Trazador de
primer orden
2
0 | | | | |
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)
8.1.3 Regresién por Minimos Cuadrados

Cuando los datos tienen errores sustanciales, la interpolacion polinomial es inapropiada y puede
dar resultados poco satisfactorios cuando se utiliza para predecir valores intermedios. Con
frecuencia los datos experimentales en ingenieria son de este tipo.
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a) b)
Supongamos que queremos determinar una funcion y = f(x) que modelice de manera adecuada

algun fendmeno, del que disponemos de n observaciones. En el método de los minimos
cuadrados la funcion f(x) se halla de manera que sea minimo el error cuadréatico:

Zn: lyi — f(x)I?

(w2, y2)

Regresion Lineal

El ejemplo mas simple de una aproximacion por minimos cuadrados es ajustar una linea recta a
un conjunto de observaciones definidas por puntos:

f(x) =ay+ax

Para determinar los valores de a, y a;, la ecuacion:

n n n
Dlel = ) Iy = FI = Y Iy - a0 — @ ()
i=1 i=1 i=1

se deriva con respecto a cada uno de los coeficientes. Al igualar estas derivadas a cero, dara
como resultado un error cuadratico minimo. Si se hace esto, las ecuaciones se expresan como:
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Y P
(z xi) ap + (z xiz) a; = le- Vi

donde todas los sumatorios van desde i = 1 hasta n. Este sistema de dos ecuaciones lineales, con
dos incognitas a, y a,, lo podemos resolver con los métodos conocidos.

Regresion Cuadrética
En ingenieria, algunos datos exhiben un patron marcado, como el que se advierte en la siguiente

figura. Estos datos son pobremente representados por una linea recta. En este caso parece mas
adecuado ajustar los datos mediante regresion polinomial.

__._._:_.’..ch— |

a) b)

El procedimiento de minimos cuadrados se puede extender facilmente al ajuste de datos con un
polinomio de grado superior. Por ejemplo, suponga que ajustamos un polinomio de segundo
grado o cuadratico:

f(x) = ay + a;x+a,x?
Al seguir el procedimiento de la seccion anterior, obtenemos la derivada de la ecuacion del error

con respecto a cada uno de los coeficientes desconocidos del polinomio. Estas ecuaciones se
igualan a cero y se reordenan para desarrollar el siguiente conjunto de ecuaciones normales:

nay + (Z xi) a; + (Z xiz) a = Zyi
(z xl-) ap + (Z xiz) a; + (Z xi3) a, = Z Xi Vi
Oont)ao+ (e + (Yot = Y.t )

donde todas los sumatorios van desde i = 1 hasta n. Observe que las tres ecuaciones anteriores
son lineales y tienen tres incognitas: a,, a, y a, . Los coeficientes de las incognitas se evaltan de
manera directa, a partir de los datos observados.

En este caso, observamos que el problema de determinar un polinomio de segundo grado por
minimos cuadrados es equivalente a resolver un sistema de tres ecuaciones lineales simultaneas.

El caso bidimensional se extiende con facilidad a un polinomio de m-ésimo grado.
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8.2 Splines

En la préactica las aproximaciones mas habituales son la interpolacion lineal a trozos, y el spline
cubico. Antes de ver los comandos que implementa Maxima para su calculo, veamos sobre un
ejemplo como aplicar lo visto en teoria.

8.2.1 Spline Lineal
Consideremos como ejemplo la funcion:
f(x) = x + cos3x

Vamos a construir 10 puntos x; igualmente espaciados en el intervalo [0, 4] y vamos a obtener la
aproximacion obtenida por interpolacion lineal a trozos correspondiente a los datos:

X = (%), y = f(x)
(%il1) cill (all) s
_{%il] fiz)i=z+cos(3*=z)5%
(£14) ®x:makelist (i,1,0,4,4/(10-1));

1)
yimakelist (i+cos(3%1),1,0,4,4/(10-1)) ,numers
transpose (v} ;
) 4 8 4 16 20 8 28 32
(=) [DIEIEIEJ?:?:Er?I—:4]

1.0
0.67968201774743359
~4,376793241525068 1072
0.67T36897124697213

.3595812676369459

3]

(%04d)
3.149589925273197

.521166632858052

3]

2.115283258322854

3.23254615718018

4.843853958732495

Aunque existen diversas formas de hacerlo, hemos optado por trabajar con listas. Es sencillo y
facil de programar. Tan solo debemos tener cuidado, como siempre con el contador.

Por ejemplo si queremos tomar n nodos en el intervalo [a, b], con el comando makelist hacemos
variar la i entre a y b, con un paso de (a — b)/(n —1), pues, como bien sabemos, n nodos
producen (n —1) intervalos. Esta forma de trabajar ya la utilizamos en la Practica 7 y es tipica del
problema donde en vez de darnos los puntos, nos dan una funcion f(x) y nosotros seleccionamos
los nodos.
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Luego, cuando usemos las listas x e y, debemos recordar que el primer elemento es x; = X[1], Y1
= y[1] y no xo = X[0], yo= y[0] como suele denotarse en teoria. El ultimo sera x, = x[n], yn=y[n],
pues tenemos n nodos.

Vamos ahora a construir las rectas que constituyen la interpolacion lineal. Habra (n —1), tantas
como intervalos. En este caso serdn 9. Comenzamos calculando las pendientes y luego las rectas.

(%15) m:makelist ((y[i+1]-v[i])}/ (x[i+1]-=[i]},1,1,9) ,numers
-l[%iB] splinlin:makelist (y[il4+m[i]l*(2—x[i]},i,1,9) ,numers
splinlin(z) :=expand(splinlin) %
msp:transpose (splinlin(z) )5

Para hacernos una idea sobre el intervalo de validez de cada recta, afladimos sobre la matriz msp
anterior dos columnas que asi nos lo indican.

(%15) addecol (msp,delete (x[10],x) ,delete (=[1],2})
4
1.0-0.7207154600682738 = Q —
|
i
1.35980171481902-1.530269231841106%2 = — —
|
a8
1.530286631536216 z-1.360659249629119 — —
e
16
3.779755989126261 z—-4.35998459530315%¢6 — —
|
16 20
(%$09) 1.777519479681559 z—0.800453362908045 — —
e |
20 i
6.291706387348928 -1.413952407934078 z — —
e 3
a8 28
4,95643088006924 -0.9132240927041856 2z — —
3 |
28 32
2.513828022428985 z-5,.70550903367843¢9 — —
e |
32
3.6254942553492709 z-9.657916255238339 — 4
e

Ahora vamos a definir una funcion a trozos mediante un bloque usando los comandos for e if la
cual representa el conjunto de todos los splines lineales.

.{%ilfJ] fsplinlin(z) :=block([v],for 1:1 thru % do |
if(x[1]<=z and z<=x[1+1]) then

viev(splinlin(z) [1i])),v) 5

A continuacion, vamos a hallar los errores absolutos que se cometen con la aproximacion
anterioren x =1, x = 2, y x = 3. Evidentemente en los nodos el error es cero.
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-I[%il-’-l] abs(f(l)—fsplinlin (1)) ,numer;
abs(£(2)—fsplinlin(2)),numer;
abs (f(3)-fsplinlin(3)),numer;
abs (f(4/%)-fsplinlin(4/9)) ,numer;
(Foll) 0.15558c6652247615
(%o0l12) 0.20558469018525929
($013) 0.12788B886384133

(5o0l4) 0.0

Finalmente representamos, en dicho intervalo, la funcion f(z) junto con la aproximacion
obteniendo:
(%£115) plot2d(['fsplinlin(z),f(z)]1,[=z,0,4]1)5%

5 T T T T T

T T
‘fsplinlin(z)
4.5 - cos(3*z)}+z 7]

0.5 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

e
En la gréafica anterior hemos usado el operador comilla ¢. Este operador aplicado sobre una
funcién impide la evaluacion de la funcién aunque los argumentos de la funcion si se evaltan.
De esta forma somos capaces de realizar su gréfica.
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8.3 El paquete interpol
Maxima dispone del paquete interpol que permite interpolar un conjunto de datos por una
funcion lineal a trozos es decir por la poligonal que pasa por ellos, por un polinomio o por
splines cubicos, para ello se comienza cargando dicho paquete mediante la orden:

load(interpol)

Los datos a interpolar, pueden venir en forma de pares, 0 como una matriz de dos columnas:

datos: [[X1, V1], [X2, Y2ls---]
datos: matrix([xs, Y11, [X2, Y2ls---])

Los comandos disponibles son:
linearinterpol(datos) = si se requiere la funcion poligonal que pasa por los puntos dados.
lagrange(datos) = si se requiere el polinomio de Lagrange que pasa por esos puntos.

cspline(datos) = si se requiere el splin cubico natural con esos datos.

Vamos a aplicar estos comandos para obtener los splines lineales y cubicos para la funcion
anterior, y asi comprobar los resultados. Comenzamos con los lineales (10 nodos).

(2i1) kill (all)$
(%il) load (interpol) §
(3i2) f(z) :=z+cos (3%z) 5
(3i4) x:makelist (i,i,0,4,4/(10-1))5
yvimakelist (i+cos (3*%1),1,0,4,4/(10-1)) ,numers

-{%iE:-] datos:makelist ([=[1],v[1]1],1,1,10)%5
.{%iﬁ] sol:linearinterpol (datos) s
-I[%i'_."] plotZd([eviscl,=z==z),f(z)]1,[z,0,4])%

5 T T T T T T T

funi
4.5 cos(3*x)+x 77

4

3.5

3

2.5

2

1.5

1

0.5

]

-0.5 | | 1 | | 1 |

La solucion devuelta por Maxima mediante el comando linearinterpol viene, por defecto, sobre
la variable x, por eso debemos evaluarla sobre z que es el nombre de nuestra variable.
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Ahora para los splines cubicos (4 nodos).
($i9)  x:makelist (i,i,0,4,4/(4-1))%
yimakelist (i+cos(3%1),1,0,4,4/(4-1)) ;numers
(£110) datos:makelist ([x[il,v[ill,i,1,4)5
($111) sol:cspline (datos) s

-{%ilzj plotZ2d([eviscl,=z==z),f(z)]1,[z,0,4])5%

5 T T T T T T

T
funi
4.5 cos(3*z)+z 7

Ahora aumentamos el niUmero de nodos para los splines cubicos (10 nodos).

-{%il-&] x:makelist (i,1,0,4,4/(10-1))%
yimakelist (i+cos(3%1),1,0,4,4/(10-1)) ,numers
-{%ilEn]l datos:imakelist ([=[1],v[2]1],1,1,10)%
-{%ilﬁj sol:cspline (datos) %
-{%il?] rlotZd([eviscol,x=z),f(z)],[z2,0,4]1)5

3 T T T T T T

T
funl
4.5 cos(3*z)+z 7

Obteniendo un magnifico resultado, como era de esperar.
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8.4 Regresion por Minimos Cuadrados

Para finalizar esta practica veamos la otra técnica de aproximacion: la regresion por minimos
cuadrados. Comenzaremos, como siempre, por implementar las formulas que vimos en teoria,
para posteriormente, comprobar la solucion con los comandos Maxima. Consideremos un primer
ejemplo de regresion lineal: el caso méas simple de una aproximacion por minimos cuadrados,
ajustando a una linea recta: f(x) = a, + a;x un conjunto de puntos.

Para minimizar el error cuadratico debe cumplirse:

nay + (Z xi) a; = Zyi
(Z xi) a, + (Z xiz) a, = EXi Vi

Este sistema de dos ecuaciones lineales, con dos incdgnitas a, y a,, lo podemos resolver con el
comando linsolve.

(%i1) ill (211)5;

(£13) ®x:[1,2,3,415%
v:[1,7/4,11/4,13/4]%

_ n:length(x)s

(%14) sis:[
n*al+sum(x[1],1,1,n) *al=sum(y[1i],1,1,n),
sum(x[1i],1,1,n) *al+sum(=z[i]"2,1,1,n) *al
=sum(x[1]*y[i],i,1,n)];

, 35 103
(51s) [10 2a1+4 aﬂ':T,ED al+10 aG‘=T]
-{%iS]I sol:linsolve (sis, [a0,al1]);:

- 20 t 31]
(5o0l) all=— ,al=—
g ' 40

(%16) polievi{al+al*z,sc0l);

31l = 1
(pol) + —

40 4
(£17) plot2d([[discrete,x,v],pol]l,[=2,1,4]1,

[style,points,lines] )

3.5 T T T T T
discretel @

(317z)/40+1/4 —§
| / 7
°

S

| // ]
15} -
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Para el caso cuadratico: f(x) = a, + a;x+a,x? el procedimiento es idéntico. Sélo cambia el
sistema a resolver que ahora es:

nay + (Z %) ay + (Z x?) az = Zyi ]
Ox)aot (Yw)ar+ () ar =y x|
(3 a0+ (> x)ar + (3 x)an= > vy

(2i1) kill (a11)5

(213) x:[1,2,3,4,5,6,715
v:[1,7/4,11/4,13/4,11/4,7/4,115
n:length(x) s

(E1i4d) sig: [n*al+sum(x[1],1i,1,n)*al+
sum({x[1]"2,1,1,n) *32=SM{Y[i]JiI 1,n),
sum{(x[1i]l,1,1,n) *al+sum(=z[i]"2,1i,1,n) *al+
sum(x[i]173,i,1,n)*aZ=sum(x[il*y[il,i,1,n),
sum{x[i]"2,1,1,n) *al0+sum(x=[1i]"3,1i,1,n) *al+
sum(x[1]"4,1,1,n) *a2=sum(x[1]"*2*y[1],1,1,n)]5

-{%i5]| sol:linsclve (sis, [a0,al,a2]);
( L T 20 3 1 13 2 13 ]
S5CL1) F=— — 1= — g7=—= —
4’ 7 7 56
(i) pol:ev(al+tal*z+al2*z"2,s50l);
1322 13z 3
(pol) — + - —
B 56 T 4
.{%i?] plot2d([[discrete,x,v],poll, [z,1,71,

[style,points,lines]) s

3.5 T T T T T
discretel @
®.(13+22)/56)+(13%2)/7-3/4 ——

3 -
2.5

2 —

[ ]

T

i/
D.S 1 | | | |

1 2 3 4 3 i} 7
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8.5 El paquete Isquares

Para resolver el problema de minimos cuadrados, Maxima incorpora el paquete Isquares.
Comenzaremos por cargarlo con la orden:

load(lsquares)
Entre otros comandos que podemos usar destacamos:

Isquares_estimates (dat, var, ecu, par)
Isquares_mse (dat, var, ecu)
Isquares_residual_mse (dat, var, ecu, par)

El primer comando Isquares_estimates estima los pardmetros par que mejor se ajusten a la
ecuacion ecu de variables var y a los datos dat, por el método de los minimos cuadrados. La
funcion busca primero una solucion exacta, y si no la encuentra, buscard una aproximada. El
resultado es una lista de listas de ecuaciones con los parametros. Los datos deben darse en
formato matricial. Cada fila es un dato y las columnas contienen los valores para cada una de las
variables.

Una vez obtenidos los valores de los parametros con el comando anterior, el comando
Isquares_residual_mse devuelve eI error medio cuadrético definido por Isquares_mse como:

iz jeil? = Z i = f G

i=

Resolvamos de nuevo los problemas anteriores.

(2i1) i1l (all) s
.I[%il] M : matrix ([1, 11, [2, 7/41, [3, 11/41, [4, 13/41)%
(2i2) load (lsguares)S
-{%iE] sol:lsguares estimates (
M, [=z,v], v=al+al*x, [a0,zl1l]):
- 1 31
Lsol) [[ai?:;,al:E]]
-{%ié] mse:lsguares mse |(

M, [z,v], wv=a0+al¥*=xz};

E (-M1. ,—alkM. 1—&-5')2

(mse)

Y usando los valores ya obtenidos de los parametros y que guardamos en sol obtenemos el error:

(%15) mse:lsguares residual mse (
M, [#,v], v=al+al*=x,s0l[1]);
.
(mse) —
a40
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Valor que podemos facilmente comprobar sin mas que aplicar la definicion:

(%16) 1/4*ev (sum(abs (M[i,2]-(a04+al*M[i,1]))"2,1,1,4),501);
7

Para el segundo ejemplo de regresion cuadratica tenemos:

(%517) M : matrix ([1, 11, [2, 7/41, [3, 11/41, [4, 13/4]1,
[5,11/41,[6,7/41,[7,11)5

(%18) sol:lsguares estimates (
M, [=,v], v=al+al*=z+tai*x"2, [a0,al,z2]);
- a0 3, 1 13 .
(sol) a0=—-—,al=— ,a2=——
g ' 7 7 56
(%£19) mse:lsguares residual mse (
M, [#,v], v=al+al*x+za2*=x"2,501[1]):

_ _ 31
(mse) e

T84

Nota: Si queremos aproximar por un polinomio de mayor grado y no queremos deducir la
formula general podemos utilizar Maxima para hallarlo. Por ejemplo, para aproximar los puntos
por un polinomio de grado 3:

y = ag + a;x+ax*+azx3

la funcion a minimizar sera:

n n

2 _ 2 312
Z le;|= = Z lyi — ap — a1 (x;) — az(x)* — asz(x)°|
i=1 i=1
Asi pues resolvemos con Maxima el sistema que resulta de imponer las tres derivadas parciales
iguales a cero. Veamos un ejemplo donde vamos a aproximar los valores dados en 6 puntos
mediante un polinomio de grado 3.

(%i1) kill (2ll) 5

(%13) x:[1,2,3,4,5,6]5
v:[0,3,7,12,20,25]5%
n:length{x) s

-{%i-&] err:sum{ (yv[i]l-(a0+al*x[i]l+a2*x[i]"2+a3%*x[i]"3)) "2

Iiflfn]:’

(%15) sol:linsclve ([diff(err,al)=0,diff{err,al)=0,
diff(err,az2)=0,diff(err,a3)=0]
r [20,231,32,a83]1);
827 115 7

2
(sol) a2ll=— ,3al=——— , 37=—— , 83=—- —
[ 3’ 378 | 63 54 ]

Pagina 13 de 16



(%16)

(217)

30 T T T

PRACTICA 8: Interpolacion a Trozos. Minimos Cuadrados

polrev(al+al¥*z+al*=z"2+a3%2"3,501) ;

7z 115=2° 827=z 2

24 63 378 3

plot2d([[discrete,x,v],poll, [2,1,6]1,
[style,points,lines]) s

disclretel L
(-(7*23)/54)+{115%22)/63-(827%2)/378+2/3 ——

Y lo comprobamos con la ayuda del paquete Isquares.

:{%ilj
(%i1)
(3i2)

(%13)

(mse)

Nota: Con este metodo que consiste en minimizar el error, resolviendo el sistema de derivadas
parciales iguales a cero, podemos ajustar por minimos cuadrados, utilizando un sistema de
funciones (siempre linealmente independientes), que no sean polinomios (por ejemplo, funciones
trigonométricas, exponenciales, etc.). En los ejercicios propuestos veremos algin caso.

Nota: Si se desea ajustar, utilizando minimos cuadrados, un conjunto de n + 1 puntos por un
polinomio de grado n, obtendremos el polinomio de interpolacion, ya que, como éste pasa por
todos los puntos, la suma de errores al cuadrado sera nula y, evidentemente, ése es el valor

111 (all)s

load (lsguares) s

dat:matrix([1,0]1,[2,31,[3,71,[4,12]1,[5,20],[6,2

sol:lsgquares estimates (
dat, [=x,v], v=al+al*zxt+a2*xz"Z+a3*x"3,
[20,21l,232,33]);

a0 2 s 827 p 115 5 7 ;
al=— ,al=——— ,a2=— , al3=——
3’ 378 ' 63 54

mse:lsguares residual mse (

dat, [x,v], v=al+al*=zt+a2*x"2+a33*x"3,s501[1]};

23

18%

minimo posible.
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8.6 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 1. Consideremos 21 puntos igualmente distribuidos en el intervalo [-1,1] de la funcion:

1
1+ x2

fx) =

Calcular el polinomio de Lagrange de interpolacion. Hacer también splines lineales con nuestro
método y con el paquete interpol. Dibujar e interpretar los resultados. Comparar la funcion y las
dos aproximaciones obtenidas en el punto 0.06.

Ejercicio 2. Repetir el problema anterior en el intervalo [-5,5]. Comentar los resultados.

Ejercicio 3. Usando el paquete interpol repite el ejercicio anterior pero ahora con splines
cubicos. Compara la precision alcanzada en el punto 0.06.

Ejercicio 4. Ajustar, mediante una recta de regresion, los datos:

0,1,225,3
2

X.
y:2.9,3.7,41,44,5

Utilizar las ecuaciones vistas en teoria y comprobar el resultado con el paquete Isquares.

Ejercicio 5. La densidad relativa d del aire depende de la altura h, habiéndose obtenido las
siguientes mediciones:

h (km): 0, 1.525, 3.05, 4.575, 6.1, 7.625, 9.15
d (kg/m3): 1, 0.8617, 0.7385, 0.6292, 0.5328, 0.4481, 0.3741

Ajustar los datos anteriores por una parabola de regresion y estimar la densidad del aire a 5 km
de altitud. Utilizar las ecuaciones vistas en teoria y comprobar el resultado con el paquete
Isquares.

Ejercicio 6. Comentamos antes que con el método de minimizar el error, resolviendo el sistema
de derivadas parciales iguales a cero, podemos ajustar por minimos cuadrados, utilizando un
sistema de funciones (linealmente independientes), que no sean polinomios. Resolver de nuevo
el ejercicio:

x:[1,2,3,4,5,6]
y: [0, 3, 7, 12, 20, 25]

usando:
f(x) =ay + a,e*

Comprobar el resultado con el paquete Isquares.
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PRACTICA 8: Interpolacion a Trozos. Minimos Cuadrados
Ejercicio 7. Consideremos la funcion:
f(x) = x + cos3x
realizar la interpolacion con splines cubicos para 4 nodos y para 5 nodos, usando el paquete

interpol.

Ejercicio 8. Comentamos antes que al ajustar por minimos cuadrados, un conjunto de n + 1
puntos por un polinomio de grado n, obtendremos el polinomio de interpolacion. Comprobarlo
con los siguientes datos:

x:[1, 2, 3]
y: [0, 3,7]

usando una parabola de regresion.
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