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PRACTICA 3:
Integrales Triples

Para calcular integrales triples haremos uso del teorema de Fubini.
as<x<hb  P(x)Sy<p(x) vy mxy)<z<mlxy) (1)

c<y<d,  P;(v)<xZP(y) Yy mxy)<z<mxy) (2

Teorema de Fubini en regiones de integraciéon de R3

Si suponemos que () es del tipo (1), entonces
T2(xy)
/ f(x,y,z)dz | dy | dx
T1(%.y)

b P5(x)
f/f f(x,y,z)dxdydz = / (/ (
Q0 a $1(x)
o
d Py(y) Ta(x.¥)
F(x.y. 2)dxdydz = ( ( f(x.y, d)d)d
.//fn (o 2) dcyde ff fti"l(,v,l -[n(w) oy 2)dz ) o) v

siempre que () esté definida por la ecuacion (1) o por la ecuacion (2).

- Para calcular las integrales iteradas utilizaremos la orden integrate.
- Cuando no podamos hallar la integral de forma exacta utilizaremos la orden
quad_gags, para calcularla de forma aproximada.

Como vimos en la practica anterior, el resultado que obtenemos con esta orden es una
lista con cuatro elementos: el valor aproximado de la integral, la estimacion del error, el
namero de veces que se tuvo que evaluar el integrando y finalmente un codigo de error
que sera cero si no surgieron problemas.

- Para indicar si una expresién es positiva 0 negativa utilizaremos la orden
assume.

- Para representar graficamente las superficies, dadas en forma implicita,
cargaremos previamente el paquete correspondiente mediante la orden
load(draw) y utilizaremos la orden wxdraw3d.

- Vimos que en dicha orden tenemos las opciones siguientes:enhanced3d=true:
colorea las superficies,surface_hide=true:no dibuja la parte no visible de las
superficies.

Ejemplo 1

Calcular f f f B z2 ye* dxdydz donde B es el paralelepipedo definido por las relaciones

0<x<1, 1<y<?2 —-1<z<1

Solucién con wxMaxima:
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.{%il} iteradal:integrate (2”2%y*%e™x,x,0,1);
{iteradal) (%e —1} v 22

'{%iz} iteradaZ:integrate (iteradal, v, 1, 2);:
2
3|%=—-1)=
{iteradaz Q
2
(%$13) integrate (iteradaZ,z,-1,1);

(%503) Fe -1

Ejemplo 2

Calcular la integral triple /// (x2 +y2)dxdydz siendo () la regién acotada por el
0

paraboloide z = x2 4+ y2 y el plano z = 2.

Solucién con wxMaxima:

(%i5)  load(draw)$
0 errors, 0 warnings

- (%16) wxdraw3d (enhanced3d=true, sur face_hide=true,
implicit(x~24y"2=z,x,-2,2,v,-2,2,2,0,2));

2
1.5
1
(¥te) z 0.5
0
(%06)
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. (%17) wxdrawZd (proporticnal axes=xy,
implicit (x"2+y~2=2,%,-2,2,v,-2,2));
2
1.5
1 —
0.5 -
> 0
(%t7)
_0_5 -
_1 -
_1_5 L
_2 | | | | | | |
-2 -15 -1 05 0 05 1 15 2
X
(Fo7)
.{%iB] iteradal:integrate( =x"24v"2,z,x"24+y"2,2);
{iteradal) (—yz —xz ) ( )
.{%i‘_—?] iteradaZ:integrate (1teradal,
vy—sgrt (2-x"2) ,sqrt (2-x"2) ) ;
2(, .4 2
24 2—x Bx 12 x —EI)
iteraedaz - 1" {
15
(£110) integrate(iteradalZ, =, -sgrt(2), sgrt(2)):
(3010) 4T
oll —
3

En muchas ocasiones para poder calcular las integrales triples tendremos que utilizar
cambios de variables.

- Para calcular la matriz Jacobiana utilizaremos la orden jacobian y para el
determinante la orden determinant.

Teorema del cambio de variables en integrales triples

Dada la integral triple ffo f (x, v, z) dxdydz el problema consiste en cambiar las
variables x, y ,z de la funcién f(x, y, z) por tres nuevas variables, digamos u, v,w
seglin las ecuaciones de transformacion

x=x(u,v,w), y=y(uv,w),z=2z(uyv,w)
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/ffé f(x,y,z)dxdydz = [/f(y fF(F(u,v,w))|J(u, v, w)| dudvdw

ox  dx  0x
Hu,v,w) = H = det % g %;%
du dv  dw
d(x,y,z) 1
d(u,v,w) 9uwv.w)

J X, V,Z)
Ejemplo 3

Calcular el volumen del paralelepipedo limitado por los 6 planos en R3: x +y+z=
Iix+y+z=2x—y—z=1lx—y—z=2;x+y—z=1,x+y—z=2.
Si introducimos las nuevas variables u, v, w tales que

U=X+V+zZ,V=X—V—ZW=X+y—7Z

la regiéon ) del espacio uvw que corresponde a nuestra regién () se describe de
una manera muy sencilla. De hecho se tiene

Q' ={(uv,v,w)/1<u<21<v<21<w<2}

Soluciéon con wxMaxima:

(3i1) kill (all)$
.——‘} /* Ecuacicones del cambic de wvariabkle */;
(%13) u(x,vy,z) =x+y+z;
V(X,V,2) i=X-y—-Z;
W(xX,y,Z) :=x+y-7;
(%01) u(x,y,z):zx—i—y—l—z
(%502) V(X,_y,z)::X*y*Z
(%03) w(x,y,z)::Xer—z
——> /* Calculo de la matriz jacobiana */
(%i4) m:jacobian ([u(z,v,z), vz, v,z),wix,v,2z)], [=, v,2]):

0 errors, 0 warnings

11 1
(m) 1 -1 -1
11 -1

> /* Calculo del jacobiano */
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.I[%iE:-:I j:1/ (abs (determinant (m))) ;
(4) 1
3) —
- 4
——> /* Calculo de la integral triple */
.{%iﬁj iteradal:integrate(j,u,1,2):
1
{iteradal) —
4
(%17) iteradaZ:integrate(iteradal,v,1,2);
1
{iteradaz) —
4
(%18) integrate (iteradalZ,w,1,2);
(%08) -
oo —_—
4

Los dos cambios de variables mas utilizados son el cambio a coordenadas cilindricas y
el cambio a coordenadas esfericas.

Coordenadas cilindricas
Vamos a introducir tres nuevas coordenadas para un punto P = (x,y,z) en IR3,
denotadas por r, 0, z, segun las férmulas

x=rcosf, y=rsenb, z=7z

x=rcosd & >

6
Ve v=r senb

X

- Para simplificar el jaconiano y las integrales iteradas utilizaremos la orden
trigsimp.

Ejemplo 4

Calcular la inte[gral triple //f xgdxdydz siendo () la regién acotada por el cono
Q

z=+/x2+y? yel plano z = 1.

Solucién con wxMaxima:

(2i1) i1l (211) 5
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.{%il] wxdrade{enhanced3d=true,surface_hide=true,
implicit (sgrt(x"24+y"2)=z,%,-2,2,v,—2,2,2,0,1));

0 errors, 0 warnings

1
0.8
0.6
0.4
(B5t1l) z 0.2
(Fol)
.{%iZ) wxdrawZd (proportional axes=xy,
implicit (x"2+y~2=1,x=,-1,1,v,-1,1});
1
0.5 r
> 0r
(Ft2)
05 -
1 | L |
-1 -0.5 0 0.5 1
X

(F02)



(%i5)

(%03)
(%od)
(%03)

—>

(2i6)

(m)
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/* Ecuaciones del cambio de variable */;

%x(r,t,z):=r*cos(t):
v(r,t,z):=r*sin(t);
Zlr,t,z) :=z;

x(r¢ t,z}:=r‘cos(t}
y(r, t,z]:=r‘5in(t}

z(rq t,z}:=z
/* Calculo de la matriz jaccbiana */;

m:jacobian{ [x({r,t,z), v,z 2, trz2) ], [, 2] )
cns(t) -r sin(t] 0
sin(t) rcns(t) 0

0 0 1

/* Calculo del jacobiano */

j:determinant (m) ;
1‘5in(t)2+l‘cos(t)2
Jrtrigsimp () ;

r

/* Calculo de la integral triple */

iteradal:integrate((x(z,t,z))"2%),z,x,1);
(1 —r} r® cos( t)z
iteradaZ:integrate(iteradal,r,0,1);
ccs(t)z

20
integrate (iterada2,t,0,2%%pi) ;

20
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Coordenadas esféricas
Vamos a introducir ahora tres nuevas coordenadas para un punto P = (x,y, z) en

R3, denotadas por p, 0, ¢, segin las férmulas
x =pcosfseng, y=psenfsend, z=pcos¢

z

“xﬂs‘%

.

o
\ o P(P.0.0)

pcosd

x=psendcosd

R

‘.

[

0

#
i
&

PJ

X / y=psendsend
Ejemplo 5

Calcular la integral triple /ff (X2 + y2 +22)dxdydz siendo () la regién limitada
0

por la esfera x2 —i—y2 +22=2 y el cono 7z = \/x2 +y2 |
a) Utilizando coordenadas cartesianas.

b) Utilizando coordenadas cilindricas.

c) Utilizando coordenadas esféricas.

Eliminando z de las ecuaciones de las superficies:

2, 2,0 2,22
XT 4y 2z =2 _){x +yc+z5 =2 o2 2y? =2

zzqfx2+y2 22:x2—|—y2

vemos que la proyeccion sobre el plano xy estd limitada por la circunferencia

2y =1

Por tanto las variaciones de las variables cartesianas son:

Vi2+y?<z<V2-x2—y? ;= V1-x2<y<V1-x; —1<x<1

En cilindricas son:
r<z<\2—-r2;0<r<1;0<6<2nm

En esféricas son-

Solucién con wxMaxima:

(2i1) kill (211)5
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(%11) wxdraw3d(
implicit (sgrt (x"24+y~2)=z,%,-2,2,v,—2,2,2,0,2),
implicit (x"24y"24z2°2=2,%,-2,2,v,—2,2,2,0,2));
0 errors, 0 warnings

(Ftl) z
(Fol)
.(%i2] wxdrawZd (proportional axes=xy,
implicit (x"24y"2=1,%,-1,1,v,-1,1));
1
0.5 F
> 0r
(%t2)
05k
-1 | I |
-1 -0.5 0 0.5 1
X
(F02)
- /* Bolucidén en cartesianas */;

(2i3) assume (2-x~2-y~2>0) ;
(303) [—y2—x°+2>0]
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-{%iSJ iteradal:integrate( x"24y~24=2z"2, =z,
sgrt (z"2+y"2) ,sgrt (Z—=x"2-v"2)};

y —ri-xt+2 (2 yi+2 32—2) i+ x’ (4 yi+4 32)

{iteradal
3 3
(%16) assume (1-x"~2>0) ;
(306) [x2<1]
(%17) iteradal:integrate (iteradal,
vy—sgrt (1-x"2) ,sgrt (1-x"2) ) ;
f1_x? f1-x2,/2_%2 .
2 x* asinh v * —(4—:{4) asin v xn v * +x? -,',-"'1—32
B
{iterada2) -—

2

.{%iB] 2%*guad gags(iteradaZ, =, 0, 1);
(o8] [2.0820c4455302322, 7.822%92055884202%9 lD_g, 462,01

——> /* Solucidén en cilindricas */;
.{%ill] ®x(r,t,z) :=r*cos(t):
yvi(r,t,z):=r*sin(t):
zlr,t,z)i=z;
(%09) x(r¢ t,z):=r‘cos(t]
(%010) vl r, t,z]:=r‘5in(t]

($oll) 2zl r, t,z]:=z
($112) m:jacobian([x(r,t,z),v(z,t,2),2(x,t,2)]1,[x,t,2])+
cos(t) -rsin(t) ©
{m) sin(t) rcos(t] 0
0 0 1
.{%i13] j:determinant (m) ;
(3) I‘Ein(t)g—I‘EDE(t)g
($114) J:trigsimp(J):
(3) r

.(%i15) iteradal:integrate (((x(r,t,z)) "2+ (v z,t,z)) "2+ (z(x,t,2) ) "2) %],
Z,r,sqrt(2-c™2));

(1’2 —r2 (3 r2 sin(f)z—S r2 cos(t)z —r2—2) 3 r3 5in(t)2—3 r3 ccs(t)z—ra )
r —

3 3

.{%i19] iteradaZ:integrate (iteradal,r,0,1):

{iterada)

272 sin(8)?+27 2 cos(t)*+2%/2  10sin(£)’+10cos(t)*+2
15 N 15
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.{%iED} iteradaZ:trigsimp (iteradaZ);
25;"2_4

—

.{%i21} integrate (iterada2,t,0,2%%pi);
2 (25*’2—4) T

5

(%$i22) %, numer;
(3022) 2.08206445530972

- /* Bolucidén en esféricas */;

®(r,t,f1) :=r*cos(t)*sin(fi);
y(r,t,fi) :=r*sin(t) *sin (fi);
z(r,t,fi) :=r*cos(fi);
(%023) x(rq t,fi}:=1‘co5(t}sin(fi}
(2024 y(rq t,fi}:=r‘sin(t}sin(fi}
(2025) z(r,t, fi):=r cos(£1)
.{%i26} m:jacobian([x(r,t, i), v(r,t,fi),z2(x,t,£1) ], [, Ei,t]):

sin(fi) cns(t) cns(fi) r cns(t) —sin(fi) r sin(t)

(m) sin(fj_) sin(t) cns(fj_) r sin(t) sin(fj_) r cus(t)
cus(fj_) —sin(fj_) r a
.(%i2?) j:determinant (m) ;
(3) 75in(fi} r sin( t} (7sin(fi}2 r sin( t}fcos(fi)z r sin( t})+sin(fi}3 2 cos(t}2+cos(fi)2 sin(fi} 2
] -::c:us(t:}2
(£i28) J:trigsimp(j):
(3) sin(fi) z?

-(%i29} iteradal:integrate (((=(r,t,fi) )} "2+ (y(z,t, 1)) "2+ (z(z,t, 1)) ~2) *],
r,0,sgrt(2));

sin(fi) (25";2 s:i.n(fi)2 sin(t)2+25"f2 sin(fi)z cos(t)2+25’r2 cos(fi)z)

3

{iteradal)

-{%iSD} iteradaZ:integrate (iteradal, fi, 0, %pi/4);
2772 sin(t)2+2”2 cns(t)2+25” 10 sin(t)2+1ﬂ cns(t)2+2

3 3
{iteradaz
3
($131) iteradaZ:trigsimp (iteradal) ;
25.."2 —4
{iteradaz _—
5

.{%i35} ratprint:falses
(£137) integrate (iteradal,t,0,2%%pl) ,numsr;
($037) 2.08206445530872

[T
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EJERCICIOS PROPUESTOS
1.

Calcular la integral triple /jf)xyzdxdydz siendo (2 la regién limitada por la esfera
(

x? 4+ y2 + 72 =9, contenida en el primer octante.
a) Utilizando coordenadas cartesianas.

b) Utilizando coordenadas cilindricas.

c) Utilizando coordenadas esféricas.

.. 243
Solucién: —
16

2.

Calcular el volumen del cuerpo limitado por los paraboloides

z:xQ—i—y2 ; z:2—x2—y2

a) Utilizando coordenadas cartesianas.
b) Utilizando coordenadas cilindricas.

Solucion:

3.

Hallar el centro de gravedad del cuerpo homogéneo () limitado por el paraboloide
z:x2+y2ye| plano z = 1.
2

Solucion: xg = 0,yg = 0,zg =

4.

Hallar el momento| de inercia I, del sélido (), situado por encima del plano xy,
limitado por el paraboloide z = x2 + y2 y el cilindro x? + y2 =1, suponiendo que
la densidad de masa es ji(x,y,z) = x2 +y2.

., V3
Solucién: —
4

S.
Calcular la integral triple /// \/1 — x2 — y2 — Z2dxdydz siendo () la regién limi-
@)

tada por la esfera x2 —I—y2 +z22=1
-7 nz
Solucion: —
4

Calcular la integral triple f/ (2% + 3 + y?2?)dxdydz siendo Q el sélido limitado por las superficies: z = 1—
Q

22—y 22 4+ y2 — 2 = 0; 2 = 0.a) En coordenadas cartesianas. b) En coordenadas cilindricas y comprobar el

resultado.
Nota: Representar griaficamente las superficies.

12
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Calcular la integral triple f/ (z?y? + 3028)dedydz siendo Q el sélido limitado por las superficies: z = 1—
4]

Vil +y% 2 +y? —2=0;2=0.

a) En coordenadas cartesianas. b) En coordenada cilindricas, hallando previamente el jacobiano. ¢) Comprobar
que el resultado es el mismo.

Nota: Representar griaficamente las superficies.

Solucion: 0.0037631575866479

8.

Calcular la integral triple /f/ x2y? 22 dzdydz siendo Q el sélido limitado por las superficies: » = 2— /a2 + y%;
0

22+ 4y —2y=0; 2 =0.

a) En coordenadas cartesianas. b) En coordenada cilindricas, hallando previamente el jacobiano. ¢) Comprobar
que el resultado es el mismo.

Nota: Representar graficamente las superficies,

Solucion: 0.085180403610931

13



