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Integral de linea de funciones escalares

Sea f un campo escalar continuo sobre la curva C dada por la parame-
trizacion @ : | = [a,b] — R? (0 R3) de clase C1. Definimos la integral
de linea de f a lo largo de C como

] b .
];i‘dsz./n; f((T(I’))Ho’ (i—)H dt
En el caso de R? tendremos 7(t) = (x(t), y(t)) y

b
[ FGanyds = [0 O (0 + v (0) e

y en el caso de R3 tendremos &(t) = (x(t), y(t), z(t)) y

fc F(x, v, 2)ds = /ab F(x(2), y(8), 2 () X (O] + [V (0)]2 + [/ (1)) e

- Para calcular las derivadas utilizaremos la orden diff. Esta orden esta en las

paletas en el apartado Analisis, ir a, Derivar.

- Parasimplificar expresiones trigonométricas utilizaremos la orden trigsimp.

- Para simplificar otras expresiones utilizaremos la orden ratsimp. Esta orden esta

en las paletas en el apartado Simplificar, ir a, Simplificar Expresion.

- Para indicar si una expresion es positiva 0 negativa utilizaremos la orden

assume.

- Para representar graficamente las curvas utilizaremos la orden wxdraw2d,
cargando previamente el paquete correspondiente mediante la orden

load(draw).
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Ejemplo 1

Sea f(x,y) = —~LX— un campo escalar y C la elipse de ecuacién x? + 2y2 =2
_\/l+y2

Calcular la integral de linea | = [ f(x,y)ds.

Desde el punto (1/2, 0)hasta el punto (0,1).

Podemos expresar la elipse como

() o=

Por tanto la parametrizacion de la elipse sera:

{ %} :cos((t) H{ x(t) = V2 cos(t)

y(t) = sen(t)

Solucién con wxMaxima:

. (%12) wxdraw2d (color=blue, proportiona 1 axes==xy,
implicit (x"24+2*y~2=2,%,0,59rt(2),v,0,1)}:
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(F02)
——> /* Ecuaciones paramétricas */;
(£13) ¥ (t) :=sqgrt (2} *cos(t):
(E03) x(t) :=4'_,-"'E cos(t)
(%14) yi(t):=sin(t):
(Eod) y(t):=5in{t
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——> /* Funcidén integrando */;
(2i5) F:(x(t)*y(t))/sart (1+y(t) ~2) ;
/2 cos(t)=in(t
W WEees(e)sia(d)
‘,” sin(t)‘ +1
——> /* Modulo de la tangente */
(%1i6) m:sgrt (diff(=x(t),t) " 24diff(y(t),t)"2);
(m) ».‘I;"'IE sin( t)z—costt)z
——> /* Integral de linea */;
(%17) integrate (f*m, t, 0, %pi/2);
1
(307)  ——
4".-":2

- Para representar graficamente las superficies, cargaremos previamente el
paquete correspondiente mediante la orden load(draw) y utilizaremos la orden
wxdraw3d.

- En dicha orden tenemos las opciones siguientes: enhanced3d=true: colorea las
superficies. surface_hide=true: no dibuja la parte no visible de las superficies.

Ejemplo 2

Sea f(x,y,z) = x"24y"2+ z"2 un campo escalar y C la curva interseccién de
las superficies:

x2+y2—i—z"2:1
y+z=1

Calcular la integral de linea | = /Cf(x,y,z)ds
En primer lugar proyectamos la curva en R3 sobre el plano xy y parametrizamos
dicha proyeccion.

z:1—y;x2—|—y2—|—(1—y)2:1;X2+2y2—2y:0

1_ X2

2
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N ;:i::% ' F

Y haciendo lo mismo que en el ejemplo anterior

Uf _){ I/ﬁ 1
ﬁ;f —sent y =75+ gsent
1 1 (1+ ent) lqe t
z=1—y;z=1—(=+ =sent);z= - — —sen
Y 2 22
X:LCOST
V2
y:%—l-%senf
z=3%—Jsent

Solucién con wxMaxima:

(%11) kill (all}5

(%411) wxdraw3d (enhanced3d=true, surface_ hide=true,
proportional axes=xye,
implicit (x"24+y"~24+z"2=1,%,-2,2,v,—2,2,2,0,1),
implicit(y+z=1,x,-2,2,v,-2,2,z,0,1});

0 errors, 0 warnings
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——> /* Ecuaciones paramétricas */;
(%i2) x(t }-=1fsqrt{2}*cas{t};
(%o02) (t} = — cos(t}

(3i3) y{t}:=1f2+1f2*sin{t};

(E03) y(t}:=-§-+~§ sin(t}

(2i4) {t}-=1f2—1f2*sin{t};
(%o4) (t} = — —— 51n(t}
—— /* Funcidn integrando */;

.I[-“siE} frx(t) "Z+y (L) 2+z(t) "2

o () ()

.{%iﬁ} f:trigsimp (£) ;
(£) 1

——> /* Mddulo de la tangente */;

.{%i?} m:sgrt (diff (x(t),t) *24diff(y(t),t)*2+diff(=z(t),t)"2);

- \/ 5:i_n(t)2 . cos(t)2
. 2 2

(%£18) m:trigsimp (m) ;
1
(m) —
NE
> /* Integral de linea */;

(2i9) integrate (f*m, t, 0, 2%%pi);

(308) /2w

T
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Integral de linea de funciones vectoriales

Sea F un campo vectorial en R? (o R3) continuo sobre una curva dada
por la parametrizacion T : [a, b] — R? (0 R3?), de clase Ct. Definimos
la integral de linea de F a lo largo de C como

[ FE= /jf(ﬁ(r)) 7 (1) dt

Otra manera de denotar las integrales de linea es
/ F-ds = / Fidx + Fydy + F3dz
C C

donde Fi, F» y F3 son las componentes del campo vectorial £ Esta notacién es
util para recordar el cédlculo de la integral de linea, pues

En el caso de R? tendremos @(t) = (x(t), y(t)) y

—— b
/C Fds = fCF1dx+ Fody = / (AL (x(2), y ()X (£) + Fa(x(2), y(£))y/ ()] dt

y en el caso de R3 tendremos @(t) = (x(t), y(t), z(t)) y

C?Es’ — /CFldx—l—FQdy—l—ngz:
= [TTAK@.0). 20X (0 +
R ((0) Y (8),2(0)y/(8) + F3(x(0) y(0) 2(0)2 ()t
Ejemplo 3

Calcular la integral de linea /Xde—i—y2dy siendo C la elipse 2x2 —|—3y2 =1,
C

desde el punto (%O) al punto (—%,0), en sentido positivo.

En primer lugar paramerizamos la elipse:

2 2
2 2
vy (2) () -
73 N 73
%:COS“) B x:%cos(t)
% = sen(t) y = %sen(t)

Solucién con wxMaxima:



(2i1)
(£11)

0 errors,
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kill (all) 5

wxdraw2d (color=red,

proportional axes=xy,
implicit (2*x~243*y~2=2,x,-1,1,v,-1,1)}:

0 warnings

($t1)

(%ol)

(212)
(302)
(%13)

(%503)

(2i4)

(204) -

Ejemplo 4

—— T

-0.5 \\\

/* Ecuaciones paraméetricas */;

(L) =
x(t]:=

vit):=

1/sgrt (2) *cos (t)

;%; ces(t]

1/sgrt (3) *sin(t)

/* Integral de linea */;

1

=
3 4/ 2

integrate (x(t)~2*diff(x(t),t)+y (L) *2*diff(y(t),t), t,

0, %Pl] r

Calcular, desde el punto (0,1, 0) hasta el punto (0,0, 1), la integral de linea

/ x3ydx + y2 zdy + xyzdz
C

siendo C la curva interseccion de las superficies:.

X2y 42 =
y+z=1
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En un ejemplo anterior vimos que las ecuaciones paramétricas de la curva son:

— 1
X = ﬁcost
y:%—l—%sent
z:j—jsent

Ademas, los valores del parametro t que corresponden a los puntos inicial y final
seran:

1 my _ 1 (3
- x—lﬁ(lzos(Q)—U ar x—lﬁ(lzos( 23
fz; y=5+zsen(7)=1 . =5 y=75+gsen(=) =0
z=3%—1sen(3)=0 z:%—%sen(%ﬁ)zl
Solucién con wxMaxima:
——> /* Ecuaciones paramétricas */;
(%15) x(t):=1/sgrt(2) *cos(t):
1
(%05) x(t):=T cos(t]
;2
) W
(%16) y(t):=1/24+41/2%sin (t) :
1 1
o6 t)i=——+ — sin| ¢t
(206)  y(t):=+— sin(t)
(%17) z(t):=1/2-1/2%31in(t):
1 1
= Ta) z{t):=— —— sinl ¢t
(207)  z(t):= - sin(¢)
—> /* Integral de linea */;
.{%iB) integrate (x(t) *3*y (L) *diff(x(t),t)+y (L) 2*z (L) *diff(y(t),t)
+z (t) *x (t) *y (t) *diff (z (£),t), t,%pi/2,3%%pi/2);
157w+ 29/2
(%F08) -
c 513/2
Ejemplo 5

Calcular la integral de linea jtgcxzydx—i—yQXdy siendo C la elipse 2x2 —i—y2 —2x =0,

en sentido positivo.
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En primer lugar paramerizamos la elipse:

1 1
X2+ y? —2x=0—2(x* — x) + y? :0—>2(x—§)2—|—y2 =5
112 2 1,2 2 1\ 2 2
20x—=3)" y (x=3)" ¥ X—7 y
—— 71 ‘Tl tr=l={ ) x| !
) 2 22 2 2 /2
-
> = cos(t) x = %+ 5 cos(t)
— 1
4 = sen(t) y = ﬁSen(f)
72
Solucién con wxMaxima:
- (%$19) wxdrawZd (color=red,
proportional axes=xy,
implicit (2*x~2+y*2-2%x=0,x%,0,1,v,—-1/sqgrt(2),1/sqgrt(2)));
— ~
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(209)
——> /* Ecuacliones paramétricas */;
(%£110) ®(t):=1/24+1/2%cos (L) ;
1 1
(5cl0) #{t):i=— +—— cosl t
(t):=5 + cos(t)
(2i11) y(t):=1/sqgrt(2)*sin(t);
1
(2011) y(t):=——= sin(t)
. 3/ 2
——> /* Integral de linea */;
(3i12) integrate (x(t) 2%y (t)*diff (x(t),t)+y(t)  "2%x (t)*diff(y(t),t), t, 0,2%%pi);

3w
211{2

(%012)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.

Calcular la integral de linea f (x2 +y2)ds siendo C la elipse 4x2 —I—y2 =2.
C

Solucion: 7.742155314045863

2.
Calcular la integral de linea fx2y222ds siendo C la curva interseccién de las
C

superficies:

2 _ 2 2
{ 7= +2y 250
x-+y- +z-=4

desde el punto (\/50 \/5) hasta el punto (—\/5 0, \/5)

Solucion: V2

3.
Calcular la integral de linea y( x2ydx + x3dy siendo C la elipse X2+ 2y2 +2y =0,
JC

en sentido positivo.

., VA
Soluciéon; ——

8v2
4

Calcular la integral de linea

/ xdx + ydy + xzdz
C

siendo C la curva interseccién de las superficies:.

X 4+y?+22=1

., T
Solucion: — 3

5.

Caleular la integral de linea

f y3xdx + xzzdy + xyzdz
C

siendo C la curva interseccién de las superficies:.

X +y?+z22 =4
x+tz=2

10



Préactica 4: Integrales de Linea

., Vs
Solucion: — —

V2
6.
Representar graficamente el paraboloide 2 =5 — z? — y2 v el cilindro 22 + y2 — /by = 0.
Hallar la integral de linea /xd.r + y2xdy + zdz . siendo C la interseccién de las dos superficies anteriores
c
. 1257
Solucion:
7.

Calcular el trabajo desarrollado por el campo de fuerzas

—

—- - =
F=xi+zxzj +0k
actuando sobre una particula que recorre la interseccién de las superficies:

2+ +(z-12=1
y+z=2

., T
Solucién; —

242

11



