Practica 5: Integrales de Superficie

PRACTICA 5:
Integrales de Superficie

=t
u v=cte x

Integral de superficie de funciones escalares

Sea f(x,y,z) una funcién continua con valores reales definida en S.
Detinimos la integral de f sobre S como

/./Sf(X,va)dS = // fdg_// (u,v)) || Tu x Ty | dudv

= // uv u v),zuv HT ><THdudv

—
Calcularemos el médulo de un vector V' como la raiz cuadrada del producto escalar:

—

<|

—
Vil =

- Para simplificar expresiones trigonométricas utilizaremos la orden trigsimp y
para simplificar otras expresiones utilizaremos la orden ratsimp.

- Para calcular el producto escalar de dos vectores con wxMaxima, utilizaremos el
punto del teclado .

- Para el producto vectorial utilizaremos la orden ~ (Alt Gr 4 del teclado),
cargando previamente el paquete load(vect).

(2i1) t1:[1,2,31;

(£1) [1,2,3]
(2i2) t2:[a,b,c];
(tZ) la,b, ]
(2i3) pe:tl.t2;
(pe) 3ct2bta

(%14) load (vect) ;
%04) C:\maxima-5.38.1\share\maxima
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(%i5) pvitl~t2;
(ov) [1,2,3]~la,b, ]

Como se ve, wxMaxima se limita a devolvernos, para el producto vectorial, la misma

orden que le introducimos.
- Para que nos de el valor de dicho producto vectorial necesitamos la orden

express.

.I[%:'LEZI express (pv) ;
(%o0E) [2 c—3k,38a—c,b-2 3]

Ejemplo 1

Calcular la integral de superficie.

//Szds

Siendo S la superficie del paraboloide z = 1 — x
plano OXY'.

a) Utilizando coordenadas cartesianas.

b) Utilizando coordenadas polares.

2 _ 2 situada por encima del

Solucién con wxMaxima:

.{%i?] load (draw) 5
0 errors, 0 warnings

.(%iBJ wxdraw3d(enhan:edEdZtrue,su:fa:e_hideZtrue,
implicit (z=1-x"2-v"2,%,-2,2,v,—2,2,2,-1,1)):

(3t8)

($0B)
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- /* a) En coordenadas cartesianas */
——> /* Ecuaciones paramétricas */
(£111) u,vy):=u;

(%09) x(u,v}:=u
(%010) y(u,v]:=v

(5011) z(u,v}:=l—u2—v2

—— /* Cidlculo de la normal */
(¢1le) t(u,v):=[=x(u,v),yv(u,v),z{ua,v)];
tu:diff(t (u,v),u);
tv:diff(t (u,v),v);
n:tu~twv;
normal:express (n) ;

(%0l12) t(u,v}:=[x(u,v},y(u,v},z(u,v}]

(tu) [1,0,-2u]
(twv) [0,1,-2W]
(n) -[0,1,-2v]~[1,0,-2u]

(normal) [2 u,2 v, 1]

——> /* Calculo del médulo de la normal */
(%117) m:sgrt (normal .normal) ;

(m) Javitau+l

——> /* Calculo de la funcidédn integrando */

(2i19) £ x,v,z) 1=z
int:Ef{x{u,v),yv(u,v),z{u,v)) *m;
($018) f(x,jr,z}:=z

(int) (—vz—u2+l)1/4vz+4u2+l

—> /* Calculo de la integral */
(£120) iteradal:integrate (int,v,-sgrt (1-u*2),sgrt(1-u"2));
2.1 —
(43 u?-56 u? —17) asinh{—Y— +'\,."Il—u2 (24 NE u?-14 ﬁ)
quu2+1
{iteradal)
32

.{%izl} quad gags (iteradal, u, -1, 1);
($o021) [2.351D4?4B4??55D?,3.9428D164D?32?96lD_11,399,D]

T
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s /* b) En coordenadas polares */
> /* Ecuaciones paramétricas */
(£1i24d) u,v):=u*cos(v) ;

= (
yvi(u,v):=u*sin(v)
Z{u,v):=1-u™2;
(F022) x(u,v}:=11cos(v}
(%023) y(u,v}r=u5in(v}

(5024) z(u,v}:=l—u2

—— /* Cidlculo de la normal */
($12%) t(u,v):=[=x(u,v),yv(u,v),z(ua,v)];
tu:diff(t (u,v),u);
tv:diff(t (u,v),v);
n:tu~twv;
normal:express (n) ;

(%025) t(u,v}:=[x(u,v},y(u,v},z(u,v}]

(tu) [cos(v],sin(v},—E ]
(tv) [—Lxsin(v},Llcos(v},D]
(1) [cos(v],sin(v],—z u]~[-—u5in(v},t:cos(v},ﬂ

(normal) [2 uzcos(v},E uzsin(v],Ilsin(v}2+11cos(v]2]

—— /* Calculo del médulo de la normal */
(%130} m:sgrt (normal.normal) ;
2
(m) 1/(Lxsin(v)2+11cos(v)2) +4 uﬁsin(v}2+4 uqcos(v)z
—> /* Calculo de la funcidn integrando */

(%132) f(x,v,2z):=2;
int:f(x(u,v),y(u,v),z(u,v))*m;
(5031) f(x,y,z):=z

2
(int) (1—u2)‘V/(usin(v)2+1lcos(v)2) +¢lu4sin(v)2+¢lu4cos(v)2
.{%i33} int:trigsimp (int) ;
(int) (l—uz)\/il utL®

—> /* Calculo de la integral */
($134) iteradal:integrate(int,u,0,1);
{iteradal) -

24 120

R
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.{%i36] integrate (iteradal, v, 0, 2*%pi):;

53/2 11
(%036) 2 -—— |7
24 120

(3i37) %,numer;
(3037) 2.351047484775508

Integrales de superficie de funciones vectoriales
Supongamos que S es una superficie definida por la parametrizacién

T : DcR?’—=ScR?
T(u,v) = x(u,v)i+y(u v)j+z(u v)k
Sea F(x,y,z) = Fi(x,y,z)i+ F(x,y,z)j + F3(x, v, z)k un campo vectorial con-

tinuo definido en S. La integral de superficie de F sobre S, denotada por

S

/fSF.E:/fDr(T(U,V)) (Tu % T) dudv

La integral de superficie también se pueden representar en forma diferencial por

//f-ﬁz// Fidydz + F>dxdz 4+ F3dxdy
) S

Ejemplo 2

—

Calcular la integral de superficie ff ?.dS, siendo
S

F = x22 70+ (x2y—z3)7>—|— (2xy—|—yzz)?

y S la superficie de la esfera x2 + y2 + z2 = 1, situada por encima del plano OXY'.
a) Utilizando coordenadas cartesianas.
b) Utilizando coordenadas esféricas.

Solucion con wxMaxima:

- /* a) En coordenadas cartesianas */
——> /* Ecuaciones paramétricas */
(%£138) u,v):=u;

= (

yviu,v)=v;

z(u,v) :=sgrt(l-u"zZ-v"2};
($o036) x(u, V) t=u

(5c037) y(u,v):=v

($038) z(u,v):=1k,:":l—uz—v2
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. (%140} wxdraw3d (enhanced3d=true, sur face_hide=true,
implicit (x"~24y"2+z~2=1,x,-1,1,v,-1,1,=2,0,1)}:

1
0.8
0.6
0.4

(3£40) z 0.2
0

(3040)
—— /* CAlculo de la normal */
(5144) tlu,v)r=Ix(u,v),viuv),z(u,v)1;

tu:diff(t (u,v),u);
tv:diff(t(u,v),v);
n:tu~twv;
normal rexpress (n) ;
(%040) t(u,v}:=[x(u,v},y(u,v],z(u,v}]

u

(tu) [1,0, —~ —1
v
(tv) (0,1, — ———1
-,‘I,-'—vz—uz—kl
v (]
(1) -[0,1, - l,—]"'[l:D:_ J—
v’—vE—u2+1 -||'I.'f—v2—u2+l
u v
(normal) [ ; r 1]

f

!
1#."—1;-2—1124—1 1","'—1?'2—1124'1

> /* Calculo de la funcidén integrando */

T
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(%147) frlx(u,v)*z(u,v)"2,x(u,v)"2*y(u,v)-z(u,v) "3,
2¥x(u,v)*y(u,v)+y(u,v)~2*z(u,v)];
int:f.normal;

3/2
(f) [u(fv27u2+1),u2V>(fV27u2+1) ,V2 fv27u2+1+211v]
( ) e
2 2 2
—-—ve-u+1
(1nt) VAU Vr( - ) +V2 *VZ*U2+1+1F *V2*U2+1+211V

—V2—u2+l

.{%i48} int:ratsimp (int) ;

(int) —V4+x,’m(v3+(1:2+2—1:—1)v)+(1_u2) vZ-ut+u?
y —vi-ut41

:——> /* Calculo de la integral */
(2145) assume (1-u*2-—v~2>0) ;

(3049) [-vZ-u?+1>0]

($i50) assume (1-u”2>0);

(2050) [u<1]

.{%i51} iteradal:integrate (int, v, -sgrt (1-u*2) ,sgrt (1-u™2));
4 2

Taou —6mTu” —m

(iteradal) —
g

(%152 integrate (iteradal, u, -1, 1);

2
Fos52 —
( ) =
> /* b) En coordenadas =sféricas */
——> /* Ecuaciones paramétricas */
(%155%) u,v):=cos(u) *sin(v) ;

% (
yv(u,v):=sin(u) *sin (v) ;
z (1, v) :=cos(v):;

(5053) x(u,v}:=cas(u}5in(v}
(2054 y(u,v}:=sin(u}sin(v}
(5055) z(u,v}:=cos(v}

> /% Calculo de la normal */

7L
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(%161) t(u,v):=[x(u,v),y(u,v),z(u,v)];
tusdiff (t(u,v),u);
tvediff (t(u,v),v)
n:tu~tvs
normal :express (n) 3
normal :trigsimp (normal) ;

(3056) t(u,V)::[X(U,V),Y(U,V),Z(U,V)]

r

(tu) [—sin(u)sin(v),cos(u)sin(v),O]

(tv) [cos(u)cos(v),sin(u)cos(v),fsin(v)]

(normal) [—cos(u)sin(v)z,—sin(u)sin(v)z,—cos(v)sin(v)]
——> /* Calculo de la funcidn integrando */
(%164) filx(u,v)*z(u,v)"2,x(u,v)"2*y(u,v)-z(u,v)"3,

2*x(u,v)*y(u,v)+y(u,v) *2*z(u,v)]1s
int:f.normal$
int:trigsimp (int) ;

(int) (sin(u)4fsin(u)2) sin(v)5+(fcos(v)272 cos(u) sin(u) cos(v)) sin(v)3+sin(u) cos(v)3
Sin(v)2
——> /* Calculo de la integral */

.{%iEE} iteradal:integrate (int,v,0,%pi/2);
16 5in(u]4 -16 sin(u)2+ (4 -15 ccs(u)) sin(u)—4

(iteradal
30
(Eice) integrate (iteradal, u, 0, 2*%pi):;
2
(5066) -—
3
-=> /* Se puede comprobar gue, en un caso hemos hallado

la integral de superficie en la direccidén de la normal exterior,
y en el otro caso en la direccidédn de la
normal interior */

T
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EJERCICIOS PROPUESTOS
1.

Calcular la integral de superficie.

fL(XQ +y?)dS

Siendo S la superficie de la esfera x? +y2 + 2% =25,
50007

Solucién:

2.
Calcular el drea de la parte del paraboloide:.
x> +y’4z=5
que estd por encima del plano z = 1.

Solucién: 36.176903197411

3.
) — —
Calcular la integral de superficie /f F .dS, siendo
5

—

L -
F=xi+yj
y S la porcién de superficie cénica z2 = x2 +y?, 0< z < 1.

., 21
Solucién: — 3

4,
Calcular la integral de superficie // ydydz — xdxdz + zdxdy, siendo S la superficie
5
X2_|_y2_|_22 =1 z>=0.

., 21
Solucién: — 3

5

Calcular el momento de inercia I;, respecto del eje OZ, de la superficie esférica
x2 4+ y? + 22 = 0. Considérese la densidad superficial u(x,y, z) = x2 4+ y? + 22,

Solucion: 1944w
6.
Calcular la integral de superficie /f F -dS, siendo F el campo vectorial:
)
— — — —
F=0:i+07 -2k
v S la superficie esférica z? + yQ +22 = 2, interceptada por el cono z = y/z2 + ¢? v siendo z = 1.

Solucién: —2n
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7.
— — —
Calcular la integral de superficie /f F -dS, siendo F' el campo vectorial:
s
— — — —
F=(z+z)i +0j —(z+2)k
v S la superficie esférica z? + y2 + z = 2, interceptada por el plano z =1 y siendo z = 1.
Solucion: —x

[0 L




