EJERCICIOS TEMA 3
ECUACIONES DIFERENCIALES

ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

Ecuaciones diferenciales de primer orden integrables por cuadraturas.

Ejercicio 1 Resolver las ecuaciones diferenciales de variables separadas o separables

CL) = et — t22i1

b) (22 4+9)y +zy=0
c) y =2xeV

d) m/ tl;;g

e) 1z’ =elt?

Solucion: a) x = e’ —In(t* —=1) + C. b) yvVa2 +9=C. ¢) y =In(a? + C). d) z = [3(Int — 1) + 0]1/3 e)
z=—1In(C —¢€).

Ejercicio 2 Calcular las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales buscando factores integrantes
de la forma que se indica:

a) (1 — 2 ) dt +t*(y — t)dy = 0; con u(t,z) = u(t)
b) (2 +y* +a)dx + xydy = 0; con p(z,y) = p(z)
c) (222 + y) dv + (2%y — 2)dy = 0; con pu(z,y) = u(z)
d) (y+ay?) do+ (2 — 22y)dy = 0; con () = p(z - )

7;

Solucion: a) y; —1—yt =C.b) 62y? + 32 +42° = C. ¢) 42 — 2y + 2y® = Cz. d) _71y +Injz|—Injy| =

Ejercicio 3 Calcular las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales buscando factores integrantes
de la forma que se indica:

a) 1=tz + (x —t)t?a" = 0; con p(t,z) = u(t)
b) 3a? —t+ (22% — 6tx)a’ =0; con u(t,x) = u(t + 22)
Solucidn: a) —1 —tx + ””—22 =C.b)t—2a?=C(t+2?%)>2

Ejercicio 4 Calcular las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales buscando factores integrantes
de la forma que se indica:

a) zy'(y—1)—y=0; con p(z,y) = p(y)
b) (t+1)%2+ (1 +t3)2' =0; con pu(t,z) = p(t + )
o) (I+zy+y*)+ (1 +zy+a®)y =0; conp(z,y) = p(x-y)

Solucion: a) zye™ = C. b) (1 +t2)e!t® =C. ¢) (z +y)e™ = C.

Ejercicio 5 Determinar a qué tipo pertenecen las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) 3eltan(z) + (2 — e)sec(z)?z’ =0 h)y =

b) Btz +a2%)2’ +2t3=0 i) Y= m
¢) xy +y=y’In(z) 7) y 1+ e’

d) tcos(t+x) +sen(t +z) +tcos(t+x)a' =0 k) ¢ =Y(lny—Inzx)
e) (3tz+a?)+ (Bt +t*)z’ =0 n zy Yy=22

f) txcos(tz) + sen(tz) + (t* cos(tx) + e")x’ =0 m) o = In(a¥)

g) 3z +3elzi +ta' =0
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Solucion: a) Separadas. b) Homogénea. ¢) Bernoulli. d) Exacta. e¢) Homogénea. f) Exacta. g) Bernoulli. h)
Separables. i) Exacta. j) Separadas. k) Homogénea. 1) Lineal. m) Separadas.

Ejercicio 6 Resolver las ecuaciones diferenciales:

a) (2zy+ 1)dz + (22 —1)dy =0 d) y?—(2z+y)y + (z* +zy) =0
b) (z+2y+3)de+ 2z+4y—1)dy=0 e) %—F%yze‘h
o) (P +22)y +a?—y2? =0

Solucion: a) 2?y+x—y=C.b) 2> +day+4y> +6x—2y=C.c) (v +y)(zr —y—2)+2In %‘ =C.d)
ylz) =122+ C Ay(x)=Ce” — (z+1).e) y = gijg
Ejercicio 7 Resolver las ecuaciones diferenciales:
a) y =2 d) E+y=ay’
b) xy = 2%y + (1 —223)y + 2* e) x(y2+1)da?—y(:1c2 — 1)dy:0
c) senxy + xycosry + z2 cos zyy =0
Solucion: a) x +y —2 = C(x — 1)% b) = =5 +C’ c) zsenzy = C. d) % =2z +1+Ce e

22 -1=C (2 +1).
Ejercicio 8 Resolver las ecuaciones diferenciales:

a) ¥y =>0-2)y*+ 2z —1)y— d) (2y 2z)dr+ (z—y+1)dy=0
b)  t(2t2 +y?)dt + y(t? + 2y2)dy =0 ¢ xdm + 2y = ze® a®
¢) (2% —3y?)dz+ 2zydy =0

Solucion: a) —= =z —2+Ce™®. b) §+¥+y§=0. )y —2?=Ca3. d) 2z —y+In(zr—y—-1)2=C.

y—1

¢) y= L.

Ejercicio 9 Resolver las ecuaciones diferenciales:

a) o' (3t —2?) =2tz c) t2+2%+42t+ (2tz + 323z’ =0
b) Bzx—Tt+7)—Bt—Tz—3)2’ =0 d) 2/ =2 —2?

¢
Solucion: a) (z% —t?) = Cx3. b) (z+t—-1)"T(x —t+1)¥" = C. c) 33 +tz?+t2+ 2% =C.d) z(2+C) = 2t.
Ejercicio 10 Resolver las ecuaciones diferenciales:

a) 3zx+y—2+y(x—1)=0 d) sen(tx)+ txcos(tr)+t>cos(tz)z’ =0
b) a+(z—t)a’ =0 €) B2 g (y— Tyl —(
c) 2t+3x+(x+2)2’ =0 ' '

Solucion: a) y(z) = 3(x—1)In|z—1|+C(z—1)—1.b) zIn|z|+t+Cx = 0. ¢) (z+2t—4)? = C(t—-3)*(z+t—1).
d) tsen(txr) = C. e) y*> + 2% + %(1 —cos2z) =C.

Ejercicio 11 Resolver las ecuaciones diferenciales:

a) a' —tr=3t d) 3tz—2z—i32

)
b) y =5by+cos(z) e) 2 =etx” 422
c) ' —2x =4e? )y +L=nr,2

Solucion: a) x = Cet’/2 — 3. b) y = 216 (sen(zx) — 5cos(z)) + Ced®. ¢) o = (4t + C)e?t. d) = = (3 + Ct?)/3.
e) z = (Ce 12t — %et)_l/ﬁ. fly=(1+Inx—Cz)~!

Ejercicio 12 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Riccati usando la solucion particular pro-

porcionada:
a) y v —azy+1; conyp, =z
b Y =at -y’ cony, =1 — &
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22 22 -1
Solucz'én:a)yzx—keT(C’—fera:) .b)y:12<x—1+ 4 >
Algunas Aplicaciones Précticas

Ejercicio 13 Segiin la ley de Newton, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es proporcional a
la diferencia entre la temperatura T del cuerpo y la temperatura Ty del aire. Si la temperatura del aire es de
20°C' y el cuerpo se enfria en 20 minutos desde 100°C' hasta 60°C' , sdentro de cudnto tiempo su temperatura
descenderd hasta 30°C ?.

Solucion: t = 60 minutos.

Ejercicio 14 Calcular la velocidad limite que alcanza un paracaidista en su caida, si se sabe que la resistencia
del paracaidas es proporcional a su velocidad.

Solucion: v, = 2.

Ejercicio 15 Se sabe que la velocidad de la desintegracion radiactiva es proporcional a la cantidad x de la
sustancia que queda atun no desintegrada. Determinese cémo x depende del tiempo t, si en el instante incial
to se tenfa x = x¢ de sustancia.

Solucion: x(t) = xoe Ft—t0),

Ejercicio 16 Un punto material de masa 1 gramo se mueve en linea recta debido a la accion de una fuerza
proporcional al tiempo e inversamente proporcional a la velocidad del punto. En el instante t = 10 segundos
la velocidad era igual a 50 cm/s y la fuerza igual a 4 dinas. 5Qué velocidad tendrd el punto al cabo de un
minuto del comienzo del movimiento?.

Solucion: v ~ 269,26 cm/s.

Ejercicio 17 Un tanque de 400 litros de capacidad contiene inicialmente una solucion salina de 150 litros de
agua y 25 g de sal. Una solucion salina de 2 g/l de sal entra en el tamque a 10 litros por minuto, mientras que
la mezcla resultante sale por un sumidero a 5 l/min. ;Qué cantidad de sal hay en el tanque en el momento
en que éste empieza a rebosarse?.

Solucion: Q(50) = 696,875 g.

Ejercicio 18 Consideremos un circuito eléctrico RL. Supongamos que en el circuito la resistencia es de 1212
y la inductancia es de 4H. Si la bateria proporciona un voltaje constante de 60V y el interruptor se cierra
cuando t =0 de manera que la corriente empieza con el valor I(0) = 0, caleular: a) I(t). b) La corriente al
cabo de 1 sequndo. ¢) El valor limite de la corriente.

Solucion: a) I(t) = 5(1 —e™3%). b) I(1) ~4,75A. ¢) HA.

Ejercicio 19 Se sabe que un cierto material radiactivo decae a una velocidad proporcional a la cantidad de
material presente. Un blogue de este material tiene originalmente una masa de mqg gramos. Al ser observado
después de 24 horas, ha experimentado una reduccién de masa del 10 %. a) Encuentrar una expresion para
la masa del cuerpo a un tiempo cualquiera. b) Calcular el intervalo de tiempo que debe transcurrir para que
el bloque decaiga a la mitad de su masa original (esto es, su vida media).

Solucion: a) m(t) = moe 200439 ) 158h.

Ejercicio 20 La poblacion P(t) de un suburbio de una gran ciudad en un instante cualquiera se rige por
4P = P(10~' — 1077P); P(0) = 5000, en donde t se mide en meses. a) ;Cudl es el valor limite de la
poblacion? b) ;En qué momento serd la poblacion igual a la mitad de su valor limite?

Solucidn: a) 10°. b) 4,41 afos.

Ejercicio 21 Un reactor transforma plutonio 239 en uranio 238 que es relativamente estable para uso in-
dustrial. Después de 15 anos se determina que el 0,0043 por ciento de la cantidad inicial Ag de plutonio se
ha desintegrado. Determinar la semivida de este isétopo (el tiempo necesario para que la cantidad inicial de
dtomos se reduzca a la mitad) si la rapidez de desintegracion es proporcional a la cantidad restante.
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Solucion: 241790 anos.

ECUACIONES DE ORDEN n

Ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constantes

Ejercicio 22 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

s

=
~— =

4yl/+y/:O 6) y//+9y:O
y'—y —6y=0 f) ¥ =4y +5y=0
y' +8y +16y=0 g) 3y +2y +y=0
12y — 5y —2y=0

QO

Solucidon: a) y = c1 + coe Vg, b) y = c1€®® + cee™?. ¢) y = cre™ ¥ + copze ™. d) y = c1e2/3% 4 cye= /47,
e) y = c;cos3x + casen3zx. f) y = e2*(cy cosx + cosen). g) y = e*/3(c; cos %x + co sen ?m)

Ejercicio 23 Resolver los problemas de condiciones de contorno:

a) y' =10y +25y =0, y(0)=1, y(1)=0
b) y'+y=0, y'(0)=0, y(3)=2
Solucion: a) y = (1 — z). b) y = —2cos .
Ejercicio 24 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) y/// _ 4y// _ 5y/ =0 6) y(4) + y/// + y/// =0
4 2
b) Y =by"+3y + =0 f) 1624 +242% +9y=0
d’u Pu 20 =0 ddu d*u d>u d*u du _
C) dt3+dt2 U = g) F+5W—2m—1OW+E+5U—O

=8
~—

y"+3y" +3y +y=0

Solucion: a) y = c1 + € + c3e7%. b) y = c1e™% + c2e3% + czwed®. ¢) y = cre! + e f(cacost + czsent).
d) Yy =cie T 4+ coxe " + c3x2e_$_ e) Y = C1 + Co + 6_1/2$(C3 Ccos §$ + ¢4 sen @CL’) f) Yy = €1 COS §$ +

CoT COS @x + c3sen @x + c4x sen @m g) y=cie" +care” +cze " +eqre " + cse” 7.

Ejercicio 25 Resolver los problemas de valor inicial:

a) y"+ 16y =0, y(0) =2, y'(0)= -2

b) y' —4y -5y =0, y(1) =0, y'(1)=2

o Yy +y +2y=0, y(0) =0, y"(0)=

d) y" +12y" +36y' =0, y(0)=0, y(0)=1, y"(0)=-7

Solucion: a) y = 2cosdx — 1 senda. b) y = 221 — Le=(-1 o) y=0.d) y = & — Ze 6% 4 Lae 07

Ecuaciones lineales no homogéneas

Ejercicio 26 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) y'+y=seczx e) y'+3y + 2y =sen(e”)
b) ' +y=cos’x ) v +2y +y=etlnt
¢) y"—y=coshzx g) 3y’ —6y +6y=¢e"secx
d) v +3y +2y ==

Solucion: a) y = ¢y cosx + casenx + cosxIn|cosz| + xsenz. b) y = ¢y cosz + casenx + % — %cos2:1c. c)
y = c1e” + cee”" + twsinha — fcoshz. d) y = e %(c1 — 1) + o672 + (e* + e 2*)In(e” + 1). e) y =
cre”% + e —e 2 sen(e?). f) y = cre ! + cote t + et (g Int — %t2). g) y = cre®cosx + cpe® senx +

te” coszIn (cosz) + swe” sen .
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Ejercicio 27 Resolver de nuevo (pues ya las vimos en la seccidn anterior) las siguientes ecuaciones difer-
enciales lineales de primer orden, pero ahora por el método de variacion de constantes

a) ¢ —tx =3t

b) vy’ = 5y + cos(x)
c) o' —2x=4e*

Solucion: a) x = Cet™/2 —3.b) y = 36 (sen(z) — 5cos(x)) + Ce®™. ¢) x = (4t 4 C)e

Ejercicio 28 Resolver los siguientes problemas de valores iniciales mediante el método de variacion de las
constantes:

Solucion: a) x(t) = (t +5e* — 1)e™3. b) z(t) = tln (2\/\{%> :

Ejercicio 29 Resolver, mediante el método CI, las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) y" —3y + 2y = 6e* e) y' —8y + 16y = (1—x)el®
b Y-y Yy —y=atw f) v +y=sent

¢) y'+2y +2y=4cost+2sent g) y"+3y"+2y =x+1

d) Y — 2y —y + 2y = —2¢®

Solucion: a) y = (c1 + caw)e® + cze 2% + x%e®. b) y = c1€” + cacosx + cgsenw — x? — 3z — 1. ¢) y =
e !(cpcost + casent) + 2sent. d) y = cre® + ce®® + cze™ + we®. e) y = (c1 + cox)et® + 64’”(% - %) )

y =cypcost+ cosent — Ltcost. g)y=c1+coe ™ + e 4 @ _z
2 4 1

-

Ecuaciones de coeficientes variables

Ejercicio 30 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Cauchy-FEuler y de Legendre:

) @3y — a2y + 22y —2y—71; x>0

) 2”’+2xy —dy' +44 =22, >0

) 2”'+5xy"—|—3y—x x>0

) (z+2)% —(2+2)y +y=3z+4; x> -2

) (2x+3)3 " — (162 4+ 24)y’ + 32y =0; = > —3/2
) A—a)y" =2+ y=1a>1

SR

9

D

Solucién: a) y = c1x+cox Inz+czax®+ 1 T fﬁ b) y = ciz+co? +3 +”” Inz.c)y=ci+colna+ C3+16x

d)y=ci(z+2)+co(z+2) In(z+2)+ 2(m—i—?)ln (x+2)—2.¢)y = 21+3—|—02(2x+3) +e3(22+3)% In(22+3).

f)y:cl(m—l)—i—ﬁ—%(m—l)ln(m—l).

Algunas Aplicaciones Practicas

Ejercicio 31 FEn el extremo inferior de un muelle sujeto al techo, de constante eldstica k = 100, se fija un
cuerpo de 4 Kilogramos de masa. En el instante t = 0, se lleva el cuerpo 20 centimetros por debajo de su
posicion de equilibrio y se le abandona en esa posicion con una velocidad de 1 metro por segundo dirigida
hacia abajo. Despreciando la resistencia del medio y suponiendo que no actian fuerzas exteriores, calcular
el desplazamiento en funcion del tiempo, calculando la amplitud, periodo y frecuencia del movimiento.

Solucion: x(t) = & cos 5t + & sen bt = f cos(5t — %) (mov. arménico simple).

Ejercicio 32 Estiudiese el movimiento del cuerpo del problema anterior suponiendo que, ademds, actia sobre
el cuerpo una fuerza que (en Newtons) viene expresada como funcidn del tiempo por 8 cos 5t.

Solucion: z(t) = & cos 5t + & sen 5t + Ltsen 5t = f cos(5t — ) + ttsen 5t (resonancia).
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Ejercicio 33 Del extremo inferior de un muelle fijado al techo, de constante eldstica k = 320, se suspende
un objeto de 16 Kilogramos de masa. A continuacion, se lleva el objeto 20 centimetros por debajo de la
posicion de equilibrio y se le abandona en esa posicidn con una velocidad de 1,2 metros por seqgundo dirigida
hacia arriba. Estiudiese el desplazamiento del objeto, suponiendo que mo existen fuerzas exteriores y que el
medio opone una resistencia al movimiento que numéricamente (en newtons) vale 64v, siendo v la velocidad
(en metros por sequndo).

Solucion: z(t) = e (% cos4t — 1 sen4t) = i *t cos(4t + %) (mov. subamortiguado).

Ejercicio 34 Resuélvase el problema anterior suponiendo que, ademds, actia sobre el sistema una fuerza
variable dada como funcidn del tiempo (en Newtons) por 32 cos 2t.

2t(i

Solucion: x(t) = e~ (5 cos 4t — 5 sen4t) 4 15 cos 2t + 55 sen 2t (rég. transitorio y rég. estacionario).

Ejercicio 35 Un circuito RLC de corriente alterna estd formado por los siquientes elementos: una resisten-
cia de 4 Q, un capacitor de 4 mF, un inductor de 25 mH y un fuente de voltaje V = 110 cos 60t V. Determinar
la carga Q(t) en todo tiempo, si inicialmente la carga sobre el capacitor es cero y no fluye corriente por el
circuito.

Solucion: Q(t) = £ cos 60t + £ sen 60t — 1re 3% cos 60t — 137 e 0 sen 60¢.

Ejercicio 36 Un circuito RLC estd formado por un resistor R = 12 Q, un capacitor C = 0,1 F y un
inductor L = 2 H. Se conecta una fuente de voltaje que suministra 20 cos5t V. Si inicialmente el capacitor
estd descargado y no circula corriente alguna por el circuito, encuentre una expresion para la carga en todo
tiempo t.

Solucion: Q(t) = —3 cos 5t + 5 senbt — Se~' + e .

SISTEMAS DE ECUACIONES

Sistemas de Cramer

Ejercicio 37 Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferenciales
yi—yy=z+1
Y1 +ys — 3y +y2 =2z — 1

Solucion: y; = ¢, + cae® + cze ™37 — %$2 — 1—9433; Y2 = 3¢, + c2e” — 3cze 3T + g — %a:Z — %x.

Ejercicio 38 Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferenciales

Y+ ys —yr —y2 = 3% —a?

{ 201 + 15 + 1 = 32
Solucion: y1 = c1e® + coe™; yo = —3c1e” — coge”® + 2.

Ejercicio 39 Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferenciales

z"(t) —2(t) +y"(t) +y(t) =0
o' (t) + 2z(t) +y'(t) +2y(t) =0
Solucion: x = Ae™?'; y = —2Ae 2.

Ejercicio 40 Resolver mediante el método de Cramer el sistema de ecuaciones diferenciales

{ o' (t) + x(t) + 9 (t) = —be*
2" (t) —x(t) +y"(t) = —13e?

Solucion: x = Be™t +e?t; y= A — 4e?t.
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LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Propiedades de la transformada

Ejercicio 41 Calcular, usando las propiedades adecuadas, la transformada de Laplace de las siguientes
funciones:
a) f)=Alt —a) sit>ay f(t)=0sit <a; b) f(t) =sen?t

Solucidn: a) 4e=%. b) m.
Ejercicio 42 Calcular, usando las propiedades adecuadas, la transformada de Laplace de la siguiente fun-
cion:

f)=0sit<3yft)=tsit>3
S+2).

S S

Solucidon: e=38 (

Ejercicio 43 Calcular, usando las propiedades adecuadas, la transformada de Laplace de las siguientes
funciones:
a) L[tsenbt]; b) L [btcosbt — sen bt

c e 2bs 2bs?
Solucion: a) P b) 2407)2

Ejercicio 44 Calcular, usando las propiedades adecuadas, la transformada de Laplace de las siguientes
funciones:
t t
a) L [/ cosxdm} i b) L [/ el sen(t — u)du}
0 0

1
(s—1)(s2+1)"

Solucion: a) b)

1 .
52+17

Propiedades de la transformada inversa

Ejercicio 45 Calcular las siguientes transformadas inversas, aplicando las propiedades necesarias
1 1 e % 2s
LV ———F|:b) L | —m; L1 cod) LT | ———
%) LQ (82—|—1)] ) |:82—28+5:| °) 241 ) 452 4+ 16

Solucion: a) t —sent. b) Lefsen2t. c)sen(t—%)sit>7% yesOsit<Z. d)5cos2t.

Ejercicio 46 Calcular las siguientes transformadas inversas, aplicando las propiedades necesarias

0 ) 9 ¢ oo

S

VE ey

(52)}

Solucion: a) $tsent. b) (1 —cos2t). ¢) e2(1—e™?).
Transformadas inversas de funciones racionales

Ejercicio 47 Calcular las transformadas inversas

a) L

e 1)22—_2;1(5 = 3>} iDL L—31><+1+1>]

Solucion: a) —ge™t — e + e b) 2’ — 2cost + sent.
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Ejercicio 48 Calcular las transformadas inversas

_ s*+2s+3 oy ey [BsE—15s—11
@ £ {(824-25-1-2)(324—25—#5)}’ ) £ 1[(34—1)(8—2)3]

Solucion: a) e~'(sent +sen2t). b) —se ™" + (—2t2 + 4t + 1) €.

Ejercicio 49 Calcular la transformada inversa

Solucion: f%e*t + (t + %) cost + %sen t.

Resoluciéon de ecuaciones diferenciales

Ejercicio 50 Resolver el problema de valores iniciales

y' —3y(t) =e*; cony(0) =1
Solucion: y(t) = —e? + 23
Ejercicio 51 Resolver el problema de valores iniciales

d2
ﬁf —z=¢e" conx(0)=2'(0)=0

P _ 1.t 5 _—t —t
Solucion: y(t) = e’ — Je™" +e7't.
Ejercicio 52 ¢ Resolver el problema de valores iniciales

{ y' +a*y = f(t)
y(0)=1; y'(0) = -2
Solucion: y(t) = cosat — 2 sen at + %fof f(r)sena(t — 7)dr.

a

Ejercicio 53 Resolver el problema de valores iniciales

y/// o 31/// 4 3y/ —y= t2€t
y(0) = 1;9/(0) = 0;5"(0) = =2

Solucién: y(t) = (g5t° — 5t> —t +1) e".

Resoluciéon de sistemas de ecuaciones diferenciales

Ejercicio 54 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

{ 20/(t) + o/ () — y(t) = ¢

T/ () +y/(t) = ¢
con las condiciones: x(0) = 1, y(0) = 0.
Solucion: x(t) = —4 + 5t — 2t + 1t3 4+ 5e*; y(t) =5 — 5t +2t* — 5e ",
Ejercicio 55 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

{ 2'(t) = 2z — 3y
y'(t) =2z +y

con las condiciones: x(0) = 8, y(0) = 3.
Solucion: x(t) = be~t + 3ett; y(t) = be~t — 2.
Ejercicio 56 & Obtener la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales

42'(t) — y'(t) + 3z = sent
x'(t) +y = cost

Solucion: x(t) = Ae™t + Be 3% y(t) = cost + Ae™! + 3Be™ 3.



