
RESUMEN: Recientemente varios países desarr o-
llados han reestru c t u rado sus respectivos sistemas
e l é c t ri c o s , y España se ha incorp o rado a este
nu e vo proceso promulgando dive rsas leyes para
d e finir la Nueva Regulación del Sistema Eléctri c o
N a c i o n a l . Como consecuencia el problema de la
coordinación hidrotérmica atendiendo a la optimi-
zación de múltiples factores va a ser un reto fun-
damental con el que se tendrán que enfrentar las
compañías genera d o ras de electri c i d a d . A conti-
nuación se expone un sistema de optimización ba-
sado en el empleo del método de Ritz para resol-
ver este probl e m a , que consiste en el cálculo de las
potencias generadas en las centra l e s , tanto térm i-
cas como hidráulicas, de un sistema hidrotérm i c o,
p a ra que un funcional múltiple, sea lo más peque-
ño posibl e, teniendo en cuenta dive rsos factores
que intervendrán en el problema en fo rma de res-
t ricciones que se tendrán que cumplir necesari a-
m e n t e. Una novedad importante de este método
es que permite incluir varios factores, como el
coste asociado a la contaminación y también se
c o n s i d e ra el retraso en el tra n s p o rte que es el
tiempo que tarda en fluir el agua de una central a
o t ra .

PALABRAS CLAVE: Coordinación hidrotérmica;
Mercado eléctrico; Método de Ritz.

1. Introducción

Desde hace tiempo cada vez más países desarrolla-
dos han reestructurado sus respectivos sistemas
eléctricos, imponiendo criterios de liberalización de
mercado y competencia empresarial. En esencia
han pasado de un sistema eléctrico basado funda-
mentalmente en la intervención de los poderes pú-
blicos a un sistema en el que las actividades eléctri-
cas funcionan siguiendo criterios de libre mercado
entre las distintas empresas eléctricas. El objetivo
que se persigue es mejorar la calidad del servicio y
rebajar el precio de la electricidad como conse-
cuencia de la capacidad de gestión empresarial.
Algunos de los países que han adoptado este mo-
delo son: Inglaterra, Italia, Holanda, Canadá, Norue-
ga, Suecia, varios Estados de los EE.UU, Australia,
etc. Además, la Comunidad Europea aprobó un
conjunto de Normas Comunes para el desarrollo
del Mercado de la Electricidad, que contiene algu-
nos criterios mínimos de liberalización que los paí-
ses comunitarios deberán ir acatando paulatina-
mente mediante cambios en sus legislaciones eléc-
tricas.
España se ha incorporado a este nuevo proceso,
siendo, dentro de la Europa Comunitaria,una de las
naciones más avanzadas en materia de liberaliza-
ción eléctrica. Se han promulgado diversas leyes
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para definir la Nueva Regulación del Sistema Eléc-
trico Nacional. Entre éstas cabe destacar la Ley de
Ordenación del Sistema Eléctrico Nacional de Di-
ciembre de 1994, el Protocolo para el estableci-
miento de una nueva regulación del Sistema Eléc-
trico Nacional de diciembre de 1996 y la Ley del
Sector Eléctrico de Noviembre de 1997.
Entre las medidas más importantes que se han
adoptado, se pueden citar las siguientes: libertad de
construcción de nuevas centrales eléctricas, com-
petencia entre las empresas generadoras en el mer-
cado de producción basado en la ley de la oferta y
la demanda de energía eléctrica, libertad de los
consumidores para elegir suministrador, posibilidad
de efectuar contratos bilaterales entre consumido-
res y generadores, libertad de comercialización de
la electricidad, libertad de acceso a las redes de
transporte y distribución de electricidad y libertad
de comprar o vender electricidad a empresas y
consumidores de otros países de la Unión Europea.
De todas ellas vamos a abundar en cómo va a fun-
cionar el nuevo mercado de producción y la reper-
cusión que ello tendrá  en las empresas generado-
ras de electricidad.

2. El nuevo mercado de producción
eléctrica en España

En el sistema anterior, el funcionamiento diario de
las centrales eléctricas no dependía de las propias
compañías sino que venía impuesto por Red Eléc-
trica de España (REE). Este organismo decidía la
producción diaria de energía eléctrica por parte de
las distintas centrales eléctricas siguiendo por una
parte criterios de política energética elaborados
por el Ministerio de Industria y Energía, y por otra
parte resolviendo el problema de coordinación hi-
drotérmica a nivel nacional. Ninguna central podía
enviar electricidad a la red si no estaba incluida en
la programación de REE. Para llevar a la práctica el
nuevo sistema eléctrico se han creado dos nuevos
organismos, el Operador del Mercado y el Opera-
dor del Sistema, que han iniciado sus actividades el
1 de Enero de 1988.
El Operador del Mercado está encargado de casar
la oferta y la demanda en el mercado de produc-
ción de electricidad.Es una sociedad mercantil en la
que, a fin de garantizar su neutralidad e indepen-
dencia, ningún accionista puede poseer más de un
10% del capital social; además, la suma de las parti-
cipaciones directas o indirectas de las empresas que
llevan a cabo actividades eléctricas no puede supe-
rar el 40% del mismo.
El Operador del Sistema está encargado de garan-
tizar una correcta coordinación del sistema de pro-
ducción y transporte eléctrico a fin de asegurar la

continuidad y la seguridad en el suministro de ener-
gía. Las funciones del Operador del Sistema han
sido encomendadas por ley a Red Eléctrica de Es-
paña, a la que también se le asigna la gestión de la
red de transporte eléctrico.Asimismo programa los
intercambios de electricidad con otros países que
son imprescindibles para mantener la seguridad y
calidad del suministro eléctrico.
El nuevo mercado de producción de electricidad
consta a su vez de tres submercados: el mercado
diario, el mercado intradiario y el mercado de ser-
vicios complementarios que funcionan los tres de la
siguiente forma:seleccionar para cada hora la pues-
ta en servicio de los grupos de generación esco-
giendo los que han ofertado la energía más barata
hasta cubrir las necesidades de demanda;y retribuir
la energía al coste de la última unidad cuyo funcio-
namiento haya sido necesario para cubrir la totali-
dad de la demanda.
En el mercado diario el Operador del Mercado re-
cibe las ofertas de venta de energía que formulan
para cada hora del día siguiente, las unidades de ge-
neración que operan en el sistema y las demandas
de energía que realizan los consumidores y a conti-
nuación selecciona para cada hora la entrada en
funcionamiento de los grupos de generación, em-
pezando por los que han comunicado las ofertas de
energía más baratas, hasta cubrir la totalidad de la
demanda. Teniendo en cuenta los contratos bilate-
rales y los intercambios internacionales de electrici-
dad el Operador del Mercado elabora el programa
diario base de funcionamiento y lo comunica al
Operador del Sistema. Este realiza las modificacio-
nes que sean necesarias debido a razones técnicas,
retirando de la programación algunas unidades y
sustituyéndolas por otras; así se llega al programa
viable provisional.
A continuación el Operador del Sistema abre el
mercado de servicios complementarios que atien-
de aquellas necesidades que se consideran impres-
cindibles para garantizar la calidad, seguridad y fiabi-
lidad del suministro, como pueden ser las de regu-
lación, control o reposición de servicios. Teniendo
en cuenta los cambios que hayan sido necesarios
en el mercado de servicios complementarios, el
Operador del Sistema define el programa diario
definitivo. Puede ocurrir que, una vez establecido
dicho programa, los distintos agentes que operan
en el mercado necesiten efectuar ajustes en sus
ofertas o demandas, por lo que se pondrá  en mar-
cha el mercado intradiario en donde se efectuarán
los cambios necesarios que se añadirán al programa
diario y se determinará así la programación horaria
final de funcionamiento del sistema eléctrico.
Como se puede apreciar, por todo lo expuesto, el
nuevo sistema eléctrico persigue una mayor com-
petencia empresarial entre las compañías eléctricas
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que actúan en el mercado. Como consecuencia el
problema de la coordinación hidrotérmica aten-
diendo a la optimización del coste de combustible
va a ser un reto fundamental con el que se tendrán
que enfrentar las compañías generadoras de elec-
tricidad.A continuación se expone un método para
resolver este problema, que consiste en el cálculo
de las potencias generadas en las centrales, tanto
térmicas como hidráulicas, de un sistema hidrotér-
mico, para que el costo de producción, o un fun-
cional múltiple, sea lo más pequeño posible, tenien-
do en cuenta diversos factores que intervendrán en
el problema en forma de restricciones que se ten-
drán que cumplir necesariamente.
Es importante resaltar que así se podrán optimizar
de forma conjunta el coste de producción (coste
clásico) junto a costes menos utilizados hasta ahora,
como el coste asociado a la contaminación (coste
ecológico) o el coste asociado a las pérdidas de po-
tencia por transmisión. Así se consigue compaginar
la nueva normativa liberalizadora con las restriccio-
nes medioambientales, cada vez más estrictas en la
Unión Europea.
El sistema consta de centrales térmicas e hidráulicas
y estas últimas están acopladas hidráulicamente, es
decir el agua de descarga de una central influye en
caudal de entrada de la central aguas abajo.También
se considera el retraso en el transporte que es el
tiempo que tarda en fluir el agua de una central a
otra.
La técnica elegida para obtener la solución es la te-
oría de los métodos aproximados y en concreto el
método de Ritz para minimizar una funcional cua-
drática heterogénea. Con ciertas simplificaciones
este método nos proporciona una solución aproxi-
mada perfectamente aceptable, con la ventaja de
que basta tomar unos pocos términos de la suce-
sión minimizadora con lo que los cálculos resultan
muy sencillos.

3. El problema de la coordinación
hidrotérmica

3.1. Modelos del sistema hidrotérmico

En este capítulo vamos a definir los modelos mate-
máticos que vamos a utilizar, para los distintos sub-
sistemas de los que consta el sistema hidrotérmico.

3.1.1. Modelo de Costo de Combustible 
en las Centrales Térmicas

Desde el punto de vista de la optimización, es co-
nocido y se maneja asiduamente en las centrales el
modelo entrada - salida. La entrada y la salida son,
respectivamente, el costo de combustible y la po-
tencia activa generada por la unidad. En la mayor

parte de las centrales se suele considerar el costo
de combustible como una curva lisa que se puede
aproximar por un polinomio. Para nuestro proble-
ma de optimización la curva de costo de combus-
tible la vamos a aproximar mediante un polinomio
de segundo grado:

(1)

en donde a, b y g son parámetros conocidos para
cada grupo térmico y Ps la potencia térmica gene-
rada.

3.1.2. Modelo de Contaminación de las Centrales 
Térmicas

Hemos comentado en el punto anterior que los fa-
bricantes proporcionan a las centrales térmicas la
curva de costo de combustible. Por contra,no suele
manejarse la relación emisión unitaria de contami-
nante-potencia, contentándose los departamentos
de medio ambiente con controlar la contaminación
vertida mediante mediciones continuas a la salida
de los humos. Se realizó un estudio (Suárez y
Bayón, 1996) para comprobar si efectivamente
dicha relación se mantenía apreciablemente cons-
tante para cada grupo y condiciones de funciona-
miento y se elaborararon las siguientes conclusio-
nes: se aprecia la existencia de un modelo cuadráti-
co que relaciona la emisión de cada contaminante
con la potencia generada y los parámetros que se
obtienen son apreciablemente similares en las dis-
tintas observaciones realizadas sobre un mismo
grupo.
Para el posterior estudio nos interesa conocer ade-
más del comportamiento por separado de los
NOx y el SO2 la cantidad total de contaminante
vertido por la central y el coste que implica esta
contaminación. Para ello basta sumar las dos canti-
dades anteriores y aceptar como valoración del
coste en pesetas de esa contaminación,las tasas ac-
tualmente vigentes en Galicia (5.500 pta. por Tn. de
Contaminante).
Y así en primera aproximación podemos conside-
rar que este fenómeno físico sigue una ley del tipo:

(2)

donde los parámetros son de nuevo conocidos en
cada central térmica.

3.1.3. Modelo de Red Eléctrica y de Pérdidas de 
Transmisión

Para la red eléctrica de nuestro sistema, vamos a
adoptar un modelo relativamente sencillo. La red
eléctrica se va a considerar como un mero medio
de transferencia de potencia activa desde los nodos
de generación a los nodos de carga, tal como se
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observa en la figura 1. Con esta suposición, sola-
mente se necesita la ecuación de equilibrio de la
potencia activa:

(3)

donde PD es la potencia demandada al sistema y
PL(PG) son las pérdidas de transmisión de poten-
cia activa que serán función del vector de genera-
ción PG. Para dichas pérdidas utilizaremos el mo-
delo de Kirchmayer (Kirchmayer, 1958):

(4)

donde despreciaremos los parámetros KL0 y B io, y
supondremos que Bij = 0 con i distinto de j, te-
niendo entonces:

(5)

Fig. 1

Es necesario expresar estas pérdidas en unidades
monetarias, y para ello utilizaremos el factor de
conversión f , (El-Hawary y Ravindranath, 1991). Es-
te factor, convierte las pérdidas en coste de gene-
ración térmica,y asumiendo la fórmula (3), f se cal-
cula como el costo incremental convencional de
generación, y viene dado por :

(6)

En cada instante, el valor de f se calcula como la
media de los costos incrementales de las centra l e s
t é rm i c a s . F i n a l m e n t e, el valor medio de f se da
por la media de los  a lo largo de todos los ins-
t a n t e s .

3.1.4. Modelo de Central Hidráulica
Para nuestro trabajo vamos a considerar que las
centrales hidráulicas son de carga variable (El-Ha-
wary y Christensen, 1979), es decir, que la potencia
generada por las centrales hidráulicas es función de
la altura de agua en el embalse y del caudal de des-
carga. La potencia de salida (en Mw) viene dada
por :

(7)

donde q es el caudal de descarga de agua en
m3/seg.,h  es la altura de agua efectiva en m.,y G es
la eficiencia total de la planta hidráulica.
Existen modelos aproximados para expresar la po-
tencia hidráulica generada, tales como el de Glimn-
Kirchmayer, el de Hildebrand, el de Hamilton-La-
mont y el de Arvaniditis-Rosing , pero nosotros, en
todos los estudios posteriores, emplearemos el an-
teriormente expuesto, por tratarse del más acorde
con la realidad. Tampoco entraremos a considerar
centrales de carga fija, donde la potencia generada
tan sólo es función del caudal vertido, por tratarse
de modelos demasiado simples.
Una vez modelizada la turbina hidráulica veamos un
modelo de depósito. Aceptaremos un modelo
donde la relación entre el volumen de agua alma-
cenado y la descarga se puede expresar por la
ecuación:

(8)

donde s(t) es el volumen de agua en el depósito,
i(t) es el flujo de agua natural corregido por las pér-
didas de fuga y por la evaporación y q(t) es caudal
de descarga que pasa a través de las turbinas.

3.1.5. Modelo de Red Hidráulica
Consideraremos una red de centrales hidráulicas
distribuidas en varias cuencas de naturaleza ramifi-
cada. Diremos que estas centrales están acopladas
hidráulicamente, es decir que el caudal de descarga
de una central, va a influir en el caudal de entrada
de la central inmediatamente aguas abajo. Además,
el caudal de salida de una central, en un instante t,
tardar  un tiempo determinado en llegar a las cen-
trales inmediatamente aguas abajo. Este tiempo,
como es lógico, depender  de la distancia que se-
pare las dos centrales y en general ser  distinto para
cada dos centrales.A este tiempo le llamaremos re-
traso en el transporte y lo representaremos por t .
Las variables que aparecen en el sistema son: ii(t):
Flujo natural de agua para la central i; qi(t): Caudal
de descarga de agua de la central i; t i-1: Retraso en
el transporte entre la central i-1 y la central aguas
abajo; qi-1 (t-t i-1): Descarga de agua de la central i-1
en el instante t- t i-1.
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Veamos a continuación las ecuaciones que nos de-
finirán el funcionamiento de este sistema. Para no
complicar la notación, realizaremos el siguiente tra-
tamiento suponiendo que sólo tenemos una cuen-
ca. La ecuación que relaciona el volumen de agua
con los caudales de entrada y salida en cada central
será:

(1) Plantas cabecera:

(9)

(2) Plantas intermedias:para las plantas intermedias
la situación es:

(10)

siendo Rhi el conjunto de plantas inmediatamente
aguas arriba a la i-ésima. El caudal desde cada plan-
ta lleva un retraso en el transporte de t j (j e Rhi) a la i-
ésima planta.

(3) Plantas desembocadura: se describen por la
misma ecuación que las plantas intermedias.

(4) Plantas aisladas:se describen por la misma ecua-
ción que las plantas cabecera.
Para simplificar la formulación del problema vamos
a introducir las siguientes variables auxiliares:

(11)

La variable Yj(t,) es el volumen de agua descargada
retrasada un tiempo  . Qi(t) es el volumen de agua
descargada en la planta i hasta el instante t. Ope-
rando adecuadamente en las ecuaciones de funcio-
namiento de la red hidráulica se obtienen las ecua-
ciones que nos definen el comportamiento de la
red hidráulica:

siendo RhCA la unión de las plantas cabecera y aisla-
das y RhID la unión de las plantas intermedias y des-
embocadura.
Por último supondremos que el volumen de agua
disponible en la central hidráulica i, durante todo el
intervalo de optimización es bi, por lo que siendo
[0,Tf] el intervalo de optimización, en cada planta
hidráulica se tendrá que cumplir :

(13)

3.2. Planteamiento del problema

El problema que vamos a estudiar consiste en cal-
cular las potencias que tienen que generar las dis-
tintas centrales, tanto térmicas como hidráulicas,
para que un funcional compuesto de forma combi-
nada por el coste de combustible, el coste asociado
a la contaminación y el coste asociado a las pérdi-
das, durante el intervalo de optimización [0,Tf], sea
mínimo.
Para realizar la optimización conjunta de estos fac-
tores, incluiremos los tres costes en el funcional
mediante unas ciertas funciones peso K 1, K 2 y K 3,
que verifican la condición: K 1+ K 2 + K 3= 1 y que
asignan valores relativos a los tres componentes del
funcional.
Nuestro objetivo, por tanto, es minimizar el funcio-
nal:

(14)

sometido a una serie de restricciones.La primera,la
ecuación de equilibrio de potencia activa (3) que
define el modelo de red eléctrica. Las otras restric -
ciones que tendremos que tener en cuenta serán
las ecuaciones de funcionamiento de la red hidráu-
lica (12). Elevando la variable Y al cuadrado, obten-
dremos la cuarta restricción, y por último, el volu-
men de agua disponible durante el intervalo de op-
timización en la central hidráulica i es como ya
vimos bi y por tanto, en cada central hidráulica se
tendrá que cumplir (13).
Para tener en cuenta estas restricciones introduci-
mos unas funciones multiplicadoras desconocidas,
que vamos a llamar l(t), mi(t), ni(t), y ri(t), para las
cuatro primeras restricciones, respectivamente. La
última restricción la incluiremos en el funcional de
costo mediante el multiplicador constante  m i, que
no depende del tiempo, pues la restricción asocia-
da se refiere a todo el intervalo de optimización.
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si(t) = ii(t) - qi(t)

si(t) = ii(t) + S qj(t - t j) - qi(t)
j e Rhi

Yj (t,t j) = qj (x-t j)dx je - Rhi; Qi(t)=    qi (x)dx¶ t
0¶ t

0
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S (e i Psi(t) + s iPsi
2(t)) + K 3 f

S (BiiPi(t)2) dt

{
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0
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i-1

i-1

m

m
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3.3. Proceso de Ritz

Vamos a buscar la solución aproximada al mínimo
de nuestro funcional aumentado, de acuerdo a la
teoría del método de Ritz (Mikhlin, 1965), es decir
vamos a buscar la solución en la forma:

(15)

Tras un estudio realizado (Bayón, 1998) conveni-
mos en aceptar como sistema de funciones de
forma o coordenadas          , el sistema algebraico
de potencias: , que une a su simplicidad ope-
racional,la rapidez de convergencia.Vamos a aplicar
en la práctica aproximaciones de Ritz que tan sólo
consideran una función de forma. Con esta premi-
sa tendremos que:

(16)

La técnica que vamos a desarrollar (Bayón,1998) la
hemos llamado: solapamiento de funciones de
forma,y consta básicamente de los siguientes pasos:

(I)  Discretización del problema en los nodos ele-
gidos.

(II)  Eliminación de ciertas variables y restriccio-
nes y de los multiplicadores asociados.

(III) Formación de la restricción de equilibrio de
potencias fuera de la integral, y por tanto en
cada nodo.

(IV) En cuarto lugar, y como hemos planteado
antes, subdividimos la integral (14) en q inte-
grales, con límites en los nodos elegidos, ob-
teniendo:

(17)

(V) Y como consecuencia de todo lo anterior,
para nuestra aproximación, en cada nodo el
coeficiente de Ritz será diferente. Estamos
considerando q funciones de forma y al mi-
nimizar el funcional planteado en los q
nodos, las solapamos escogiendo en cada
nodo j la recta que ha minimizado la integral

extendida entre [ j-1 , j ]. Es decir, las poten-
cias térmicas y los caudales hidráulicos, están
siendo aproximados por rectas cuya ordena-
da en el origen es un dato impuesto (la con-
dición inicial), y donde la incógnita a hallar
para optimizar el sistema es la pendiente. La
situación se aproxima a la representada en la
figura 2.Vemos tres funciones de forma sola-
padas, correspondientes a los tres primeros
nodos. Cada recta de aproximación (a), sólo
se considera en el intervalo asociado a cada
nodo y hemos representado también la
curva solución exacta (r).

Fig. 2

Una vez así planteado el problema, observamos
como nuestro funcional pasa a ser función de los n
. q coeficientes de Ritz introducidos en (16), (uno
por cada central térmica o hidráulica presente en el
sistema y uno por cada nodo), y de los multiplica-
dores l(j) y m i:

(18)

El mínimo de este problema de extremos condi-
cionados lo hallaremos por el método clásico del
cálculo variacional,igualando a cero las derivadas de
J respecto a las variables independientes y la deter-
minación del mínimo se reduce a la resolución del
sistema de ecuaciones algebraicas no lineales:

(19)
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Este sistema no lineal lo resolveremos mediante el
clásico método cuasi-Newton LSB que puede en-
contrarse descrito con detalle en (Press, 1994).

3.4. UN EJEMPLO NUMERICO

Se ha desarrollado un programa para ve ri ficar los re-
sultados obtenidos en este artículo y se ha aplicado
a un ejemplo concreto. El sistema consta de 3 plan-
tas térmicas y 6 plantas hidráulicas, acopladas como
se mu e s t ra en la fi g u ra 3. Los parámetros relativos a
dichas plantas, y que han sido utilizados en este art í-
c u l o, se encuentran recogidos en (Bay ó n , 1 9 9 8 ) .

Fig. 3

La potencia demandada al sistema hidrotérmico se
muestra en la figura 4, y la variación del error rela-
tivo con las sucesivas iteraciones en la figura 5. Se
puede observar la rápida convergencia del algorit-
mo incluso en este ejemplo de considerables di-
mensiones.

Finalmente se obtuvieron las potencias activas ópti-
mas para distintos casos de optimizaciones combi-
nadas y simples (solo uno de los costes). En la figu-
ra 6 se muestra el resultado obtenido para la plan-
ta hidráulica 4 en el caso de minimización combina-
da de coste de combustible (factor de peso:0,6),de
coste asociado a la contaminación (factor de peso:
0,2), y de coste asociado a las pérdidas de transmi-
sión (factor de peso: 0,2).

4. Conclusiones

En este trabajo se han aplicado conjuntamente la
teoría del cálculo vari a c i o n a l , el método de Ritz y
la resolución de sistemas de ecuaciones no linea-
les mediante el método LSB, p a ra minimizar un
funcional combinado en un sistema hidrotérm i c o.
El sistema se cara c t e riza por el acoplamiento hi-
dráulico y por la presencia del retraso en el tra n s-
p o rte en algunas vari a bles de control. La solución
obtenida presenta entre otras ventajas las siguien-
t e s :
- El método obtenido se puede aplicar para la op-
timización combinada y así se podrán optimizar de
forma conjunta el coste de producción (coste clási-
co) junto a costes menos utilizados hasta ahora,
como el coste asociado a la contaminación (coste
ecológico) o el coste asociado a las pérdidas de po-
tencia por transmisión.Así se consigue compaginar
la nueva normativa liberalizadora con las restriccio-
nes medioambientales, cada vez más estrictas en la
Unión Europea.
- La resolución del sistema no lineal no necesita va-
lores iniciales próximos a la solución final y muestra
convergencia muy rápida para problemas comple-
jos.
- Además de las potencias óptimas obtenemos los
valores de las demás variables del sistema (cauda-
les, altura de agua en los depósitos, etc.).
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