OPTIMIZACION COMBINADA DE
SISTEMASHIDROTERMICOSMEDIANTE
METODOSAPROXIMADOS

1 Introduccién

En estatesis vamos a resolver un problema de programacion Optima en un sistema
hidrotérmico a corto plazo (HTSSR), considerando mulltiples objetivos. El sistema hidrotérmico
que vamos a estudiar consta de m centrales térmicas y (n-m) hidraulicas, estando estas Ultimas
distribuidas en varias cuencas ramificadas.

Utilizaremos los model os que vimos en €l capitulo 11, y por tanto € coste de combustible
en cada central térmica viene dado por:

Fi(Pg) = a; + BPy +yiP92'
en donde q, 3,y y son pardmetros conocidos para cada central, y Py es la potencia generada en
dichacentral.
El coste asociado ala contaminacion producida por |as centrales térmicas seré:
E(Py) =6 +&Py + oipsz'
en donde 6, €,y ¢ serén parametros conocidos para cada unidad.
L as pérdidas de transmision las asumimos mediante laformula[67]:
P =Kot 2 BPs+ > > PyByPy
i=1 i=1j=1
donde Ko, Bj, y B; son parametros de la red.
Al trabajar con centrales de carga variable, |a potencia generada en cada central hidraulica

esfuncion tanto del caudal de descargaq(t), como delaalturaefectivade aguah(t) en el embalse,
y de acuerdo a modelo que ya vimos, viene dada por:

q (t)h(t)
G

PL(t) =

donde G, eslaeficienciade lacentral hidraulicai-ésimay es también un dato conocido.
Por Gltimo, € agua descargada en cada central hidraulica durante € intervalo de
optimizacion, deberd satisfacer la siguiente restriccion de volumen de agua:

T

[, atd=p



El objetivo del presente capitulo es realizar una planificacion a corto plazo de un sistema
hidrotérmico, con mditiples objetivos, con € fin de minimizar conjuntamente € costo de
generacion, las emisiones contaminantes de | as plantas térmicas, y las pérdidas de potenciaactiva
por transmision.

Para minimizar la funcional cuadrética heterogénea objeto del problema, se utilizara el
meétodo aproximado de Ritz que combinalasuficiente precision en lasolucién del problema, con
un ahorro notable en la complgjidad de la formulacién y por tanto en su posterior resolucion
computacional. Ademas permitira posteriores modificaciones del funcional de una forma
sencilla

2 Fundamentos M atematicos

En este punto, vamos a exponer, en primer lugar, un breve resumen sobre los métodos
aproximados y méas detalladamente sobre el método de Ritz y en segundo lugar € método de
resolucion de sistemas no lineales llamado método de convergencia global por retroceso (L SB).
Se trata de | os dos aparatos matematicos que aplicaremos posteriormente para la elaboracion de
nuestro algoritmo de optimizacion. Comenzaremos con una exposicion concisa de la teoria
general de los métodos aproximadosy a continuacion desarrollaremos | os denominados métodos
de proyeccién y nos centraremos en el conocido como método energético o de Ritz. Setrataran
diversas consideraciones referentes a su convergencia que nos seran de utilidad en nuestro
problema de optimizacion.

2.1 Minimo deuna Funcional cuadratica heter ogénea

En este momento nos ocuparemos de los métodos de minimizacion de la funcional F, de
dominio D(F) O H, siendo H un espacio Euclideo. Veamos de forma somera, |os fundamentos
del método y las ecuaciones a las que da lugar, dejando para més adelante € estudio de la
convergencia parala que deberemos introducir la nocién de espacio energético.

Se supone que F(x) alcanza su valor minimo F, precisamente en € punto x”. Entonces se
busca un elemento x que de aF un valor, en lo posible, préximo a F,. Se puede esperar que ta
elemento sea proximo al elemento x” quedaaF € valor F,

Sea G(u,v) la funciona bilineal simétrica determinada en D(F). A través de g(u)

designamos lafuncional cuadrética: g(u) = G(u, u), correspondiente a G.
Observemos que es vdlidalaformulaanalogaaladel cuadrado de la suma:

9%, +%;) =g(x) +2G(x;, %) +9(x)
Seal lafuncional lineal, también definidaen D (F) (no esimprescindible que sea acotada).

Supongamos que lafuncional se ha definido por laférmula:



F(x)=g(x)-2x (4.2.17)

conlaparticularidad de quelafuncional cuadréticahomogéneag(x) es definida positiva, esto es:
g(x)>0 paraxz0, xOD(F) (4.21.2)

Ademas, para que tome sentido el problema de su minimizacién, presuponemos que F esta

acotadainferiormente. El siguiente teorema[35] nos expone el caso en que es facil comprobar la
validez de esta Ultima suposicion.

Teorema 1. Si lafuncional cuadrética g es coerciva, es decir, si con cierta m,>0 es vélida la
desigualdad:

gX)=myIxl|I*> (x OD(F)) (4.2.1.3)

y si lafuncional | esacotada, entonceslafuncional F esta acotadainferiormente.

Serafundamental en el desarrollo posterior la siguiente definicién:
Lasucesion {x™} . _, delos elementos D (F) se llamaminimizadoraparalafuncional F, si:
F(x™) - Fy=infF(x)

Con este concepto, ya podemos enunciar los siguientes teoremas [35] acerca del
comportamiento de la aproximacion.

Teorema 2.

1) Sea{x™} ;’_, la sucesién minimizadora paralafuncional (4.2.1.1). Entonces:
g(X(ﬂ) — X(m)) _____ >0

2) Supongamos que ademés, la funcional F alcance e valor minimo en cierto punto
x" 0 D(F). Entonces:
g(x™-x) ———--0
Corolario. Si en lugar de lacondicion (4.2.1.2) se cumple lacondicion (4.2.1.3), en este caso:

1) si {x™;_, eslasucesion minimizadora, entonces:

e



Teorema 3. Si F(x) alcanza su minimo en cierto punto x” O D(F), entonces:
1) G(x',§=1& (€O D(F));
QF(X +§=F(x)+g® EUD(F));
3) e minimo es absoluto, es decir, para cualquier x de D (F), distinto de x’,

F(x)>F(x)

2.2 El método de Ritz
Uno de los procedimientos de construccion de la sucesién minimizadora es €l proceso de
Ritz, a cuya descripcion vamos a pasar.

Elegimos el sistema linealmente independiente {u} ~_, de los elementos D (F). Daremos a

este sistema el nombre de sistema de coordenadas, aunque también es frecuente el nombre de
funciones de forma. Introduciremos los subespacios:

H®=L(u,,....u) OD(F)
donde L es el simbolo de laclausuralineal.

Se pueden comprobar [36] |os siguientes teoremas.

Teorema 4. Las funcionales g(x) y Ix son continuas en cada uno de los espacios H™.

Teorema 5. Lafuncional g(x) es coercivaen cada uno de los espacios H™, es decir, existen tales

constantes positivas m, que:

g() 2mIXI*(x DH®)

Teorema 6. Sea:

F, = Inf F(X)

x OHO

Entonces acadan en H™ hay un elemento y, ademés, tnico, en el que F adquiere el valor deF,.

El proceso de Ritz reside en la construccion de la sucesion {x™} por e procedimiento
indicado: x™ es el elemento que minimizaF en H®.
Pasemos a la cuestion sobre el modo de hallar x™. Cualquier elemento x 0 H®™ admite la

representacion:



Si secolocaestaexpresion en F, entonces F se convierte enlafuncion delos n argumentos

redesa,, ..., a, paralacua conservamos lamismaasignacion de F:
FI5 auf=F@, s
En este caso:
Fla,I2)= ¥ 33G,u)-2 3 alu

Es conocido (teorema 6) que estafuncion alcanza el minimo en un Gnico punto del espacio
R", en e punto (&)"_,, donde a" son coeficientes en el desarrollo de x™ por los elementos dela
base ( u,, (T, ). Este punto puede halarse por e método ordinario, igualando a cero las
derivadas de F respecto alas variables independientes a,, (1T},

oF _n "
O:ﬁ :j;al'G(uk'uj) +i§1a1G(ui'uk) U=

= zﬁiqe(ui,uk) -lu (@<ks<n)

Por consiguiente, la determinacién de los coeficientes a” se reduce a la resolucién del

sistema de ecuaciones algebraicas lineales:
S aGU,u)=ly (L<ks<n) (4.22.1)
i=1

La existencia de solucién para este sistema se deduce de |os razonamientos antecedentes,
para demostrar la unicidad basta establecer que el determinante de la matriz:

M= GU.u),_,

es distinto de cero (con esto seré confirmada de nuevo la existencia de solucion). Tomemos €l
espacio lineal D(F) eintroduzcamos en é el producto escalar:

x®,x?), = G(x?,x?)
Es féacil comprobar que se cumplen las condiciones ordinarias:
x®,x?), = (x@,x)
(tx®?,x?), = t(x?,x?), paracuaquier t 1R
(X,xX)s>0s x£0.
Lamatriz:
(T Uk)G):kzl
eslamatriz de Gramm del sistema de los elementos lineal mente independientes u,, (T, y, por

€s0, su determinante es distinto de cero.



Asi, el proceso de Ritz reside en que paracadan seresuelve el sissemadadoy s (ai*)i”: NS
su solucion, entonces:
x® = % au
i=1
Es evidente que todos | os resultados de este parrafo son véalidos para las funciones de tipo
maés general:
F(x)=g(Xx)-2x+c

donde ¢ es un nimero real arbitrario.

2.3 Conver gencia del método de Ritz

En este punto vamos a tratar la convergencia del método de Ritz, aspecto hasta ahora
obviado. Para resumir de forma breve este concepto, introduciremos la nocidn de espacio
energético y modificaremos, levemente, la notacion utilizada hasta ahora, usando laletrau para
designar el vector de control y u, parael sistema de coordenadas. A partir de ahora supondremos
que el dominio de definicién de F es un subconjunto de H y que éste es un espacio de Hilbert.

Consideremos la funcional:

F(X) = (Ax,x) - 2(y’,x) (x OD(A)) (4.2.3.1)
[lamada funcional de energia. Se supone que:

a) el operador A es simétrico, es decir, que para cualesquiera u,v [0 D(A) tiene lugar la
relacion:

(Au, v) = (u, Av) (4.23.2)

b) laforma bilineal asociada al operador A es coerciva, esto es, existe € nimero m, > 0tal
gue paracualquier u (1 D(A)

(Au, u) = my|ul|’® (4.2.3.3)

c)y OR(A)

Si suponemos que D(F) =D(A),G(u,Vv) = (Au,V),lu = (u,y") parau,v O D(F), entonces
vemos que alafunciona F es aplicable o examinado en 4.2.1 sobre el minimo de una funcional
cuadréticay podemos escribir también:

F(x) =g(x)—2x

Para construir la sucesion minimizadora elegimos el método de Ritz. Tomamos €l sistema

decoordenadas{u};"_, 0 D(A)y construimos, valiendonos del proceso de Ritz lasucesion delos

elementos x™. En este caso, X" esel lemento H™ =L (u,, ...,u,), en & que F alcanzael minimo.
El elemento x™ lo representaremos de la forma:



x™ = % au (4.2.3.4)
i=1
donde los coeficientes a” se determinan del sistema:

Z a(Au,u)=(y,u) (1<j<n) (4.2.3.5)

como puede deducirse apartir del desarrollo general que condujo alaférmula (4.2.2.1).

Este método se suele conocer con € nombre de método energético combinado con €l
proceso de Ritz o simplemente método de Ritz, y en é, por € resultado aproximado de x™ se
adoptael elemento que minimizalafuncional de energia (4.2.3.1) en H™.

Este elemento puede presentarse en laforma (4.2.3.4), donde | os coeficientes se hallan del
sistema (4.2.3.5).

En este punto hemos hecho tres suposiciones (4.2.3.2), (4.2.3.3) ey’ 0 R(A) que nos van
apermitir obtener resultados notables en cuanto ala convergencia del método.

Para estudiar el método energético es muy Util la nocion del espacio energético a cuya
descripcién pasamos.

Definimos €l producto escalar energético de la siguiente forma:

[u,v] = (Au,Vv) parau,v O D(A)
el cua se comprueba que verificalas propiedades que caracterizan atodo producto escalar:
Div,ul =[u,v]
2) [wy +wy, V] = [w, V] +[w, V]
3)[cu,v] =c[u,v] cOR
NHlu,ul =0
Este producto escalar induce la norma energética:

llul|= [, U™ (4.2.36)

y con ambos conceptos D(A) se convierte en un espacio euclideo, en general, no completo. Sea

H, €l llenado o completado de D(A) en lamétrica || ||
El espacio H, es un espacio de Hilbert y se le llama espacio energético del operador A, y
de la definicion se deduce que D(A) forma en H, un conjunto denso. Ademas, en virtud de que
U OD(A) setiene:
H®”OD(A)OH, (4.2.3.7)
En lafigura 1 se harepresentado de manera esquemética la relacion que existe entre los
distintos espacios que han ido apareciendo en este punto. No obstante, hay que hacer constar que

tan solo hemos pretendido ofrecer un pequefio acercamiento al tema, obviando algunos aspectos,
de ciertainfluencia, como puede ser la estabilidad del método.



Fig. 1 Esqguema del método de Ritz.
Con las definiciones y suposiciones realizadas se pueden demostrar los siguientes
teoremas:

Teorema 7. Lafuncional de energiaF alcanza su minimo en H™ en el elemento:

Hy  »

(n) —
X = PH(n)x

donde PHH(:) es el operador de la proyeccion ortogonal sobre H™ en el espacio energético H,.

Teorema 8. Sea el sistema de coordenadas completo en H,. Entonces x™ converge haciax” tanto

enlamétricaH como enlamétricaH,.

2.4 El método L SB
Laformagenera de un sistema de ecuaciones no lineales es:

OF, (X, %5, .,X,) =0
0%, %) =0
O

O

O

O

0

o, (X, X, . %,) =0

donde cadafuncion es una aplicacion de un vector X = (X;, X, ...,X,)" del espacio n-dimensional R"

enlarectarea R. Alternativamente, el sistema puede representarse definiendo unafuncién F, de
R" en R" por:
F(Xp X)) = (Fi(X -0iX), woes T (g, oo0X,))!



Usando notacién vectorial pararepresentar las variables, € sistema asume laforma:
F(x)=0 (4.24.2)
La definicién de punto fijo que vimos en el capitulo anterior (punto 3.2.8) es bésica para
resolver ciertos sistemas no lineales.
Aln cuando algunos sistemas pueden transformarse féacilmente en un formato de punto
fijo, esto no sucede frecuentemente. En este punto consideraremos un procedimiento algoritmico
que puede usarse pararealizar la transformacion para un problema general.

Sea A(X) una matriz donde cada una de las componentes a;(x) es unafuncion deR" aR:

3,00 360 - 30
Ay = B0 B
oLt
(%) a,(x) .. a,(x)0

El procedimiento que vamos a desarrollar requiere que se encuentre una matriz A(x) ta

4.2.4.2)

que:
G(x) =x —AX)F(X) (4.2.4.3)
dé convergencia cuadrética a la solucion de (4.2.4.1), siempre que A(X) sea no singular en €l

punto fijo de G. El siguiente teorema [33] verificaque este enfoque puede usarse paramotivar la
eleccion de A.

Teorema 9. Supdngase que p es unasolucion de G(x) =x paraagunafuncion G = (g,, g, ...,,)
deR" en R". Si existe un nimero 6 >0 con la propiedad de que:

i) 0g/0x; escontinuaen N; = {x/|[x - p|| <& paracadai=1,2,...,nyj=1,2,...,n

ii) 0%g;(x)/(9x;0%,) es continua y | 0°g,(x)/(0x,0%) |<M para alguna constante M, siempre que
x ONsparacadai=1,2,...,n,j=1,2,...,nyk=12,...,n

iii) 0g (p)/ox, =0 paracadai =1,2,...,nyj=1,2,...,n.

entonces existe un nimero 5 <5 tal que la sucesién generada por x® = G(x*™Y) converge

cuadréticamente a p para cualquier xX© siempre que ||x© - p|| <&. Ademés:

n’m
X = pll.< =5~ X" - pl| . paracadak > 1

Para utilizar este teorema, supongamos que A(X) es unamatriz de nx n de funciones de R"
a R en la forma de la ecuacién (4.2.4.2), donde las componentes se escogeran més adelante.
Supongamos, ademas que A(x) es no singular cerca de una solucién p de F(x) =0y denotemos
por by (x) alacomponente de A(x)™ enlai-ésimafilay en laj-ésima columna. Como:



G(x) =x —AX)F(X)

g(X) =x ‘él b; (X)f;(x)

asi que:
n [J
0g;(x) @1 = 1D 'J(X) (X) (X)f(X)D si=k
W'
( o (X) (x)f(x)m sizk
El teorema 9 implica que necesitamos tener dg;(p)/dx, =0 paracadai =1,2,...,ny k=

1,2,..., n Estosignificaque parai = k:

0=1- 5 b (p) "
= le ij(p)&(p)

asi que:
jg by (p) (p) 1 (4.2.4.4)
ycuandok #1i:
Z b.J(p) (p)
por lo tanto:
2.by(p ) (p) 0 (4.24.5)
Definiendo la matriz J(x) como:
Bf,(x) 0f,(x) of,(x)0
DD 0%, ox, T 0x, g
Df,(x) 9, (x) of,(x)0
J(x) = DD o 0 0 E (4.2.4.6)
o .. .. 0
(]
D) 9, () 01,0
0 0x, ox, 0x, 0O

vemos que las condiciones (4.2.4.4) y (4.2.4.5) requieren que A(p)™J(p) =1, siendo | lamatriz
identidad, de modo que:
A(p) =J(p)
Una eleccién apropiada para A(X) es consecuentemente A(x) = J(x), ya que la condicion

(iii) del teorema 9 se satisface con esta eleccion. Lafuncion G se define como:



G(X)=x-J(X)"'F(x)
y ¢l procedimiento de iteracion funcional surge de seleccionar x© y de generar, parak > 1:

x¥=Gx* ) =x*-7 (x(k'l’)_lF (x*) (4.24.7)

Este es e método de Newton para sistemas no lineales y se espera que generalmente dé
convergencia cuadratica siempre y cuando se conozcaun valor inicial 1o suficientemente exacto
y que J(p) ! exista. A lamatriz J(x) se lallama matriz Jacobiana.

Una debilidad clara del procedimiento del método de Newton surge de la necesidad de
invertir la matriz J(xX) en cada paso. En la practica, el método se realiza generalmente en dos
etapas. Primero se encuentra un vector y que satisfaga J(x®)y = -F (x). Después de que se ha
logrado esto, la nueva aproximacion x**¥, puede obtenerse sumando:

x¥ D =x® 4y (4.2.4.8)
Volvamos a comienzo y a nuestro sistema de partida:
F(x)=0 (4.2.4.9)

Por desgracia el método de Newton tiene ciertatendenciaano converger alasolucion si €l
valor inicial no estalo suficientemente cerca de dicha solucion. Un método global es aquel que
converge a la solucion para cas cualquier punto de partida. El que vamos a describir a
continuacion lo denominaremos LSB, método global de convergencia por retroceso [58], y
combinalaréapida convergencialocal del método de Newton con una estrategia de convergencia
global que garantiza algun progreso haciala solucién en cada iteracion.

Acabamos de ver que el paso de Newton y o bien dx podemos construirlo como:

x=-J"F (4.2.4.10)

¢Coémo decidiremossi aceptamos el paso de Newton?. Unaestrategiarazonabl e esimponer

que e paso disminuya | F ’=F.F. Estaeslamismaimposicion que s estuvieramos intentando
minimizar lafuncion auxiliar f:

f= % F.F (4.2.4.11)

Cada solucién de (4.2.4.9) minimiza (4.2.4.11), pero puede haber minimos locales de
(4.2.4.11) que no sean soluciones de (4.2.4.9). Notemos también que € paso de Newton es una
direccién de descenso paralafuncion f, y asi su derivadadireccional en la direccion de este paso
€s negativa:

Of.x = (F.J).(-J"F)=-F.F <0

De modo que nuestra estrategia sera bastante simple: primero siempre probaremos €l paso
entero de Newton, ya que una vez que estemos suficientemente cerca de la solucion
conseguiremos convergencia cuadrética. Sin embargo, comprobaremos en cada iteracion que el



paso propuesto reduce f. Si no es asi, retrocederemos alo largo de la direccién de Newton hasta
encontrar un paso aceptable. Debido a que el paso de Newton es una direccion de descenso para
f, tenemos garantizado encontrar un paso aceptable por retroceso.

Cuando no estemos demasiado cerca del minimo de f, tomando € paso entero de Newton
p = dx, no necesariamente disminuye la funcién. Todo lo que tenemos garantizado es que
inicialmentef disminuye al moverse en ladireccién de Newton. De modo que el objetivo es pasar
aun nuevo punto x,, a partir del antiguo x,, alo largo de ladireccion p, pero no necesariamente
todo el paso:

X =x,+Ap 0<A<1

El objetivo es encontrar A de modo que f(x, + Ap) hayadisminuido lo suficiente. Hastala
década delos 70, la préctica habitual eraelegir A de modo que x, minimizaraexactamentef enla
direccion p. Desgraciadamente, esta es una tarea que requiere un gran nimero de evaluaciones.
Parece un mejor camino e siguiente.

Definimos:

g = 0, +Ap)
de modo que:
g'W)=D0f.p

Primero probaremos el paso entero: A=1. S f(x,) no cumple nuestro criterio,
retrocederemos a lo largo de la direccion p, probando valores menores de A hasta encontrar un
punto aceptable. Como la direccién de Newton es una direccion de descenso, tenemos
garantizado disminuir f para val ores suficientemente pequefios de A.

Si necesitamos retroceso, modelizaremos g (0 la aproximaremos) segun la informacion
més reciente que dispongamos, y elegiremos A de modo que minimice este modelo.
Comenzamos conociendo g(0)yg'(0). El primer paso es siempre A=1. S este paso ho es
aceptable, conocemos también g(1). Por tanto, podemos modelizar g(A) en forma cuadrética:

g =[9(1) —9(0) —g'(O)A* +g'(OA + g(0)
Derivando este polinomio de segundo grado, encontramos €l minimo cuando:
A= o 9'(0)
2(9(1)-9(0)-g'(0)

En el segundo y en |os sucesivos retrocesos, modelizamos g segin un polinomio de tercer

grado en A, usando el valor previo g(\,) y € valor mas reciente g(A,):

g(\) = ar®+bA%+g'(0)A + g(0) (4.2.4.12)

Un esquemadel proceso seguido para modelizar g(A) podemosverlo enlafigura2. A la

izquierda aparece e primer polinomio de tercer grado que se basaen A=1. Y aladerecha €
segundo polinomio, el cua usalos valores més recientes calculados.



0 Ay Mg 1=\, I R P 1

Primer polinomio de tercer grado Segundo polinomio de tercer grado

Fig. 2 Esqguema del método L SB.

Imponiendo que este polinomio pase por los dos ultimos puntos A;y A, se obtienen los

valores de |os coeficientes incégnita ay b:
a ——71 ! —*1 ag(A (A 0

b=t 20900 - g(Oh-5(0)
M-MON NSO
Y & minimo de (4.2.4.12) se obtiene cuando:
_ -b +v/b?-3ag'(0)
3a

El proceso continua con el polinomio clbico hasta superar latolerancia del criterio.

A

En cuanto a criterio para aceptar un determinado paso, debemos tener en cuenta que no es
suficiente imponer tan solo que: f(x,) < f(x,). Este criterio puede fallar de dos maneras.

Primero, es posible construir una secuencia de pasos que satisfaga €l criterio anterior, pero
que decrezca f demasiado despacio. En segundo lugar, la sucesion puede tomar pasos demasiado
pequefios.

Unamanera de evitar € primer problema es imponer una tasa media de disminucién de f
de acuerdo aciertafraccion a del decrecimiento inicial Of.p:

f(x,) < f(x,) +alOf.p

El segundo problema no se produce en la préctica, ya que nuestro algoritmo incorporaré
una especificacion que impedira tomar pasos demasiado pequefios.

Con estateoria se elabord un programa de ordenador en lenguaje FORTRAN 90, que nos
permitio resolver sistemas de ecuaciones no lineales de grandes dimensiones (més de 300
ecuaciones) sin tener especial cuidado en elegir los valores iniciales. Sobre este tema se incide
en el punto 4.7, a comentar el ejempl o resuelto.



3 Planteamiento del problema

Veamos a continuacién, en qué espacios funcionales nos moveremos y qué tipo de
operadores de trabajo van aplicarse entre ellos para el planteamiento del problema en términos
de minimizar un cierto funcional de costo.

3.1 Espaciosy Operadores
Recordemos que un espacio de Hilbert, es un espacio vectorial E en e que se ha definido
un producto escalar (E, [, ]) (espacio prehilbertiano), y que ademas es completo respecto ala
norma asociada a dicho producto escalar.
Recordemos también que un operador lineal es una aplicacion entre dos espacios:
T X---=-5Y

X—=—= > T(X)
gue cumple la propiedad de que:
Ux,x,0X vy L, OR
T(ax, +ox,) = a,T(x,) +0,T(x,)
y que €l operador esta acotado s se verifica que:
ITON <M[IX|  Dx O X

Definimos para su posterior utilizacion |os siguientes espacios de Hilbert y los siguientes

operadores:
1) Espacio R
Sus elementos son de laforma:
G0 0,0
O O
] 2]
[] []
_ %(SD _0%o
X=00 Y=0.0
0d 0.
o oo
| o g
X0 AN

En cuanto al producto escalar definido en este espacio, es el conocido producto escalar
euclideo que viene dado por:

<x,y>=x'y
<X,y >:_Zl>ﬁyi

2) EspacioL"[0,T] =H



L os elementos de este espacio de Hilbert son vectores de n componentes, cadauna de ellas
funciones del tiempo, de cuadrado integrable en €l intervalo [0,T{]:

gl(t)g gl(t)g
(O 05
fui(t)d Qu(t)C]
u=5. 8  viy=E. 5 (4.3.11)
0.0 0.0
0 0O 0 O
00 00
w,(10 v,(t)0

En este espacio esta definido el producto escalar através de laintegral:

T

(v(t) u(t) = j Vtu)et

Veremos mas adelante el operador simétrico:

Alu(t)] = Bu(t)
funcién de lamatriz simétrica B, € cual nos permitira definir el producto escalar energético.
3) Espacio L[0,T] = H,
Este es el que llamaremos espacio energético, sus elementos son |os mismos que paraH,

es decir (4.3.1.1), pero e producto escalar se define de la siguiente forma:

T

f
[v(t),ut) = (Av,u) = J v (t)B(t)u(t)dt
0
A este producto escaar e [lamamos producto escalar energético.
Veremos en |os siguientes puntos el operador lineal acotado:
T LylOT]-—-—---- -R

J=Tlu(t)
T
J= J LTu(t)dt
0
en donde L es un vector, que definiremos mas adelante.
Sabemos que al ser B simétricase verifica: (Bv)" = v'B, y podemos observar que lanorma

inducida por el producto escalar energético es:

T

llu(ll: = [u®), u(®) = (Au,u) = Jo OB

Mas adelante utilizaremos que:

(Au, u) = my|ul|*conm, >0



es decir, que laforma bilineal asociada al operador A es coerciva.
Comprobaremos mas tarde que B(t) es una matriz simétrica y definida positiva, cuyos
€lementos son también funciones del tiempo, de laforma:

I:bll b12 b13 e blng

%’21 b22 b23 e b2n|:|

B I:Dﬂ)Sl b32 b33 e b3n|:|
BO=po O 0O .. IIH
g g o o .. il

90 0 0O .. {

Ij)nl bn2 bn3 e bnnE|

3.2 Funcional de costo

Vamos a suponer que nuestro sistema consta de W cuencas hidraulicas. Parano complicar
en exceso la notacion trabajaremos en o sucesivo con una sola cuencay al final extenderemos
el resultado al sistema completo.

Al igual que en € capitulo anterior nuestro sistema consta de n centrales eléctricas, de las
cualesmson térmicasy d resto hidraulicas, situadas en unasolacuenca. Las centrales hidrulicas
se distribuyen como se indica en lafigura 2.9, y estén acopladas hidraulicamente. El problema
consiste en calcular las potencias generadas en las centrales, para que un cierto funcional sea
minimo, durante un intervalo de tiempo determinado.

Este capitul o tiene como fin Gltimo minimizar un funcional de costo que considere diversos
objetivos. Pero podemos, con objeto de simplificar el planteamientoinicial, plantear el problema
tradicional de minimizar € costo de combustible, y a fina del capitulo generadizar a
optimizaciones combinadas muy fécilmente. Es decir, en una primera fase tendremos que
minimizar el funcional:

T m
3= 3,0+ BP0 +YPIO
sometido a una serie de restricciones.

Laprimera, la ecuacion de equilibrio de potencia activa que define e modelo uninodal de
red eléctrica:

3 PO =Py(0)+P, (1)

Utilizando la férmula de pérdidas, vista anteriormente, esta restriccion la podemos
expresar de la siguiente forma:

3 3 POBP M)+ 3 (B, - DR +Pyt) +K,o =0 (4321)



Las otras restricciones que tendremos que tener en cuenta seran las ecuaciones de
funcionamiento de lared hidraulica segiin vimos en €l capitulo 2:

Onei®) - Qua)=0  (OR) 6 i=123..,n-m (4.32.2)

Pomi®) + A0 (1) + By Gy ()Qu 41 (1) + C 0 () =0 (i O Rea)
Pam i)+ A (O i 0 =By i) 3 YT+ By (0Qi )+ Covo 7., (0 =0 (i ORyp)
(4.3.2.3)

recordando que R, €sla unién de las plantas cabeceray aisladas y que R, eslaunién de las
plantasintermedias y desembocadura.
Elevando lavariable Y al cuadrado, obtendremos la cuarta restriccion:
E Wit 1) Ostsr,
2 2
W, ) +Q(t—T1) +2W,(T, 1)Q(t - 1) T, <t<T
Y por ultimo, € volumen de agua disponible durante el intervalo de optimizacién en la

central hidréulicai es como ya vimos b; y por tanto, en cada central hidraulica se tendra que
cumplir:

Yit, 1) = (GOR,) (4324

T

f
J G, (dt=b . =123 ..,n-m (4.32.5)
0

Junto con estas restricciones introducimos unas funciones multiplicadoras, que vamos a
[lamar I(t), m(t), ni(t), y ri(t), paralas cuatro primeras restricciones, (4.3.2.1), (4.3.2.2), (4.3.2.3)
y (4.3.2.4) respectivamente.

La Ultima restriccion (4.3.2.5) la incluiremos en e funciona de costo mediante €l
multiplicador constante ;, que no depende del tiempo, pues larestriccion asociada, serefiere a
todo € intervalo de optimizacion. Incluimos en el funcional de costo los multiplicadores y las
restricciones asociadas, quedando de la forma siguiente:

J= Jo 1{ iii(ai +B P, (t) +yPI() +

HOE 3 POBRO+ 3 B~ DP0)+Po(0) +Kig*
PR SOICRORL ARG R
+iD%h nm+i(t)[th+i(t)+Am+i(t)qm+i(t)+Bm+iqm+i(t)Qm+i(t)+Cm+iqri+i(t)]+

+i D%h nm+i(t) gphmﬂ(t) +Am+i(t)qm+i(t) - Beriqu(t)j DZRW Yj(t’T) + Bm+iqm+i(t)Qm+i(t) + Cm+iqé+i(t)g+

+ 33 nOYE e+

i ORyp 1 ORy



T

-2 2 J jrj(t)lez(t,r.)dt+
iORyp i URy JO

T

-2 2 J.frj(t)[q’jz(Tj-TJ)+Qj2(t—Tj)"'quJ(TJ'TJ)QJ(t_TJ)]dt+

i ORyp I ORy JT,
T

+J f Z um+iqm+i(t)dt_ Z um+ibm+i (4326)
0 i0R, i OR,

En esta expresion, vamos a eliminar los términos Py (t)y W,(t,T;) que no dependen

explicitamente del vector de control, es decir que no son variables susceptibles de optimizar. La
primera por ser un dato impuesto a sistema, y la segunda por estar definida en un intervalo de
tiempo anterior al intervalo de optimizacion.

Despreciaremos también las constantes asociadas al problema a; y K, o, dada su casi nula

repercusion en € resultado final.

A continuacién, hacemos una serie de transformaciones en este funcional de costo
modificado, integrando por partes, ya que €llo no va ainfluir en € proceso de minimizacion y
produce una expresion mas simplificada y sin retraso en la variable Q(t). Modificamos los
términos del funcional que se indican utilizando |as nuevas variables auxiliares:

W (t,T)rt+1) 0<t<T -t

0. )=0

PtT) =0 0 T,-1<ts<T,
ot _Eri(t+Ti) 0<t<T, -t
i('ri)_g 0 T, -T<ts<T,

1) En primer lugar (y paracualquier tipo de central):
T

[, B 08,00, 0 = @)

u=n_,.(t) du=n_, (t)dt

=0, 0000 v=20
pep B @O (g QRO
()_ m+i%1m+i(t) 2 q JO m+inm+i() 2

Despreciando los términos que no dependen de u(t) y que por tanto no van ainfluir en la
minimizacion, podemos expresar €l integrando de laforma:

Bm+ihm+i(t) 2
_meﬂ(t)

2) En segundo lugar (y también parai O R.):



T

[y Mo OQy 0t =

u=m,,(t) du=rm_.,.(t)dt

m+i

dv = Q. (t)dt V=Q,.(t)

(0= [ OO = | i (O )k

Despreciando los términos que no dependen de u(t), podemos expresar el integrando de la
forma
r..nm+i(t)Qm+i(t)
3) Tomemos ahorala expresion:
T
. noRe-mra=q
5
t-1=2 dt =dz
T -

=], e+ )Qi @z = j 8,(t, [)Q (D)t

4) A continuacion, efectuamos el mismo cambio de variable en laintegral:

T

J 2 (OW, (T, T)Q(t - T)dt = ()

t-1=2 dt =dz
T,—Tj
1) = Jo 2r,(t +T)W (1, T)Q (B)ct = (2)
y mediante integracién por partes:
dv =2r;(t +1)W,(t;, T)dt = p,(t, T)dt v=p(tT)
u=Qt) du =g,(t)

T

@=190p.); |, pt.pAO =

T

=-[, nemao

Con estas transformaciones podemos expresar finalmente el funcional aumentado en la
forma

T

f
J:J It donde: | =1+,
0



La primera parte del integrando incluye los términos eléctricos y la segunda los términos
hidréulicosy su desarrollo es el siguiente:

6= 2 (BP0 +YPIO) + 113, 3 POBP)

= SA=BIPON+ 3 Ny OP ()

La segunda parte del integrando incluye las restricciones hidraulicas (excepto € término
de th+i(t)):

‘Jh = JO f{iglizh[nmﬂ(t) (Am+i(t)qm+i(t) +Cm+iqri+i(t)) +

Bm+ihm+i(t) 2 .
_meﬂ(t) +rnm+i(t)qm+i(t) +mm+i(t)Qm+i(t) + “m+iqm+i(t)]

- Z [DBm+inm+i(t)qm+i(t)j Dthin(t'T.)B-F

r )Y/, T} dt
ia Rth

> 2
Rap 1 DRy

igd

-5 s j 18, T)QX) - pt. TGOt — 3 by,
iORpiOR; JO iOR,

Una vez formado € funciona de costo aumentado y modificado debemos expresarlo en
forma matricial para poderle aplicar los resultados del método de Ritz, identificando tanto los
operadores, como las funcionales de trabgjo.

Vamos a utilizar lamismanotacion, y aseguir 1os mismos pasos gque yavimos en € punto
3.3, cuando aplicamos €l teorema de la normaminima. Como se puede comprobar facilmente se
obtienen practicamente los mismos resultados que ali, variando tan sélo la expresion de los
subvectores | ;(t).

Por comaodidad, sustituimos la notacion de subindices (m+i), coni =1, ..., n-m, por los
subindices (i), coni=1,...,nobieni OR,.
Definiremos:

1) El vector de control:

(t)
w=[F
(t) t)
formado por |os siguientes subvectores:
P(t): que incluye las potencias activas de todas |as plantas generadoras del sistema.
W(t) = col[W,(t): i OR]
con dimensién y definicion diferente segin la categoria de la planta alaque serefiera:
(t)D
%?.( )D

W= m(t)o

(i U Ryca)



DO0
w(t) =0
(O
con
Y0 =coll¥,t,): ] ORJ (i DRyo)

2) El vector auxiliar:

N R('s
LO=5 o

donde:
0 B-lIt)(1-B,) O
] [l
0 Bz_l(t)(l_Bzo) 0
O . |
] 0
] 0
] . 0
0 B,-lHy@-B,) O
LO=5 O-10@-8,..00
_ _ ]
o) =10 (1= By )5
] 0
] 0
] 0
] ) 0
0 n@®-1t)(1-By) O
L,(t) =col[L,(t):i OR]
con

L (t) = col[my(t), 1, ()]
donde los subvectores | ;(t) vuelven a depender del tipo de plantay toman ahora laforma:
Li(®) = MO +nOAG +pt T +u]  (ORY)
L) =MO+nOAG+1] > ORy)
La() =col[m(®) +nMOA®D +1,0] (i DRy)
L (1) = col[m(®) +n(OAM +p(t,T) +1,0]  (0OR,)
Vemos como aparece en su expresion el parametro |, € cual no estaba presente en €

planteamiento del punto 3.3. En las expresiones anteriores 0, es un vector de ceros, de dimension
€l nimero de plantas que aimentan alai-ésima.
3) Lamatriz cuadraday simétrica:

B(t) = diag[B,(t), B, (t)] 0 hien:



B, (t) 0 0 0 0O
|:|nxn |:|
0o B ..(t 0 ou
0 ma(t) g
0 0 B 0
BO=H p 0 0 Dﬁ
g a a a Dg
0 a a a a 0
0o 0 0 B,(t)D
donde:
gyl"'Bnl (t) Blzl (t) Blml (t) : Blnl(t) g
B21' (t) y2+Bzzl ® .. BZml (t) : Ban(t) 0
a a a a
B(t) % %
m+11I (t) Bm+12I (t) . Bm+1m+1I (t) m+1n|(t)|:|
D a a a a o u
a a
0 Bl (t) B, (t) . Byl(®) . .. Bl O

Lamatriz B,(t) es diagonal por bloquesy las submatrices B,;(t) de que consta son, segin

lacategoria de las plantas:

B. ()= %B n.(t) +6.(t, r)ﬁ 0 E i OR)
: cnn i

01 0
ErzB.n.(t) 0 0O

O

|:| 0 Cn(t)o

Para las plantas desembocadura, la dimension de esta matriz depende del nimero de
plantas que las alimentan:

B,(t) = (i OR)

B, ()= diagﬁ%Bihi(t). B (1))

no Bl
wn| (t) Bwri (t)D

Lasubmatriz B,,;(t) es diagonal de dimension el nimero de plantas que alimentan alade

B, (t) =

trabajo:
B.i(t) =diag[r;(t) : j DRy

y € vector B, (t) es de dimensidn compatible y tiene todas sus componentes deigual valor:

B, (1) = co@%Bini(t), H (i URp)



Para las plantas intermedias se obtiene una matriz casi idéntica a la anterior, salvo que
aparece lafuncion 6;:

B, (1) = diag S (B,(0)+ 60, 1),Bu] ( OR,)

Teniendo en cuenta, ahora, €l vector L(t) y la matriz B(t), se puede ver facilmente que €
funcional de costo se puede expresar de lasiguiente forma:

T

Ju(t) = Jo TLT(0u() + U OB () dt 4.3.2.7)

Recordemos que estamos considerando a u(t) un elemento del espacio de Hilbert LY[0, T]

cuyos elementos son vectores de D componentes, cada unade | as cual es son funciones del tiempo
definidas en € intervalo [0,T] y de cuadrado integrable. La dimension D depende de la
ramificacion que presente € sistemay no se puede determinar apriori.
La dltima restriccion arrastra fuera de la integral extendida a intervalo de optimizacion,
una serie de constantes que agruparemaos como:
c=- Y pub (4.3.2.8)
iR

Por tanto, y en resumen, el funcional de costo aumentado con |as restricciones del sistema
se puede expresar en forma matricial del modo siguiente:

Ju(t) = Jon[uT(t)B(t)u(t)] ot + Jon[LT(t)u(t)] dt +c (43.2.9)

siendo B, L y c operadores definidos con antelacion.

3.3 Comprobacion de las condiciones del método de Ritz

Hemos visto en los puntos 4.2.2'y 4.2.3, las condiciones y laforma que tenia que tener un
problema para poder ser resuelto con ciertas garantias por € método de Ritz. A la vista del
planteamiento general que a acabamos de redlizar, verifiguemos que efectivamente nos
encontramos dentro de dichas condiciones, y efectuemos estas comprobaciones en los siguientes
pasos.

1) Comencemos por |os espacios de trabajo. Trabajaremos con estos espacios de Hilbert:
€l espacio n-dimensional R" dotado del producto escalar habitual y donde la dimension serduno
en la formacion del funcional de costo, el espacio L"[0,T] o espacio H y L;[0,T], espacio
energético del vector de control, en € que se ha definido € producto escalar através de lamatriz
By delaintegral extendida al intervalo de optimizacidn. Sefialemos que en €l vector de control
u(t) se han incluido todas las variables controlables del sistema, y que estas seran nuestras
variables de trabgjo.

2) Veamos ahora la funcional cuadrética heterogénea. Segun la teoria de Ritz ésta debia
tener laforma:



F(u)=g(u)-2u+c
siendo g(u) la funciona bilineal, homogénea, simétrica, y coerciva, lu la funciona linea y
acotaday c un término constante.
Si suponemos que D(F) =D(A), G(u,Vv) = (Au, V), parau,v [0 D(F), entonces vemos que
lafuncional cuadrética heterogénea F la podemos escribir también:
Fu)=(Au,u)-2lu+c (uOD(A))
Y nosotros hemos llegado (4.3.2.9) a

Ju(t) = Jon[uT(t)B(t)u(t)] ot + Jon[LT(t)u(t)] dt +c (433.1)

Utilizando los operadores definidos en el punto anterior, podemos identificar:

T

G(u,u)=(Au,u) = J f[uT(t)B(t)u(t)] dt

T

lu= J LT (Ou()] dt

c=- 3 Wb,
e

y llegar a la conclusion de que tenemos planteado €l mismo problema de minimizacion tal y
como se desarrollé enlos puntos 4.2.2y 4.2.3.

3) En tercer lugar las condiciones que debian verificar y cuya comprobacion se puede
realizar con |las definiciones precedentes eran:
i) g(u) : funcional simétricay coerciva.
ii) I(u) : funcional lineal, acotada.

Lalinedidad de I(u) se deduce inmediatamente de la linealidad del vector L™ que vimos

anteriormente. En cuanto ala demostracién de la simetriay coercividad de g(u) y ala acotacion
del(u) vease [24].

Con estas dos suposiciones recordemos que se aseguraba que F estuviera acotada
inferiormente (teorema 1), y quejunto con lanocion de espacio energético H, que definimos, nos
permite afirmar que la sucesién minimizadora de Ritz converge ala solucién exacta.

4) En cuanto a los sistemas de coordenadas o funciones de forma con las que vamos a
trabajar, en una primera aproximacion y hablando en general se acepta que los sistemas de
potencias dan malos resultados en cuanto a la estabilidad, si bien demuestran una gran rapidez
de convergencia en comparacion con los sistemas trigonomeétricos que son considerados, en
general, lentos.

Por ello son preferibles otros sistemas algebraicos, como los sistemas de polinomios
ortogonales bajo algun peso (como los polinomios de Legendre u otros).



En todo caso, aseguraramos la convergencia (teorema 8), escogiendo un sistema de
coordenadas completo en el espacio energético H,. El sistema algebraico de potencias:

0

a& gﬂ i[E
H oo, u-= 'II [0
|:| ’ 1 ’ U = @ Ui = ’

O 0

: :

an N[
en donde cada vector tiene n componenetes, es completo en dicho espacio, como puede verse en
[55], con lo que queda probada la convergencia de nuestras aproximaciones.

En resumen, y a la vista de todos estos resultados, para e posterior problema de
aproximacion, elegiremos estos sistemas agebraicos de potencias cumpliendo nuestras
condiciones limite, y tomando tan solo los primeros términos, para evitar la inestabilidad y
aprovechar su rapidez de convergencia.

4 Solucion Optima

En este punto vamos a desarrollar el método aproximado de Ritz, para el problema de
optimizacion que tenemos planteado. Ya hemos comprobado previamente la validez de dicha
teoriay ahora solo nos queda su aplicacion. El primer paso va a consistir en una discretizacion
del problema, para unavez asi simplificado, elegir |os sistemas de coordenadas que van a servir
para aproximar nuestras incognitas. A continuacion se eliminaran ciertas variables y por tanto,
desapareceran |os multiplicadores asociados a €l as.

Unavez asi formulado el problema, nuestro funcional va a depender de n variables reales,
siendo este problema clasico resuelto mediante la teoria de la resolucién de sistemas de
ecuaciones algebraicas.

4.1 Discretizacion del problema
Paradiscretizar € sistemadividimos el intervalo de optimizacion [0, T] en g subintervalos

(siendo g un nimero entero), eligiendo asi los nodos:

ji=12,..9
pararesolver € problema. El retraso en el transporte en la central i, T; supondremos que es un
multiplo de T,/q. De este modo, |0 méas habitual seraconsiderar un interval o de optimizacién que
abarque 24 horas, [0, 24], dividir dicho intervaloen 24 nodos, j =1, 2, ...,24y considerar retrasos

que sean multiplosde 1 hora. Esldgico pensar que cuanto mayor seael nimero de nodoselegido,
mayor serd la proximidad entre el problema discreto planteado, y el problema no estacionario



original. No obstante, debe pensarse siempre en e problema real de fondo y darse cuenta que
nuestras centrales, tanto térmicas como hidraulicas, tienen una maniobrabilidad limitada que
impide tomar nodos en interval os demasi ado pequefios.

En todo el desarrollo posterior supondremos despreciables los coeficientes de pérdidas:
B,y B; coni # j, obteniendo paralaecuacion de equilibrio de lared:

3 BPA) - 3 P,(t) +Py(t) =0

Ademas, como resultado de la discretizacion, podemos sacar fuera de la integral la
restriccion de equilibrio de potencia activa y €l conjunto de restricciones que representan el
volumen maximo de agua a turbinar en cada central (las otras restricciones nos interesa
mantenerlas dentro para posteriores modificaciones). Con lo cual pasamos a tener € problema
de optimizacion planteado en cada uno de los nodos.

Comentar también que planteamos €l problema en su forma original, sin necesidad de
incluir las variables auxiliares p; y 6,, cuya mision era eliminar € retraso en € transporte de la
variable Q,, y completar laintegral, extendiéndolaatodo €l intervalo de optimizacion. Con todo
elo:

1= (2 @R+ R0+
* 2 M) (1) Qg (O +

+. D%h nm+i(t) [th+i(t) +Am+i(t)qm+i(t) +Bm+iqm+i(t)Qm+i(t) +Cm+iqri+i(t)] +

+. Z nm+i(t) gphmﬂ(t) +Am+i(t)qm+i(t) - Beriqu(t)j DZRW Yj(t,T) + Bm+iqm+i(t)Qm+i(t) + Cm+iqé+i(t)g+

! ID

+ 33 nOYEThde+

i ORyp 1 ORy

T

-2 2 J jrj(t)lez(t,T.)dt+
iORyp i URy JO

T

- > Z J frj(t)[quz(Tj'Tj)-'-sz(t_Tj)+2qu(Tj!Tj)Qj(t_Tj)]dt+
i ORyp I ORy

+ 3 16) B, BP) ~ 5, P0) +Poli)

AT IO

En la Gltima linea observamos como se transforma al discretizar laintegral:

T

[, ot



en la suma de todos los caudal es producidos en cada uno de los nodos:
q
Z qm +i (r )
r=1

Por otro lado, y también como resultado de la discretizacion, laintegral:

T m
|, ZBP.0*yPiO
lasubdividimos en g integrales, con limites en los nodos el egidos, obteniendo paraella:
b ACLACEEAOL:

Hemos supuesto (como luego haremos en la préactica), nodos espaciados en una unidad
temporal (frecuentemente 1 hora), si bien el proceso se puede generalizar a otro tipo de
discretizacion.

Este proceso de aproximacion resulta muy conveniente para mas tarde realizar un
solapamiento de funciones de forma, aspecto éste fundamental en € desarrollo de toda la teoria
de este capitulo.

4.2 Eliminacién de multiplicadores

Unade las ventgjas de emplear de lateoria del andlisis funcional (del teoremade lanorma
minima), era que se eiminaban algunas funciones multiplicadoras desconocidas. Esto mismo
sucede, alin en mayor medida, con la teoria que estamos desarrollando. El proceso lo dividimos
en |os siguientes pasos:

(1) Eliminacion de la variable volumen Q;(t).

En todo el desarrollo posterior tomaremos:
t
Q)= | oy (Ot i=1,2,..,n-m
0
detal manera que al discretizar se obtiene:

Quili)= 3 6ps6)

o bien:
Qu+i(i) = Qi — D +0,.,() (4.4.2.1)
i=12,..9
i=12..,n—-m

Estavariable tiene dos condiciones frontera:
Q,.i(0=0;Q,.,(T)=b,., i=12..,n—-m



las cuales impondremos de la siguiente forma: |a primera condicién, acumulando vol imenes de
acuerdo alaexpresion (4.4.2.1) y tomando Q,,,;(0) =0, i O R,; y lasegunda condicién mediante
larestriccion discretizada:

% qm+i(r):bm+i i =l,2,..,n—m
r=1
Con todo esto conseguimos eliminar también el multiplicador asociado m,,..;(t).
(2) Eliminamos las potencias hidréulicas Py;(t).
De las ecuaciones de funcionamiento de lared hidréaulica obtenemos:
th+i(t) = _(Am+i(t)qm+i(t) + Bm+iqm+i(t)Qm+i(t) +Cm+iqri+i(t)) I D RhCA
— 2
th+i(t) = —Iél.\mﬂ(t)qmﬂ(t) Bm+iqm+i(t)j DZRN Yj(t!T') + Bm+iQm+i(t)Qm+i(t) +Cm+iqm+i(t)a |:| RhID
donde eliminando |a variable volumen:

th+i(t) =- +i(t)qm+i(t) +Bm+iqm+i(t) Jot qm+|(t)dt +Cm+iq§1+i(t)ﬁ' I U RhCA

t t D .
th+i(t) = _émn(t)qmn(t) - Bm+iqm+i(t)j DZRM L) q](t _Tj)dt + Bm+iqm+i(t) JO qm+|(t)dt +Cm+iqr?1+i(t)Ev ig RhID

Asi conseguimos eliminar también lafuncién multiplicadora desconocidaasociadan,, . (t).

Al discretizar:

th+i(j) =- +i(j )qm+i(j)+Bm+iqm+i(j)rj§1qm+i(r) +Cm+iqri+i(j )H' I g RhCA

th+i(j) = _é\mﬂ(j)qmﬁ-i(j)_Bm+iqm+i(j)kﬂzRﬁrj§1qk(r _Tk) +Bm+iqm+i(j)rj§1Qm+i(r) +Cm+iqé+i(j)§1 i0 Rh|D

ji=12,..9
(3) Eliminacion de las variables asociadas a retraso en €l transporte.
El retraso en € transporte, hacia necesaria la introduccion de una serie de variables
auxiliares que permitian simplificar su tratamiento:
Yi(), W0, 8(t), pi(t)
Con el proceso que seguimos, la variable caudal g (t) se basta paraasumir €l retraso t;. Del

mismo modo que:
Y ..t paa 0<t<T,
m+i (T ) + Qi (t =) para T <t<T;

| OR,

a
Y. . (t.t)=0
m+|( 'TI) dIJ

nosotros tomaremos tras la discretizacion:



élqmﬂ(r -T) :rgilqmﬂ(r _Ti)+rizT. q,..(r-1)

iOR, ; j=12..q
donde € primer sumatorio cumple la funcion de la variable W,(t,1;) y asume € periodo del

sistema que transcurre antes del comienzo del intervalo de optimizacion. Es en € segundo
sumatorio donde se reunen lasvariables del vector de control. Asi conseguimos eliminar también
el multiplicador r,.;(t).

Tras eliminar estos tres multiplicadores y las funciones ya comentadas, el funcional toma
laforma:

0= 5 [ 2GR0+ yPi +

+ 3 16) 8, BP) ~ 5, P0) +Poli)
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y desarrollando:

0= 5 [ 2GR0+ yPi +

j=1)j-1i=

+ 310003 B~ 3 PG)*+Pol)+

+ Z Bm+im+i +i(j )qm+i(j)+Bm+iqm+i(j)rJ§1qm+i(r) +Cm+iq§1+i(j )g-'-

iDF‘ahCA

i
+iD%hCA@\m+|(J)qm+|(J)+ m+|qm+|(J)r§1qm+|(r)+ m+|qm+|(J)H+

. . . i Ll )
+A z Bm+im+i5)‘m+i(])qm+i(1)_Bm+iqm+i(J) 2 2 qk(r _Tk)+Bm+iqm+i(J) 2 qm+i(r)+Cm+iqn21+i(J)D+
i ORyp U kOR,;r=1 r'=1 0

+_ Z %mﬂ(J)qmﬂ(J)_Bm+iqm+i(J) Z JZ qk(r _Tk)+Bm+iqm+i(J) JZ qm+i(r)+Cm+iqri+i(J)m]+
i ORyp L kOR;r'=1 r=1 0h

+ZT umﬂﬁiqmﬂ(r) - bm+iH (4.4.2.2)

4.3 Aplicacion del método de Ritz

Vamos a buscar la solucion aproximada a minimo de nuestro funcional aumentado, de
acuerdo alateoria del método de Ritz, es decir vamos a buscar la solucion en laforma:



= 5

Tras e estudio realizado en & punto 4.3.3 durante e planteamiento del problema,
recordemos que convenimos en aceptar como sistema de funciones de forma o coordenadas
{w}_, el sistemaalgebraicode potencias{t} {_, que uniaasu simplicidad operacional larapidez
de convergencia.

Llegados aeste punto vamos aelegir |as aproximaciones para nuestras variables de trabgjo.
Como vemos en el funcional aumentado de la ecuacion (4.4.2.2), tan sdlo quedan ya dos
variables de control: las potencias térmicas Py(t) y los caudales vertidos por las centrales
hidraulicas g;(t).

Hablando en general, y para unas funciones coordenadas cualesguiera wi(t), las

aproximaciones tendran la forma:

Pg(t)=P§(0)+|jZ diw(t) i=1,2..m
Q-1 (1) =qm+i(0)+|jz Q" wi (t) i=1,2..,n-m
(4.4.3.1)

siendo f el ndmero de funciones de forma elegidas, y por tanto, la dimensién del subespacio de
proyeccion. A los coeficientes de Ritz a; los denotaremos con las letras d para las potencias
térmicasy c paralos caudales hidraulicos. El superindice indica lacentral ala que serefiere, y
el subindice el orden dentro de las funciones de forma.

Hay que resaltar que las Unicas condiciones frontera o iniciales que deben satisfacer
nuestras variables son los valores en el instante t=0:

Ps©QY G,..(0)
ya que dichos valores coinciden (y vienen impuestos, por tanto) con los valores obtenidos en el
instante t=q del intervalo de optimizacion anterior.

Estas condiciones iniciales aparecen en € primer sumando de la expresion (4.4.3.1) y tan
solo queda escoger funciones de formaw;(t) que se anulen en dicho instante t=0. El sistema con
€l que hemos decidido trabajar para resolver este sistema hidrotérmico, €l sistema algebraico
{t}_,, cumple dicha premisa.

Tras realizar numerosos test con diversos sistemas hidrotérmicos ramificados, se
comprob6 que no compensa tomar muchos términos de la sucesion minimizadora. Dicho de otro
modo, € aumento del nimero de funciones de forma, y €l consiguiente aumento de ladimension
del problema, acarrea numerosos problemas en cuanto a estabilidad y resolucion del sistema de
optimizacion final y apenas mejora la aproximacion y la exactitud de la solucion obtenida; es
decir, la sucesién minimizadora converge muy rapidamente.



Por ello, y dado que los test realizados nos avalan, vamos a aplicar en la practica
aproximacionesdel método de Ritz que tan sdlo consideran unafuncion de formaw;(t). Con esta
premisa tendremos que:

Py (t) = P4(0) +dyt i=1,2..,m
qm+i(t):qm+i(0)+cj|r_n+it i 21,2,...,n—m
(4.43.2)

Es decir, las potencias térmicas y los caudales hidraulicos, estan siendo aproximados por
rectas cuyaordenada en el origen es un dato impuesto (lacondiciéninicial), y dondelaincognita
ahallar paraoptimizar el sistema es la pendiente de dicharectas.

No debemos olvidar que tras la discretizacién nuestra optimizacion es global, es decir,
estamosresolviendo alavez €l problema de optimizacion planteado en cada uno de los g nodos.

La técnica que vamos a desarrollar en este momento la hemos Ilamado solapamiento de
funciones de forma.

Esta técnica parte del problema planteado segin la forma (4.4.2.2). Es decir, los pasos
basicos arealizar en esta optimizacion global en cada instante serian:

(1) Discretizacién del problema en los nodos elegidos.

(1) Eliminacién de ciertas variables y restricciones 'y de los multiplicadores asociados.

(111) Formacién de larestriccion de equilibrio de potencias fuera delaintegral, y por tanto
en cada nodo.

(IV) En cuarto lugar, y como hemos planteado antes, subdividimos laintegral:

Ttm
|, ZBP.0+yPiON
en g integrales, con limites en los nodos el egidos, obteniendo:

PR ACLACELAOL:

(V) Y como consecuencia detodo o anterior, nuestraaproximacion no serayade laforma
(4.4.3.1) 0 (4.4.3.2), sino que en cada nodo €l coeficiente de Ritz sera diferente. Estamos
considerando g funciones de formay al minimizar el funcional planteado en los q nodos, las
solapamos escogiendo en cada nodo | la recta que ha minimizado la integral extendida entre

[i —1,j]. Nuestra aproximacion sera pues:

P,() =P+ 3 4" w() =12

f .
qm+i(j) = qm+i(0) +|§10|m+I'JW|(j) i = l, 2, L,N—Mm

i=12..9 (4.4.3.3)



o bien tras asumir f=1y el sistema{t’} . ,, obtenemos:

Py(i) = P4(0) +dy’j i=1,2..m
qm+i(j):qm+i(0)+cj|r_n+i‘jj i 21,2,...,n—m
i=12..9 (4.43.4)

Lasituacion se aproximaalarepresentada en lafigura 3. Vemos tres funciones de forma
solapadas, correspondientes a los tres primeros nodos. Cada recta de aproximacion (a), sélo se
consideraen €l intervalo asociado a cada nodo y hemos representado también la curva solucion
exacta(r).

(@)

Fig. 3 Solapamiento de funciones de forma.
A continuacion vamos a introducir las aproximaciones generaes (4.4.3.3) en nuestro
funcional de costo (4.4.2.2), obteniendo:
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Si trabgjamos ya con las expresiones (4.4.3.4), que asumen €l uso de una solafuncién de
forma, la ecuacion (4.4.3.5), aparece expresada, l6gicamente, de una manera mucho més
simplificada:

g (i m . .
=3 [ BP0y PO +d g R+
j=1)j-1i=1

+ 31003 BIP.O +d )7~ S [PL(@) +di] + Po(i) +
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m+i,j: ) m+i,r m+i,j; +
+Bm+i[qm+i(0) +C JJ] rzl[qmﬂ(o) +C ' r] + Cm+i[qm+i(0) +C Jj]ﬁ

3 i)y O+ ] +

-+

]

+iyjg ] m+i,r m+i.j:
+Bm+i[qm+i(0)+Cm JJ] rZl[qmﬂ(o)-'-c ' r] +Cm+i[qm+i(0)+C JJ]

f m+i,j; m+i,j; ] T
+ 5 B P () Q4] - By 4 (O v 0,2 2O+ T

i ORyp
m+i,j: ) m+i,r m+i,j: +
+Bm+i[qm+i(0) +C JJ] rzl[qmﬂ(o) +C ' r] + Cm+i[qm+i(0) +C Jj]ﬁ

+ D%h élxm"i(j)[qmﬂ(o)"'cmﬂ'jj] - Bm+i[qm+i(0)+cm+i'jj] szRh.rJgEﬂk(o)"'Ck‘r_Tk(r _Tk)g"'



+i,j; ) m-+i,r m+i,j: +
+Bm+i[qm+i(0)+Cm JJ] rZl[qmﬂ(o)-'-c ' r] +Cm+i[qm+i(0)+C Jj]ﬁ

+5 M B [ @ +0™ 1] =B, 4436

(V1) Por dltimo, y parasimplificar los cdlculos, se presentala posibilidad de no realizar de
formaexactalasintegrales:

q iom
3|, 2P0+ yPio (4437)
sino aproximarlas de alguna manera. Existen numerosas reglas muy conocidas para el problema
delaintegracion numéricao cuadratura numérica, que permiten sustituir integrales definidas por
expresiones sencillas de calcular (regla del trapecio, regla de Simpson, regla del trapecio

corregida, etc.). Paranuestro caso se han obtenido resultados excelentes con la sencilla formula
ddl rectangulo:

|t =) -G-21= 1)

cuya interpretacion vemos en lafigura 4:

0 1 j
Fig. 4 Aproximacion de las integrales.
El area contenida bajo la curva es aproximada por €l area ddl recténgulo dibujado, y por

tanto los funcionales (4.4.3.5) y € (4.4.3.6) ven modificado su primer sumando, apareciendo
ahora respectivamente las expresiones:

3 5 BP0+ 3 dwifryP.o+ 5 awofh

éléﬁi[%(o) +d"]] +y[Py(0) +d"j]

manteniéndose el resto de los términos.



4.4 Solucion en forma de un sistema de ecuaciones algebr aicas

Unavez asi planteado el problema de optimizacion, observamos como nuestro funcional
de costo pasa a ser funcion de los n x f x g coeficientes de Ritz introducidos en (4.4.3.3), (f por
cada central térmica o hidraulica presente en € sistema y uno por cada nodo), y de los
multiplicadores|(j) y ;.

Tenemos por tanto planteado un problema de la forma:

J=F(@ay, .8 q (D), 1(@), Hyigs oo W)

Yavimos, (teorema 6), que esta funcion alcanza e minimo en un Unico punto del espacio
RMa*a M en e punto X&), (1°())-1, (e )'- 5 donde & son los coeficientes del
desarrollo de x™"% por |os elementos de la base ( w;, (LW, ). Este punto lo hallaremos por el
método clésico, es decir igualando a cero las derivadas de J respecto a las variables
independientes: ay, ...,8, g, 1 (1), .., (@)s Hin+1 -e1 e

Por consiguiente, F sera la funcion auxiliar de Lagrange del problema de extremos
condicionados que tenemos planteado y la determinacion del minimo se reduce ala resolucion
del sistema de ecuaciones algebraicas no lineales:

a—F.:O i=12,..m ; |=12..f ; j=12..9
od"!

aF..:O i=12,..n-m ; |=12..,f ; j=12..9
aclm+|,J

oF .

——=0 21,2,...,
ag - ! a
oF
aMm+i

=0 i=12...n—-m

(4.4.4.1)

Este sistema no lineal o hemos resuelto mediante el método de convergencia global por
retroceso LSB, explicado en € punto (2.4), cuestion ésta ya trivia sobre la que no
consideramos necesario extendernos mas.

Con todo lo visto, se formé el correspondiente algoritmo y se elabor6é un programa en
lenguaje FORTRAN 90, que se utliz6 pararesolver € gjemplo planteado a final del capitulo.

5 Optimizacion combinada

Vamos atrabajar en este punto con un funcional de costo que considere diversos objetivos
a minimizar: el costo de combustible (ya estudiado anteriormente), €l costo asignado a las
emisiones contaminantes de las centrales térmicas y las pérdidas de transmision de potencia
activa



El coste de la contaminacion ya fue estudiado en €l capitulo 2, y tras un estudio estadistico
se llegd ala conclusion de que se trata de un fendmeno fisico que sigue un modelo cuadrético
respecto ala potencia generada en cada central térmicade laforma:

Ei(Ps(1)) = &Py (t) + 0P (t)” (45.1)

i=12..m
Utilizando las tasas de penalizacion que actualmente se emplean en algunos paises
europeos, 0 en comunidades espafiolas como Galicia, conseguiremos expresar €l coste anterior
en unidades monetarias, del mismo modo que el coste de combustible ya estudiado.
En cuanto a las pérdidas de potencia activa por transmisién, utilizaremos la férmula de
Kron:

10

P(t) =K, + él B.P.(t) + élél P.(B,P,(1) (4.52)

donde despreciaremos los parametros K, y B, y supondremos que B; =0coni # j, teniendo

entonces.
P.()= 3 B,P,(t) (453)

Es necesario expresar estas pérdidas en unidades monetarias, y para éllo utilizaremos €l
factor de conversion ¢, descrito por El-Hawary y Ravindranath [29]. Este factor, convierte las
pérdidas en coste de generacion, y asumiendo la formula (4.5.2), ¢ se calcula como € costo
incremental convencional de generacion, y viene dado por:

Q= -~ BrAR (4.5.4)

1-B,-23 B;P,
j=1

i=12..,n
o tomando yalaférmula (4.5.3):

_ B +2yP,
=1-28.p (4.5.5)

i=12..,n
En cadainstante, €l valor de @ se calculacomo lamediade los costos incrementales de las
centrales. Finalmente, el valor medio de ¢ se da por la media de los ¢ alo largo de todos los
instantes.
Pararedlizar la optimizacion conjunta de estos factores, incluiremos los tres costes en €l

funcional mediante unas ciertas funciones peso K, K,, ¥ K5, que verifican la condiciéon:
K, + K, + K; =1, y que asignan valores rel ativos a los tres componentes del funcional.



El esquema a seguir es el mismo que ya hemos realizado anteriormente, y para no alargar
en exceso la exposicion suponemos dados |os pasos basicos: (1), (11), (I11), (IV) y (V).
Realizamos la exposicion suponiendo una Unica cuenca de trabgjo, siendo inmediato
generalizar el estudio a W cuencas. A continuacién hallamos € nuevo funcional a minimizar,
compuesto de dos sumandos: el primero que incluye la parte térmica, y el segundo que aporta
Unicamente € costo de las pérdidas de |las centrales hidraulicas:
3= 5[ 2 06B RIP0) * oy + 10, + BP0t +

P51 )j-1i=

+J_% j LS (K ®B i Prne () (4.5.6)

=1Jj-1i=1
Partimos ahora de la expresion (4.4.3.6), que tras las modificaciones pertinentes toma la
forma

i=3 J L3 S+ ) [PL(0) + ] + (kay + K0+ 9By [Py (0) + ) T +

j=1)j-1i=1

.3 Jj 0T KB B (0) (O () +C™ T

i=1)j-10 OReea

+ . t . . t +
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m+i,j: ) m+i,r m+i,j; +
+Bm+i[qm+i(0) +C JJ] rzl[qmﬂ(o) +C ' r] + Cm+i[qm+i(0) +C Jj]ﬁ
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Realizamos ahora € paso (V1), aproximando las integrales por rectangulos, obteniendo
paralos tres primeros sumandos | as ecuaciones:

m

J= qZ 3 {KB +1,8) [P4(0) +dT]] + (Kyy, +K,0, + K@) [P (0) +dj] T+
j=1li=1

q

33 KB iy () [G (0) +C™ ] +

i=1i ORyca
+ m+i,j; J m+i,r m+i,j;
Bm+i[qm+i(0)+C JJ] rZl[qmﬂ(o)-'-c ' r] +Cm+i[qm+i(0)+C Jj]ﬁ

£33 KB B ()G O+ ] =B [ (O 7S] > 2RO+

i=1i0Ryp

+Bm+i[qm+i(o) +Cm+i'jj] rél[qmﬂ(o) +Cm+i'rr] + Cm+i[qm+i(0) +Cm+i'jj]ﬁ

manteniéndose €l resto de los términos ya vistos.
6 Conclusiones

A continuacion, y como consecuencia de toda la teoria desarrollada, y alavistade los test
de validacion realizados, podemos resumir las principal es conclusiones y ventajas ofrecidas por
este método.

Rapidisima convergencia de la sucesion minimizadora hacia la solucién exacta del
problema propuesto. Se ha comprobado que una sola funcién de forma (un solo término de la
sucesion) produce una aproximacion muy notable.

Gran estabilidad de la sucesion minimizadora tomando el sistema algebraico {t'} como

sistema de trabgjo. Este sistema nos asegura ademés gran simplicidad operaciona y rapidez
computacional por su extremada sencillez.

El método que hemos desarrollado demuestra ser una potente herramienta, capaz de
resolver problemas muy complejosy de grandes dimensiones, resolviendo facilmente sistemas
no lineales de méas de 300 ecuaciones, muchas de ellas incluyendo a su vez mas de 70 incognitas
detrabagjo.



Escasaimportanciadelosvaloresiniciaesintroducidosen el método L SB, lo cual conlleva
un importante ahorro de trabajo, y asegura buenos resultados sin necesidad de conocer a priori,
latendencia de la solucién optima.

Posibilidad de realizar optimizaciones combinadas de muiltiples factores, variando los
pesos de los distintos costes, sin necesidad de modificar los valores iniciales que se emplean en
el método de convergencia global por retroceso, y todo ello para unos vaores fijos
correspondientes a instante inicial.

Fécil transformacion de una optimizacion sencilla en una optimizacion mdltiple, variando
tan solo funciones de peso.

El programa que se elabord resuelve el problema de formaintegral. En primer lugar leelos
datos del sistema, a continuacion calcula las ecuaciones éptimas, y por Ultimo las resuelve
mediante el método L SB. Es ademas, un programa general que puede resolver cualquier sistema
hidrotérmico, con cualquier ramificacion de las plantas hidraulicas.

Sinembargo, y como inconveniente, citaremos que estemétodo no esel més adecuado para
afadir restricciones de desigualdad, ni para incluir e flujo optimo de carga.





