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Capitulo 1

INTRODUCCION Y
ESTRUCTURA

1.1. INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Los sistemas eléctricos de potencia representan un elemento de primordial im-
portancia en la actualidad. El sistema eléctrico nacional estd regulado por el acuerdo
alcanzado entre el Ministerio de Industria y Energia y las empresas mas represen-
tativas del sector denominado Protocolo Eléctrico, en vigor desde finales del ano
1999. Su objetivo es el abaratamiento del precio de la energia eléctrica y la libertad
de eleccién del suministrador por parte del consumidor. Razones por las cuales se
estdn realizando notables esfuerzos técnicos para lograr un mejor aprovechamiento
de los recursos energéticos tanto en la generacién de energfa, como en el diseno,
construcciéon y operacién de los citados sistemas. La planificacién y programaciéon
de la produccién de energia en sistemas que constan de centrales térmicas e hidrauli-
cas (hidrotérmicos) permitird decidir la secuencia horaria de funcionamiento de las
mismas a un coste 6ptimo (Optimizacién de sistemas hidrotérmicos).

Este es el marco en el que se pretende desarrollar este trabajo. Tomando co-
mo base el problema de optimizacién hidrotérmica, el propdsito es abordarlo desde
una perspectiva fundamentalmente matemadtica sin olvidarnos de las caracteristicas
especificas del problema. Trataremos de desarrollar y aplicar técnicas matematicas
para su resolucién, sin olvidar el significado eléctrico y préactico del mismo.

No se trata tinicamente de plantear un problema de optimizacién de un sistema
hidrotérmico real, modelizarlo y resolverlo. Existen una gran variedad de modelos
matemadticos que aproximan la realidad con mayor o menor grado de precisién y
nuestro interés se centra en realizar un estudio general que resuelva cualquier pro-
blema hidrotérmico con independencia de las caracterfsticas concretas de las cen-
trales y todo ello con un soporte matematico que lo avale.

En esta tesis perseguimos varios objetivos:

i) obtener resultados cuyo campo de aplicacién no se vea limitado por la casuistica
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de modelizaciones particulares,

ii) poner de relieve la importancia de la delimitacién de los campos de actuacién
y de validez de los resultados,

iii) continuar la linea de trabajo iniciada por Grau en [72] con pretencisones
generalistas y de aplicabilidad a cualquier problema de optimizacién de recursos en
el que una determinada funcién de demanda deba ser satisfecha por dos fuentes de
naturaleza distinta,

iv) obtener resultados mateméticos de cardcter general, mostrando su aplicacién
a nuestro problema, y

v) aplicar los métodos de resolucién desarrollados a sistemas eléctricos reales.

Resenaremos, a continuacién, los trabajos e investigadores més relevantes que
han conformado la historia de esta linea de investigacién, cuyos origenes se remontan
a la década de los 50.

1.2. ANTECEDENTES Y ESTADO ACTUAL DEL
TEMA

La programacién éptima de un sistema hidrotérmico es un problema de gran
complejidad. Existen numerosas aproximaciones al problema, segin consideremos
programacién a largo, medio o corto plazo, sistemas sélo térmicos o hidrotérmicos,
con optimizacion del flujo de cargas o sin ella, multiobjetivo o uniobjetivo, etc.. Por
otro lado, la importancia del modelo considerado en el problema de optimizacién es
indudable y asi podemos trabajar con centrales hidraulicas de carga fija o variable,
aisladas o con acoplamiento hidraulico entre ellas, retraso en el transporte, cuencas
ramificadas o no, con o sin pérdidas de transmisién, etc.. No es de extranar, por
tanto, que se hayan adoptado diferentes metodologias de trabajo y exista un nimero
impresionante de referencias en el estudio de los sistemas hidrotérmicos. Esta es la
razon por la cual queremos, a continuacién, hacer especial mencién de aquellos que
se relacionan de forma m4s directa con esta tesis.

Los primeros pasos en el campo de la programaciéon 6ptima de un sistema de po-
tencia de dimensiones reales se deben a Ricard [121], George y otros [65], Kirch-
mayer y Stagg [89] y Glimn y Kirchmayer [69], aunque el verdadero avance
en los trabajos de optimizacién surgié con la utilizacién del andlisis funcional por
parte de El-Hawary y Christensen [46], [47] y [48]. El-Hawary y Kumar [55]
realizan un estudio comparativo de los distintos modelos que se pueden considerar
para estudiar las plantas hidrdulicas de carga variable. Un estudio similar, aunque
algo mds detallado, es el realizado por El-Hawary y Ravindranath [52] con-
siderando centrales hidraulicas sin acoplamiento y eliminando, para simplificar, la
variable retraso en el transporte. Estos mismos autores, en [51], eligen el modelo de
Glimn-Kirchmayer y resuelven un sistema hidrotérmico CHT sin retraso, utilizando
el método de Newton-Raphson. Debido a la importancia de los valores iniciales, se
dan algunas normas sobre cémo obtener aproximaciones iniciales aceptables, como
por ejemplo suponer, en una primera aproximacién, nulas las pérdidas por trans-
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misién. Sudrez [128] conecta la ya mencionada técnica del andlisis funcional con la
discretizaciéon del problema de contorno obtenido. Proporciona asi, la solucién en
forma de un sistema no lineal al que se le puede aplicar el teorema del punto fijo,
técnica iterativa de facil implementacion.

Son diversos los autores que han utilizado técnicas de relajacién lagrangiana a
la hora de resolver problemas de coordinacién hidrotérmica (CHT) a corto y largo
plazo. La capacidad de descomponer el problema primal relajado en un subproblema
por cada central térmica y en un subproblema por cada cuenca hidréulica permite
seleccionar la técnica de optimizacién méds adecuada a la estructura de cada sub-
problema. Brannlund y otros [26] abordan el estudio a corto plazo dividiendo el
sistema hidrotérmico en tres subsistemas: el térmico, el hidrdulico y la red de trans-
misién. Resuelven cada subsistema por separado usando el método del gradiente
conjugado para las ecuaciones no lineales, con restricciones también no lineales, que
resultan de su planteamiento. Ernan y otros [57] realizan el estudio con sistemas
hidraulicos acoplados y Demartini y otros [40] consideran la coordinacién a corto
plazo de un problema de grandes dimensiones (100 unidades térmicas) y con una
fina subdivisién para la programacién diaria. Castillo y otros [35] utilizan también
técnicas de relajacién lagrangiana para la coordinacién a corto plazo y resaltan el
significado econémico de las variables del problema dual (los multiplicadores de La-
grange) y Castro y Gonzdlez [36] trabajan con un horizonte temporal a largo
plazo incluyendo centrales nucleares y obteniendo a través de un nuevo algoritmo
implementado con los paquetes de optimizacion no lineal Minos o Snopt el resultado
o6ptimo.

Otra técnica para abordar estos problemas es la programacién dindmica. Wood
[?] presenta un estudio especial de los periodos de alta demanda de potencia y
analiza c6mo se comporta el sistema ante estos picos de carga. También Hobbs y
otros [77] utilizan esta técnica, basada en la discretizacién de las variables continuas,
introduciendo hipétesis para simplificar el problema y hacerlo computacionalmente
tratable. Salam [125] realiza un estudio comparativo, de tiempos de ejecucién y
costos en sistemas reales, de los métodos de relajacion lagrangiana y programacién
dindmica para problemas de coordinacién hidrotérmica a largo plazo.

Borre y Kapoor [25] estudian la gestién econémica de un sistema de poten-
cia hidrotérmico y lo resuelven mediante el empleo de la programacién lineal. En
Brannlund y otros [27] utilizan técnicas de la programacion lineal entera-mixta
para simplificar y linealizar el problema. También Mwakabuta y Kyaruzi [110]
desarrollan un modelo de programacién lineal utilizando Matlab para un sistema
de coordinacién hidrotérmica a corto plazo. Técnicas de programacion lineal entera-
mixta han sido también empleadas por otros autores como Dillon y otros [42], y
Medina y otros [100]. Ibraham [80] en el problema de optimizacién del flujo de
carga considera restricciones dindmicas de agua de las centrales hidrdulicas y da
un nuevo impulso a la programacién no lineal al combinarla con el método del gra-
diente, las aproximaciones sucesivas, y una estimacién realista de los valores iniciales
del algoritmo. Mostafa y otros [107], [108] utilizan las ecuaciones de flujo en forma
polar y el modelo de la matriz de admitancias y, para implementar el algoritmo, el
paquete MINOS de optimizacién no lineal. Bayén y otros [10] utilizan el cdlculo
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variacional junto con el método de Han-Powell para resolver de forma conjunta el
problema de coordinacién hidrotérmica y el cdlculo del 6ptimo flujo de carga, con
la ventaja de poder determinar de forma méds exacta los coeficientes de pérdidas, de
gran importancia en este tipo de problemas. Estos mismos autores, en [11], siguiendo
la misma técnica, prestan atencién al diagnéstico de fallos en las redes, como son
los fallos de los generadores, violacién de las restricciones de la tensién en los nudos,
etc.

Técnicas probabilisticas también han sido empleadas en estos problemas. Lee
y otros [92] realizan un trabajo dentro del campo de la programacién a largo pla-
zo, disenando sistemas, para periodos de 10 y 15 anos. Introducen como elemento
novedoso, para reducir el costo y la utilizacién de combustibles fésiles, el uso de las
centrales de bombeo. Christensen y Soliman [37] anaden a la teoria del andlisis
funcional un estudio estadistico que estima la probabilidad del aporte de agua na-
tural que pueden tener las centrales hidrdulicas en funcién de la tendencia pasada y
realizan una prediccién a un ano de plazo. Un estudio similar en la cuenca brasilefia
es realizado por Carvalho y Soares [34]. Soliman y Christensen [126] propo-
nen un algoritmo para estimar los pardmetros del sistema, de tanta influencia en
la optimizacién. Trabajando en una linea paralela, El-Hawary y Mbamalu [50]
proponen modelos estadisticos para predecir algunos de estos pardmetros y Mba-
malu y El-Hawary [98] estudian la minimizaciéon de las pérdidas de potencia,
incluyendo incertidumbre en la potencia demandada. Modarres y Farrokhzad
[103] trabajan con sistemas hidrotérmicos que constan de embalses en casacada.
Consideran incertidumbre en los flujos naturales de agua, en la energia demandada
y pardmetros estocdsticos; aplicando un algoritmo hibrido genético y un método
de optimizacién anédlitica para obtener la solucién éptima del sistema. Combinando
programacion dindmica y estocédstica Halliburton [75] resuelve sistemas de coordi-
nacién hidrotérmica a medio y largo plazo; mientras que Nowak y otros [112] combi-
nan programacion lineal entera mixta y estocéstica para optimizar simultdneamente
la produccién y comercializacién de potencia con un dia de anticipacién.

Algoritmos genéticos estdn siendo también utilizados en problemas de opti-
mizacién de sistemas hidrotérmicos y de flujo de carga. Carneiro y Leite [32]
comparan los métodos cldsicos de programacién no lineal con los algoritmos genéti-
cos (GAs). Los primeros presentan deficiencias tales como las dificultades de con-
vergencia, excesiva simplificaciéon del problema original o dificultades asociadas a
la aproximacion de la funcién objetivo. Por su parte, los GAs evitan estos incon-
venientes y presentan un menor coste operativo. Gil y otros [67] utilizan un algo-
ritmo genético para el problema de optimizacién del flujo de carga, introducien-
do una nueva técnica para considerar los candidatos a solucién y un conjunto de
operadores expertos para mejorar el comportamiento del algoritmo. Zoumas y otros
[?] trabajan sobre un problema de coordinacién hidrotérmica formuléndolo como un
problema de optimizacién no lineal, entero mixto y lo resuelven con un GA mejo-
rado caracterizando un conjunto de operadores genéticos de problemas especificos.
Modarres y otros [104] se centran en un problema de coordinacién a largo plazo
considerando embalses en cascada y flujos de agua estocdsticos. Como las variables
de decisién son continuas utiliza en el GA cédigos de nimeros reales antes que bina-
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rios; mostrando, con algunos ejemplos, la ventaja de este algoritmo frente a métodos
convencionales de relajacién lagrangiana. Por otra parte, Wang y Zhang [?] mejo-
ran un algoritmo basado en una técnica de optimizacién estocdstica (PSO) y lo
comparan, aplicindolo a ejemplos de optimizacién del flujo de carga con los algorit-
mos genéticos, destacando frente a ellos la precisién en la solucién y la rapidez de
convergencia.

Otros autores utilizan métodos de punto interior logrando gran precisién y fle-
xibilidad en la modelizacién de sistemas hidraulicos. Garzillo y otros [63] tratan
el tema de la optimizacién de sistemas hidrotérmicos teniendo en cuenta las res-
tricciones eléctricas de la red. Por otra parte, Kimball y otros [87] también desarro-
llan un algoritmo de punto interior, que aprovecha la estructura diagonal por bloques
del sistema de Newton para las condiciones necesarias de primer orden, para resolver
el despacho econémico de sistemas hidrotérmicos en multiperiodos considerando las
caracteristicas de la red.

La minimizacién de las emisiones contaminantes asi como la optimizacion de
multiples objetivos también ha suscitado el interés de diversos autores. El-Hawary
y Ravindranath [53] realizan una aproximacién al problema de la optimizacién
de multiples objetivos. Consideran un sistema muy sencillo, con plantas hidraulicas
de carga fija y sin acoplamiento, para poder abordar la minimizacién del costo
de combustible, junto con la minimizacién de las pérdidas de transmisién. Estos
mismos autores [54], realizan un estudio comparativo para la optimizacién del flujo
de carga de un sistema hidrotérmico (HTOPF) considerando centrales hidraulicas
de carga variable y de carga fija. Rio y otros [123] tratan el problema multiobjetivo
en el marco del nuevo mercado eléctrico espanol. Talaq y otros [129] realizan un
estudio de la sensibilidad de la minimizacién de emisiones ante la modificaciéon de
los datos iniciales del sistema, considerando centrales hidraulicas de carga fija, sin
acoplamiento y sin retraso en el transporte. Bayén y Sudrez [7] realizan un estudio
de las emisiones contaminantes producidas por las centrales térmicas, tomando datos
de la cuenca asturiana. En esta misma linea y para sistemas sélo térmicos, King
y otros [88] desarrollan una técnica para la optimizacién combinada de coste de
combustible y contaminacién, basada en el empleo de redes neuronales, mientras
que Talaq y otros [131] utilizan la aproximacién desacoplada de Newton para el
mismo estudio.

En los ultimos tiempos, y ante el proceso de liberalizacién que surge en el marco
del nuevo mercado eléctrico, son necesarias estrategias que minimicen el coste de
la energia eléctrica, Eguiluz [45]. Tufegdzic y Hyslop [133] desarrollan un al-
goritmo para la optimizacién de un sistema hidrotérmico complejo en tiempo real,
permitiendo cambiar de modo continuo el precio de oferta y consiguiendo el mé-
ximo aprovechamiento de los recursos hidraulicos. También Barquin y otros [3], y
Fabra [58] abordan este problema, con enfoques totalmente distintos, enmarcados
en la teorfa de juegos. Granville y otros [71] utilizan la optimizacién estocésti-
ca, en el marco de un mercado competitivo, para realizar un estudio del costo,
aprovechamiento de potencia y distribucién a través de la red eléctrica aplicindolo
a sistemas hidrotérmicos brasilenos.

Con esto finalizamos un breve repaso que sélo pretende senalar algunos de los
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trabajos mds interesantes o representativos en el estudio de los sistemas hidrotérmi-
COS.
Establecemos, a continuacién, la planificacién del trabajo desarrollado.

1.3. ESTRUCTURA DEL TRABAJO

Veamos una breve descripcién de los contenidos de los siguientes capitulos de
este trabajo, asf como las herramientas matemadticas que utilizaremos para abordar
los problemas que se plantean:

CAPITULO 2: DESCRIPCION DEL PROBLEMA

En un sistema hidrotérmico y para un volumen fijo de agua disponible en cada
central hidrdulica, el objetivo es minimizar el consumo de combustible empleado
por las centrales térmicas para satisfacer, conjuntamente con las hidraulicas, una
cierta demanda de potencia eléctrica durante el intervalo de optimizacién (problema
hidrotérmico generalizado). Es posible, también, considerar restricciones en la ge-
neracién de potencia tanto térmica como hidraulica. Si ademds se asigna un costo al
agua consumida en las centrales hidraulicas, el costo de produccién de energia de los
sistemas hidrotérmicos no dependerd exclusivamente del consumo de combustible de
las centrales térmicas (problema hidrotérmico de Bolza).

En este capitulo se plantean y formulan matema&ticamente estos problemas.

CAPITULO 3: EQUIVALENTE MINIMIZADORA

Dadas varias centrales térmicas, se destaca la importancia de obtener una cen-
tral (equivalente térmica) que se comporte de modo equivalente a ellas en su fun-
cionamiento 6ptimo. Ante la variedad de modelos matemaéticos utilizados para re-
presentar la funcién de costo de combustible de una central térmica, nuestro primer
objetivo serd realizar un estudio general del problema cuya validez, bajo ciertas
condiciones, sea extensible a todo tipo de central térmica, independientemente del
modelo considerado para su funcién de costo y considerando restricciones de ge-
neraciéon de potencia derivadas de las caracteristicas de disefio de las propias cen-
trales.

CAPITULO 4: CONTROL OPTIMO. PROBLEMA DE BOLZA

Se estudia el problema que se suscita cuando imponemos ciertas limitaciones a las
potencias térmicas e hidrdulicas (restricciones de desigualdad de tipo no holonémi-
co). Ademds, plantearemos el problema de modo que el costo de produccién de
energfa no dependa exclusivamente del consumo de combustible de las centrales tér-
micas, sino también del volumen de agua turbinada en las hidrdulicas (problema
hidrotérmico de Bolza).

Ambos problemas son resueltos de modo satisfactorio, tanto desde el punto de
vista tedrico, estableciéndose las condiciones para los elementos estacionarios del
funcional, como desde el punto de vista algoritmico y computacional, construyendo
en su caso, de modo aproximado, el minimo del funcional.
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CAPITULO 5: PROBLEMAS CON LAGRANGIANO NO REGU-
LAR. CENTRALES DE BOMBEO

El problema del funcionamiento éptimo de los sistemas hidrotérmicos que in-
cluyen centrales de bombeo, cuestiéon que estd suscitando gran interés en tiempos
recientes, no ha sido abordado en toda su extensién en los trabajos existentes sobre
el tema. La consideracién de las centrales de bombeo da lugar a un problema en que
el integrando del funcional es continuo pero no de clase C!: lagrangiano no regular.

El problema lo hemos abordado mediante técnicas del anédlisis no diferenciable
(gradiente de Clarke) y, en algunos casos particulares, mediante célculo variacional.

En este capitulo se estudia la existencia de extremales que satisfagan la condicién
de minimo y se construye el algoritmo correspondiente para su obtencién.

CAPITULO 6: PROBLEMA MULTIDIMENSIONAL

Abordamos el estudio de los sistemas que constan de varias centrales hidrdulicas
(problema hidrotérmico generalizado con restricciones). Se establecen las condiciones
necesarias de minimo y se aplica un método inspirado en el denominado método de
descenso coordenado ciclico, que resuelve el problema como lfmite de una sucesién
de problemas con una tnica central hidraulica. Se garantiza la convergencia de esta
sucesion y se resuelven, de modo satisfactorio, diversos problemas de optimizacién
hidrotérmica.

CAPITULO 7: PRIMERA CONDICION DE WEIERSTRASS-
ERDMANN. CONJUNTOS MOLDEABLES

En este capitulo se establece una condicién para extremales con puntos angulares
que constituye una generalizacién de la primera condicién de Weierstrass-Erdmann
a problemas con cierto tipo de restricciones. Introducimos el concepto de conjun-
to moldeable con el fin de delimitar, para las funciones admisibles, el tipo de res-
tricciones ante las cuales la condicién anterior va a mantener su validez. Apoydndonos
en este concepto se muestra la aplicabilidad de la nueva demostracién al pro-blema
del obstdculo, a problemas variacionales con velocidad restringida asi como con
restricciones de inclusién diferencial.

CAPITULO 8: APORTACIONES Y PERSPECTIVAS DE FUTURO

Mostramos las aportaciones realizadas en los problemas estudiados y planteamos
otras cuestiones relativas a los mismos asi como otros problemas, que ain no ha-
biendo sido abordados en este trabajo, constituyen, sin duda, la continuacién natural
del mismo.

CAPITULO 9: BIBLIOGRAFIA

Recogemos en este capitulo una relacién de libros y publicaciones que consti-
tuyen, a nuestro entender, las fuentes bibliograficas méas adecuadas para el seguimien-
to de las investigaciones realizadas. Mostramos mayor nimero de publicaciones rela-
cionadas con el andlisis de sistemas hidrotérmicos, especialmente con el estudio de
optimizacién del coste de combustible que son los de mayor incidencia en el desarrollo
del trabajo.



Capitulo 2

DESCRIPCION DEL
PROBLEMA

2.1. INTRODUCCION

Un sistema de energia eléctrica estd compuesto por generadores, una red de
transporte y diversas redes de distribucién. En este trabajo nos centraremos en el
estudio del sistema de generacién y su explotacién en el corto plazo.

Consideraremos un sistema de generacién formado por centrales térmicas e hidréu-
licas. La planificacién a corto plazo oscila entre un dia y una semana. Requiere el de-
sarrollo de ideas, procedimientos y herramientas que hagan posible la programacién
de la produccién de energia eléctrica de todo el sistema hora a hora, minimizando
los costes totales de explotacién. Asi pues, consideraremos un sistema hidrotérmico
constituido por centrales hidrdulicas y térmicas que deben satisfacer conjuntamente,
a lo largo de un determinado intervalo de tiempo, una cierta demanda de potencia
eléctrica.

Las centrales térmicas generan la potencia a costa del consumo de combustible
(que es objeto de minimizacién), y las centrales hidrdulicas la obtienen a partir de
la energia liberada por el agua al mover una turbina, disponiendo para ello de una
cantidad limitada de agua. En caso de que no exijamos que esta cantidad de agua sea
consumida durante el intervalo de optimizacion, plantearemos un problema. diferente
en el que se asigna un costo al agua consumida.

Incluimos en nuestro estudio las centrales hidrdulicas de bombeo. Estas centrales
permiten almacenar energia, de forma econémica, mediante operaciones de bombeo,
lnica tecnologia disponible para este fin. Ademads, es de destacar que, por su ca-
pacidad y elevada flexibilidad, gozan de una situacién privilegiada en un mercado
competitivo. No en vano las centrales hidraulicas son las que suelen cubrir los picos
de demanda y las que fijan el precio marginal en estos periodos.

Existen dos métodos posibles de abordar el problema hidrotérmico: acoplado
y desacoplado. El método acoplado se basa en la resolucién simultdnea de los sub-
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problemas hidrdulicos y térmicos, y, por su gran complejidad, son escasos los autores
que lo emplean. El método mas difundido, y que nosotros seguiremos, se basa en la
utilizacién de modelos desacoplados. Se procede en dos etapas: en primer lugar se
obtiene la secuencia de generacién exclusivamente hidroeléctrica y, una vez conocido
este dato, se emplea en la optimizacién del problema térmico. La utilizacién de una
sola funcién de coste térmico que represente el coste total de funcionamiento de las
centrales térmicas es una condicién indespensable para la utilizacién de este modelo.

Pasamos, a continuacién, a describir con méds detalle las caracteristicas del sis-
tema hidrotérmico.

2.2. SISTEMA HIDROTERMICO

En el desarrollo de este trabajo vamos a considerar un sistema hidrotérmico que
consta de m centrales térmicas y n centrales hidraulicas. Veamos la definicién de
algunos de los elementos presentes en todo problema hidrotérmico.

2.2.1. Centrales Térmicas
Definicién 2.1 Se denomina funcién de costo de la central térmica i-ésima la apli-

cacion

F,:D;CcR— R

que relaciona el consumo instantdneo de combustible de la central térmica i-ésima
con la potencia generada por ella.

De este modo si denotamos por Pj(t) la potencia generada en el instante ¢, el
costo de combustible consumido durante el intervalo de optimizacién [0, 7] serd

T
/ Fi(Pi(t))dt
0

Se denota por D; el conjunto de valores de la potencia generable en cada instante
por la central térmica i-ésima.

Definicién 2.2 Se dird que P : [0,T] — R es admisible para F; si
Vvt e [0,7] , P(t) € D;

Definicién 2.3 Se denomina F; el conjunto de elementos admisibles para F;.

m
Y se denota por F a [[ F;.
i=1
Definicién 2.4 Se denomina funcién de aportacion efectiva de la central térmica
i-ésima la aplicacion
¢, Dy — R
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que asigna a cada valor de la potencia generada por la térmica i-ésima la aportacion
que supone al sistema.

Definicién 2.5 Se denomina funcion de pérdidas de la central térmica i-ésima la
aplicacion definida en D;

pi(z) = = — ¢;(x)

que mide la diferencia entre la potencia generada por la central térmica i-ésima y la
aportacion efectiva al sistema.

Observaciéon 1 La funcidn de costo, utilizada en una gran parte de los estudios
relativos al tema, es un polinomio de sequndo grado

Fy(x) = a; + Bz + ;a7

Es también habitual considerar como funcion de pérdidas p;(z) = b;;-x? (férmula
de Kirchmayer?).

Asi pues, tomando las funciones de costo F; : [0, — R de la forma

L

1

,%]—WO

bi; > 0) de la forma

1
y las funciones de aportacién efectiva ¢; : [0 , E] (
i

¢;(x) =2 — b’
siendo p;(x) = b;x? la funcién de pérdidas, las funciones ¢, son biyectivas y sus

versas son
1 1-— vV 1— 4bn’.’1}
¢; (z) = ST S—
(A

con lo cual las nuevas funciones de costo, que incorporan las pérdidas que se producen
en el sistema, tal como demostraron Bayén y otros [13], serdn expresadas en la forma
= -1

F; = (Fz © ¢z )

mm:m“%%@zEG;%%@E>

0, mas concretamente

1—\/1—4biix> . <1—\/1—4biix>2
1-v1—dbyx (v = Abir

E(x) =it h < 2bi; 2bi;

1b;; es el denominado coeficiente de pérdidas.
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2.2.2. Centrales Hidraulicas

Definicién 2.6 Se denomina funcion de generacion hidrdaulica efectiva la aplicacion
H: QH — R

donde
H(t,z1(t), 22(t), .. ., 2n(t), 21 (1), 25(¢), . .., 25, (1))

representa el valor de la potencia aportada al sistema en el instante ¢ por las centrales
hidrédulicas en su conjunto, siendo:

* zi(t) el volumen turbinado hasta el instante ¢ (en adelante volumen) por la
central ¢-ésima.

* Zi(t) el caudal descargado en el instante ¢ (en adelante caudal) por la central
1-ésima.

*x Qg C [0,T] x R?" el dominio de definicién de H.

Definicién 2.7 Se dird que Z = (21,22, ..., 2n) es admisible para H si:
1) 2 es de clase C*, Vi =1,...,n (Continua con derivada continua a trozos®).

1) (t,Z(t),Z'(t)) € Qp , Vt € [0,T]

Se denota por H el conjunto de elementos admisibles para H.

Todos los modelos parten de la estimacién de que la potencia H(t) generada en
cada instante es funcién del caudal ¢(t) descargado y de la altura h(t) del salto de
agua que, a su vez, dependerd de la geometria del depésito, caracteristicas técnicas
de la central y simplificaciones del problema:

H(t) = (¢'(t), h(t))

2.3. PROBLEMA DE OPTIMIZACION
HIDROTERMICA

En este apartado se presenta y formula matemédticamente el problema de op-
timizacién hidrotérmica®, teniendo presente, también, la posibilidad de considerar
limitaciones en las potencias generadas por las centrales y la valoracién del agua
consumida por las hidrdulicas.

2Es natural consentir que las derivadas de las funciones admisibles tengan discontinuidades, pues
equivale a permitir variaciones bruscas del caudal descargado, lo cual es en la practica perfectamente
posible.

3 A lo largo de todo el trabajo, se utilizardn términos propios y exclusivos de los sistemas hidrotér-
micos con el fin de facilitar la interpretacion de determinadas hipdtesis que se utilizan y de los
resultados que se obtienen. No obstante, las formulaciones y conclusiones mantendrén su validez en
cualquier problema de optimizacién de recursos que comparta con los problemas de optimizacién
hidrotérmica los aspectos esenciales.
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Definicién 2.8 Se denomina potencia demandada la funcion

Py [0,T] — R

que expresa la potencia que hay que suministrar al sistema en cada instante del
intervalo de optimizacion [0,T].

Denotaremos por b; el volumen de agua disponible que puede turbinar la central
hidrdulica i-ésima hasta el instante Ty por b = (b1,...,b,) € R™el vector de
voltimenes disponibles de las n centrales hidraulicas.

2.3.1. Problema hidrotérmico generalizado

Presentamos, a continuacién, el problema hidrotérmico generalizado.

Definicién 2.9 Se denomina problema hidrotérmico generalizado el problema de
minimizar el funcional

T m
i=1

dentro del conjunto A de elementos admisibles definido de la manera siguiente

A={(y1,..-,Ym,z) € F x H / satisfacen 1) y 2)}

1) Ecuacion de equilibrio:
> 0ilyi(t)) + H(t,2(1), 7' (1)) = Pa(t) , ¥t € [0,T]
i=1

2) Restricciones de volumen disponible:

Obsérvese que pueden imponerse limitaciones en la generacién de potencia tanto
térmica como hidrdulica sin mds que precisar los conjuntos de funciones admisi-
bles, F y H. Si no imponemos restricciones a la funcién de generacién hidrdulica
permitiendo que pueda tomar valores negativos, estudiaremos en este problema las
centrales de bombeo. En las secciones siguientes detallaremos mds explicitamente
este comentario.

Definicién 2.10 Se dird que (P, ..., Py,q) € A es solucion del problema si

Y(y1,---,Ym,2) € A se verifica:

T m T m
/0 > R(P(o) < /0 > Rt

1=
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2.3.2. Problema hidrotérmico de Bolza

El problema hidrotérmico se centra en la minimizacién del consumo de com-
bustible de las centrales térmicas para unos determinados volimenes de agua disponi-
ble para cada una de las centrales hidrdulicas. Sin embargo, dependiendo de las zonas
donde estdn situadas las centrales hidrdulicas y de sus condiciones atmosféricas, tal
vez sea necesario, con el objeto de ser dedicada a otras necesidades (consumo hu-
mano, regadio,...), valorar la cantidad de agua utilizada al final del horizonte tem-
poral en que se realiza el estudio. Es natural, por tanto, plantear el problema de
tal modo que el coste de produccién de energia de los sistemas hidrotérmicos no
dependa exclusivamente del consumo de combustible de las centrales térmicas, sino
también del volumen de agua turbinada. En este caso se precisa incorporar en el
funcional objetivo un sumando en el que se valore la cantidad de agua consumida
en el instante final del intervalo de optimizacion.

Definicién 2.11 Se denomina funcion de valoracion del agua la aplicacion
S:R" —R
continua y con derivadas parciales primeras continuas, donde
S(z1(t), z2(t), . .., zn(t))

representa el valor del agua turbinada hasta el instante t por las centrales hidrdulicas
en su conjunto.

Definicién 2.12 Con la notacion utilizada en las definiciones anteriores, se de-
nomina problema hidrotérmico de Bolza el problema de minimizar el funcional

T m
F(yr, . ym: ) = /0 S Fiyi(t))dt + S[ET)]
i=1
dentro del conjunto de elementos admisibles definido de la manera siguiente

Ap={(y1,...,Ym,2) € T x H / satisfacen 1) 2) y 3)}
1) Ecuacion de equilibrio:

m

> diwit) + H(t,Z(t), 2/ (1)) = Pa(t) , Vt € [0,T]
i=1

2) Restricciones de potencia térmica e hidrdulica
PP <yi(t) < PPy 0 < H(t2(1),7(1) < Pult)
3) Restricciones de volumen disponible:

5(0)=0, z%(T)<b; (i=1,...,n)
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Definicién 2.13 Se dird que (Pi,..., Py, Q) € Ap es solucion del problema si

Y(yi,...,Ym,2Z) € Ap se verifica:

/ ))dt + S[q / ZF yi(t))dt + S[E(T))]



Capitulo 3

EQUIVALENTE
MINIMIZADORA

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo vamos a estudiar la construcciéon de la térmica equivalente.
Es fundamental la importancia de poder sustituir un problema con m centrales
térmicas (Hp-Th, ) por otro equivalente (Hy-T1) con una sola: la térmica equivalente.
De hecho, su construccién es una condicién indispensable para el trabajo realizado
en esta tesis, al utilizar un modelo desacoplado para la resolucién del problema
hidrotérmico.

La idea de la térmica equivalente fue contemplada por El-Hawary y Chris-
tensen [49] en problemas sélo térmicos y para funciones de costo polinémicas de
segundo grado, obviando la restriccién de positividad de las potencias. En esta linea
de trabajar en problemas sélo térmicos, Kannan y Nityanandan [83] utilizan la
aproximacion por minimos cuadrados para la construccién de la equivalente sin con-
siderar pérdidas de transmisién en el sistema y Ramraj [120] usa la misma técnica
para el estudio de problemas con limitaciones de combustible en algunas centrales.
La construccién de la térmica equivalente de funciones de costo de tercer orden ha
sido abordada por Narendiran y otros [111] e imponiendo limitaciones de com-
bustible por Kannan y Kayalvizhi [84]. Un estudio mds riguroso determinando la
equivalente minimizadora e incluyendo la restriccién de positividad de las potencias
para funciones de costo polinémicas de segundo grado fue desarrollado por Bayén
y otros [15] en problemas con componente hidrdulica que es donde adquiere su ver-
dadera importancia. Estos mismos autores en [13] aproximan, usando el método de
minimos cuadrados, la funcién de costo que incorpora las pérdidas del sistema (y,
por tanto, no es cuadrdtica) por una cuadratica, obteniendo la térmica equivalente
de esta iltima.

Es indudable la importancia de poder sustituir varias centrales térmicas por una
equivalente en su comportamiento éptimo. De hecho, muchos autores han hecho uso

15



3. EQUIVALENTE MINIMIZADORA 16

de la térmica equivalente para la resolucién de problemas hidrotérmicos considerando
modelos concretos para la funcién de costo térmico. De todo lo anterior se pone de
manifiesto el gran interés en construir la equivalente térmica independientemente
del modelo de funcién de costo considerado.

En este capitulo se desarrolla, en primer lugar, la posibilidad de construir la
equivalente minimizadora de m centrales térmicas, independientemente del modelo
de funcién de costo utilizado; imponiendo la natural restriccion de positividad para
las potencias.

Por otra parte, para una mejor aproximacion a la realidad, esta restriccién debe
ser sustituida por una potencia minima positiva pero no nula necesariamente. Las
centrales térmicas tienen una limitacién sobre su potencia de salida. La potencia
minima, llamada minimo técnico, se debe a criterios de disenio de la caldera, del
propio generador y a aspectos de estabilidad de la combustién. La potencia méxima
que pueden producir las centrales, debido a las caracteristicas del disenio de las mis-
mas, se denomina potencia maxima nominal. Surgen, por tanto, unas restricciones
minimas y médximas de potencia derivadas de la capacidad técnica de generacién de
las propias centrales (no necesariamente iguales para todas ellas). Razones por las
cuales también procederemos a la construccién de la equivalente minimizadora de
m centrales térmicas, independientemente del modelo de funcién de costo utilizado,
imponiendo unas restricciones minimas y méximas de generaciéon de potencia.

Finalmente, se han desarrollado dos programas, con el paquete Mathematica,
para la obtencién de la equivalente minimizadora y mostramos algunos ejemplos de
su aplicacién al caso de centrales térmicas de la red Asturiana.

El trabajo desarrollado en este capitulo ha dado lugar a una publicacién de
Bayén y otros [21].

3.2. REDUCCION DEL PROBLEMA H,-T,,
AL H,-T,

La determinacién de la equivalente minimizadora radica en la posibilidad de, a
partir del conocimiento de la aportacién instantdnea de las centrales térmicas en su
conjunto, asignar a cada central térmica la generacién de potencia que haga minimo
el costo instantaneo global de combustible.

En términos matemadticos esto se traduce en la construccién de una funcién

U(¢) = I%l;n(Fl(wl) + oo+ Fn(Tm))

en el conjunto de elementos de la forma
Ce={(x14+...+zn) /o1+ ... F+xn=£ }

siendo D; el conjunto de valores de potencia que puede ser generada por la central
térmica i-ésima y F; su funcién de costo. Suponemos que:
m
V¢€D=Di1+Dy+ - +Dp CR Ian,...,2m) € [[ Di
i=1
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m
tnico minimo de ) Fj(x;) en Cg.
=1
En suma supondremos que V€ € D el problema de calcular el minimo de la

funcién ZF (x;) sujeto a la condicién le ¢ admite una tnica solucion.
i=1 i=1

Definicién 3.1 Llamaremos funcion equivalente minimizadora de {E;};" la apli-
cacion
V:Di+Dy+---+D,, — R

definida por:

m
() =min) F(z;)
Ce “
=1
Definicién 3.2 Llamaremos funcidn i-ésima de reparto la aplicacion

U, :D14+Dy+---+ Dy, — D;

que satisface:
m

i) Z\I’z‘@) =
ii) ZE(\IJZ@) =0 (&).

En Bayén y otros [15] se estableci6 el siguiente resultado:

Teorema Sea U funcion equivalente minimizadora de {F;};~, y sean
{w;}, las funciones de reparto.
Si (P(t),q(t)) es solucion del problema

A* = H,-T1{P;,{¥}, H,b}

entonces
(U1(P(2)), ¥a(P(2)),-- -, Um(P(t)),a(t))

es solucion del problema,

A =H,-T{Ps, {F;}7", H,b}

y se construyo la térmica equivalente para funciones de costo cuadraticas:
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Teorema. La funcion equivalente minimizadora de funciones de costo
cuadrdticas, Fi(x) = a; + Bz + 7302, es polindmica de seqgundo grado a

trozos
U(E) =Y Fi(Wi(€)) = Gk + By + F4€? si 6 < € < Spr1,
i=1
siendo i i
1 1 I5;
oL = — - _ 7
k m ~2 k 2
~ 1 ~ B; ~ Bk ;
con 7y = ; Br=7 — Y =) it o= —
* Zk: 1 * * i1 Vi ; Rl i=1 i
i=17i

Ademids es de clase C y verifica W'(6;) = By, para i=1,...,m.

Sobre la base de estas definiciones y resultados planteamos la construccion de la
equivalente minimizadora de m centrales térmicas considerando un modelo general
en sus funciones de costo. En primer lugar, demostraremos que si F) es estrictamente
creciente (i = 1,...,m), siendo F; funciones cualesquiera!, con la natural restriccién
de positividad, entonces la equivalente minimizadora, ¥, de {F;};", existe y es
tnica.

Teorema 3.1 Sea {F;}", C C'[0,00) una coleccion de funciones tales que F es

. . T / /
estrictamente creciente (i = 1,...,m), ordenadas de modo que F;(0) < F} ,(0), y sea
la funcion F : [0,00)™ — R

Sea
m
c, = {($1,...,{L’m)€Rm/x120 A inza}

1=1

Entonces existe una coleccion unica {¥;};~, tal que Ya >0,
(1) (T1(a),...,¥m(a)) € C, proporciona el minimo de F sobre Cy si y sdlo si

m m -1
a > (Z F/1o F!)(0) (o, equivalentemente, (Z F o F,’n) (a) >0)
i=1 i=1

'La simple consideracién de las pérdidas de potencia transforma la funcién de costo en no
cuadrética, surgiendo asf la necesidad de realizar un estudio de la equivalente minimizadora para
funciones de costo mds generales.
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m

-1
siendo Wi(a) = (Z F 1o F,é) (a).
i=1

(2) Si (U1(a),...,Vn(a)) ¢ C, y proporciona el minimo de F sobre Cy y
U;(a) = 0 entonces ¥;y1(a) = ... = ¥pu(a) =0
Demostracién. La existencia de minimo en C, estd asegurada por su compaci-
dad; la convexidad estricta de F' asegura la unicidad.
(1) Necesidad

Si (¥1(a),...,Un(a) € C, es mmimo de F en C,, entonces es también minimo
m
local de F'en {(z1,...,2m) € (0,00)™ / Y x; =a}
i=1
Por consiguiente, para algin A\, € R, (¥1(a),...,¥n(a)) es punto critico de

F*(l'l,...,l'm):F(Ilil,---,l'm)—>\a-($1+"'+l‘m—a)

con lo cual, tendremos

_ OF*(¥1(a),...,¥nu(a)) = F/(¥;(a)) = Ao, Vi=1,....m

0 8%1 '

de donde se deduce que ¥;(a) = F{"*(\,) y, puesto que Z U;(a) = a, tendremos
i=1

m m -1
a=ZE%m=Mf«ZEQ (a)

=1 =1
y, en consecuencia,
m 71 m 71
mwza(zwﬁ w=@ﬁwwg<@
i=1 i=1

Ahora bien, puesto que 0 < U;(a) y F y Fi’*1 son estrictamente crecientes,
tendremos que para cada ¢

(Z Fybo Fi,) (0) < (Z Fto Fi,> (Pi(a)) =a
k=1 k=1
en particular,
(Z Fho F7/n> (0) < (Z F o F/n> (Um(a)) =a
k=1 k=1

<=)Suficiencia
Consideremos

i=1

Ui(a) = (Z Fi™lo Fxé) (a)
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Veamos, en primer lugar, que ¥ (a) > 0 para cada k € {1,...,m}.
Teniendo en cuenta que F}, (0) > Fj(0) para cada k € {1,...,m}, el cardcter

creciente de F] y de su inversa,

m m
a> (Z Fl=to F,@) (0) > (Z F™to Fk) (0) = Wy(a) >0
i=1 i=1
de modo que (¥ (a), ..., U,,(a)) € C,.
Prestando atencién a las consideraciones hechas en la implicacién directa,
(Pi(a),...,¥n(a)) es punto critico del funcional convexo

F*(x1,...,2m) = F(x1,...,2m) — Ag-(x1+ - + Ty — a)

considerado en (0,00)™ , donde

m -1
Ag = (ZFZ/1> (a).

=1

De modo que (¥1(a),...,¥,,(a)) es minimo de F™* y, en consecuencia, es también
minimo de la restriccién de F' en C,.
(2) Supongamos que ¥;(a) =0 y que ¥;11(a) > 0.

Consideremos la funcién f : [0, U;11(a)] — R
fle) =F(¥i(a),...,Yi(a) +&,Viri(a) —¢,...,¥m(a))

Teniendo en cuenta que (V1(a),...,¥i(a)+¢e, Viyi(a)—e, ..., Up(a)) € C, para
cada e € [0, ¥;41(a)), serd suficiente observar que f, (0) < 0, lo cual es contradictorio
con el cardcter minimo de (¥y(a),..., ¥V,(a)).

Efectivamente,

f'(e) = Fi(¥i(a) + &) = Fi11(Via(a) =€) = Fj(e) — Fi11(Visa(a) —€)

f1(0) = F{(0) — Fi1(¥ita(a)) < F{(0) — F{441(0) <0
|
El significado del 1dltimo punto del teorema es el siguiente: funcionando las cen-
trales térmicas de forma 6ptima, si una de ellas estd desconectada (genera cero),

también deben estarlo todas aquéllas cuya derivada de la funcién de costo en cero
es mayor o igual que la correspondiente de aquélla.

Teorema 3.2 Sean {F;}!",, F, y Cq en las condiciones del teorema 3.1. Entonces

existe {01} C R siendo 0,11 = 00 y {¥}7, C C[0,00) de tal modo que para
cada a > 0, el minimo de F' en Cq, se alcanza en (V1(a),...,VYn(a)), siendo

k k+1
Sk = (F T o F)(0) <> (F ™" o Fiy)(0) = dgp

1=1 =1
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4 -1
J
Up(a) = (Z Fi~lo Fé) (a) si 6, <0;<a<djn

0 St a < Oy

Demostracién. Procederemos por induccién.

Sim =1 es obvio que ¥;(a) = a.

Supongamos cierto el teorema hasta m — 1 y veamos que ello implica que es
cierto para m.

Si a > ., en virtud del apartado (1) del teorema 3.1

m -1
Ui(a) = (Z Flo F,g) (a) >0, Vk.
i=1

Si a < O, segun (2) del teorema 3.1, ¥,,(a) = 0 y estamos en condiciones
de utilizar la hipétesis de induccién segin la cual (¥q(a),..., ¥;m—1(a)) minimiza

m—1 m—1
Z Fi(x;) restringido a Z T; = a.
i=1 i=1

m m
Por tanto, (¥1(a),..., Un(a)) minimiza Z Fi(x;) restringido a le =a.
i=1 1=1

Observacién 2 FEn este teorema hemos construido las funciones de reparto Wy,
concluyendo, ademds, que si0; < a < 6,41, el “reparto” se efectia entre las centrales
térmicas de la primera a la j-ésima, permaneciendo las restantes inactivas.

Probaremos, a continuacién, que para un modelo general de funciones de costo,
la equivalente minimizadora es una funcién de clase C'. Veamos, en primer lugar,
el siguiente lema.

Lema 3.1 Sean {Fi}gzl C C0,00) funciones tales que F! es estrictamente cre-
ciente (i = 1,2) de modo que F{(0) < F}(0). Sea § € R tal que F{(5) = F4(0) y la
funcion

B 3 si £<0
9(§) = { (F})~Yo F! + I Y(€) si &€>6.

Entonces se verifica:
i) Para cada a >0 (g(a),a — g(a)) proporciona el minimo valor de
F(z,y) = Fi(z) + Fa(y) en el conjunto {(xz,y) [t >0Ay>0Axz+y=a}l.
ii) La funcion ¢o(a) = Fi(g(a)) + Fa(a — g(a)) es de clase C1.

Demostracién. i) Se trata del teorema 3.2 en el caso particular de m = 2.
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ii) El tnico punto conflictivo es §. Ahora bien, teniendo en cuenta que g es
continua y que ¢g(d) =9
@(0—) = F1(6) + F»(0)

p(6+) = F1(9(9)) + F2(d — g(9)) = F1(6) + F2(0)

de modo que ¢ es continua.
Veamos las derivadas laterales en ¢ :

¢'(6-) =g (6-)F{(9(0—)) + (1 — g'(6—)) F3(6 — g(6—))
¢'(6-) = F{(9)
¢'(0+) = g (0+)F1(0+) + (1 = ¢'(0+)) F3(0)
¢'(6+) = g'(0+)[F1(0+) — F5(0)] + F3(0)
¢'(0+) = F3(0) = F{(9)
Asi pues ¢'(0+) = ¢'(d—).
[

Teorema 3.3 Sean {F;}!",, F, y Cq, en las condiciones del teorema 3.1. Entonces
la equivalente minimizadora

m

¥(a) = 3 Fu(Wi(a)) = min F(v)

1 veC,

es de clase C1.

Demostracién. Procederemos por induccién. Para m = 1 es obvio.
Consideremos la operacion

(F®G)(z) = min F(a)+G(x —a)= min F(a) + G(b).
a€l0,z] (a,b)eCy

Es facil darse cuenta de que ® es asociativa y conmutativa. En estos términos
V=FO0Rho -0F=FN0FRo - 0F,1)0F,.

Ahora bien, por hipétesis de induccién, © = F1 © Fo ® --- ® Fi;,—1 es de clase
C', de modo que estamos en condiciones de utilizar el lema anterior y llegar a que
© O F,, =T es de clase C1.

[ |
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3.3. RESTRICCIONES MAXIMAS Y MINIMAS

En este apartado analizamos la existencia y unicidad de la equivalente mini-
mizadora para m centrales térmicas, independientemente del modelo de funcién de
costo utilizado, considerando restricciones de potencia.

Presentamos, en primer lugar, la posibilidad de sustituir las centrales térmicas
a las que imponemos una restriccién de generacién méaxima de potencia por una
equivalente para cualquier modelo de funcién de costo considerado.

Teorema 3.4 Sea {F;}!, C C' [0, P™¥] una coleccion de funciones tales que F
es estrictamente creciente (i = 1,...,m), ordenadas de modo que Fj(0) < Fj, ,(0),
con F! (0) < F!(P™&X) Vi. Sea la funcion

F [O,P{né"} x [0, Pgmﬂ X oot X [0, P;;;ﬂ LR

m

F(z1,...,om) = ZFz(afz)

Sea

m
Do = {(a1,...,2m) € [O,P{‘ﬂ x [o, Pgnﬂ X oo X [o, Pnrglé"} /> 2 = a}.
i=1

m
Entonces existe una coleccion unica {¥;};", tal que Va, 0 < a < ZPiméX,
i=1

(1) (¥1(a), ..., ¥n(a)) € D,y proporciona el minimo de F sobre Dy si'y
m m
slosi (> F/ 1o F)(0) <a< (D F/ ' o F})(Pr)
i=1 i=1

siendo F!(PP¥) = min{F/(P™*)} Vi € {1,...,.m} y

m -1
Uy(a) = (Z F/ 1o F,g) (a).
=1

(2) (U1(a),. .., Um(a)) ¢ D, y proporciona el minimo de F sobre Dy, entonces:
i) si para cierto i € {1,....,m — 1}, U;(a) =0, entonces V;yi(a)=0.
i) si para cierto i € {1,...,m}, ¥;(a) = P™& entonces Vk € {1,...,m} tal
que Fy(PP®) < Fj(P)

Uy(a) = P,

Demostracién. La existencia de minimo en D, estd asegurada por su compaci-
dad; la convexidad estricta de F' asegura la unicidad.
(1) Necesidad

Si (Uy(a),...,U,(a)) € D, es mmimo de F en D,, entonces es también mfnimo

m
local de F' en {(z1,...,zm) € (0, P[¥) x (0, P¥) x ... x (0, Pm&) | Y z; = a}.
i=1
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Por consiguiente, para algin A\, € R, (Vq(a),...,¥(a)) es punto critico de
F*(x1,...,2m) = F(x1,...,2m) — Ag.(x1+ -+ + Ty, — @),
con lo cual tendremos

_ OF*(V1(a),..., Y, (a)) = F/(¥;(a)) = A\g, Vi = 1,...,m,

0
Oa:i !

m
de donde se deduce que ¥;(a) = F/~1(\,) y, puesto que Z U;(a) = a, tendremos
i=1

m m -1
a=) F ()= A= (Z F{_1> (a)

i=1 =1

y, en consecuencia,

m -1 m -1
Uy(a) = F ! (Z Fgl) (a) = (Z F1 oF,;> (a).

=1 i=1

Ahora bien, puesto que 0 < ¥;(a) < Piméx y Fly FZ.'_1 son estrictamente cre-
cientes, tendremos que para cada @

(i o Fi/) (0) < (i Fy o Fi/> (¥i(a)) =a< (i Fto F{) (Pmax)y.,
k=1 k=1

k=1

en particular,

(Z Fllo F,’n> (0) < (Z Fl'o F,’n> (Upn(a)) =a
k=1 k=1

(Z F o F,Q) (Up(a)) =a< (Z F o F,Q) (Ppax),

k=1 k=1

<=)Suficiencia
Consideremos

m —1
Be(a) = (zF F) @
=1

Veamos, en primer lugar, que P,inéx > WUi(a) > 0 para cada k € {1,...,m}.
Teniendo en cuenta que F),(0) > F/(0) y Fj(PPé) < F}(PM4X) para cada

ke {1,...m}, el cardcter creciente de F] y de su inversa,

a> (i F o F;,L> (0) > (i Fto F,;) (0) = ¥y(a) >0

=1
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m m
a< (Z F{™o FA> () < (Z F ™o Fé) (PR) = Wi(a) < PP
i=1 i=1
de modo que (¥1(a), ..., U, (a)) € D,.
Prestando atencién a las consideraciones hechas en la implicacion directa, sabe-
mos que (Vq(a),...,¥,,(a)) es punto critico del funcional convexo

F*(xi,...,2m) = F(x1,...,2m) — Aa-(x1+ - + T, — a)

considerado en (0, PM4X) x (0, Py x ... x (0, P™é) donde

Ao = (iF{_1>_ (a).

De modo que (¥4(a),...,¥,,(a)) es minimo de F™* y, en consecuencia, es también

<

minimo de la restriccién de F' en D,,.

(2) 1) Ya demostrado en (2) del teorema 3.1

ii) Supongamos que para ciertoi € {1,...,m}, ¥;(a) = P™* y que ¥;(a) < P;néx
siendo Fj(Px) < F/(Ppéx).

Consideremos, sin pérdida de generalidad, que ¢ < j, y la funcién

g:[0, P = Uj(a)] — R,
g(e) = F(Vi(a),...,Yi(a) —¢,...,¥j(a) +¢,...,Up(a)).

Teniendo en cuenta que (¥i(a),...,¥;(a) —¢,...,¥(a) +€,...,¥n(a)) € D,
para cada ¢ € [0, P]méx — W(a)), sera suficiente observar que ¢/, (0) < 0, lo cual es
contradictorio con el cardcter minimo de (¥q(a),..., Up(a)).

Efectivamente,

J'(e) = —F/(Vi(a) — ) + Fj(¥;(a) + ) = —F/ (™™ — &) + Fj(¥;(a) +¢)
g'(0) = —F/(P"™) + F}(V;(a)) < —F/(P"™) + Fj(P*>) <0.
|

El significado de (2) ii) es el siguiente: funcionando todas las centrales térmicas
de forma 6ptima, si una central ¢ alcanza su potencia médxima, también la habran
alcanzado ya todas aquéllas cuya derivada de la funcién de costo en su potencia
madxima es menor o igual que la correspondiente a dicha central i.

Bajo estas condiciones, probamos el teorema siguiente:

Teorema 3.5 Sean {Fi};~,, F, y D, en las condiciones del teorema 3.4 y sea
o € Xy, la permutacion tal que

Fl o) (P < Fl oy (PRES)), Wi=1,...,m.

m
Entonces existen {0y} CR y {0k}, CR, siendo 0, = Zpiméx y
i=1
{U 3, C Clo, PP¥], de tal modo que
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i) 0 < g1 Ve € {1,...om}, 6y, <01,y O < Ory1, Yk € {1,...,

k
0k =Y (F/ o F{)(0)
=1
Y
m
0= S o ) + 3 P
i=k

ii) Para cada a € [O, ZPiméX

(Pi(a),...,¥m(a)) sz’endloi

m}, siendo

, el minimo de F en D, se alcanza en

0 st a < 0
, -1
(EF;loF,:) (a) st 0p <6 <a<djp
i=1
m ~1
Uy (a) = (Z FZ-'_1 o F,;) (a) st Oom < a < 0
i=1

m -1 j
( > Fr OEQ) (a=Y PEd) si 0;<a<0j

P,?lax st 90—1(k:) S a

Demostracién. i) Dado el cardcter creciente de F] 'y de Ffl, teniendo en
cuenta que Vi, Fj(0) < F},,(0) y F;,(0) < Fj(P*), resulta evidente que

) =061

k k+1
Sp =Y (F/ 1o Fp)(0) < Z Lo FL)(0) = ka
=1
Om =Y (F{ 1o Fp,)(0) <Y (F/ o Fl) (PR
i—1 i1
m k—1
_ /—1 / max max __
01 = Z(Fg(i) o Fy i) (Baiey) + Z Pray =
i=k i1

m

= D (B o o) (B + (Fiy © Fo) (Pt +ZPM<

i=k+1

m

< 2 Frg o B (Folid) Z = Okt

i=k+1



3. EQUIVALENTE MINIMIZADORA 27

ii)Procederemos por induccién.

Si m =1 es obvio que ¥;(a) = a.

Supongamos cierto el teorema hasta m — 1 y veamos que ello implica que es
cierto para m.

Si d,, < a < 61, en virtud del apartado (1) del teorema 3.4,

m -1
0 < Up(a) = (Z F o F,g) (a) < P& V.,
=1

Sia < 0y, segun (2) del teorema 3.4, U,,(a) = 0 y estamos en condiciones de uti-

m—1
lizar la hipétesis de induccién segin la cual (Uq(a), ..., ¥;,—1(a)) minimiza Z Fi(x;)
=1
m—1 m '
restringido a Z x; = a. Por tanto, (¥1(a), ..., ¥;n(a)) minimiza Z F;(z;) restringi-
i=1 =1

m
do a g T; = a.
i=1

Si 61 < a < 0, segin (2) del teorema 3.4, 3h / ¥j,(a) = PP y considerando
a — P}Lnéx estamos, de nuevo, en condiciones de utilizar la hipdtesis de induccién
segin la cual

(U1 (a — PP, . W1 (a — PP¥), Uy (a — PP, .., U, (a — PREX))

m m

minimiza ZFz(%) restringido a le = a— P;Lnéx. Por tanto, por cémo estdn
i=1 i=1
i#h i#h

definidas las funciones ¥;(a), se verifica que (¥1(a), ..., ¥,,(a)) minimiza Z Fi(z;)
i=1

m
restringido a ZZL‘Z =q.
i=1
[ |
De este teorema, concluimos que, si 0; < a < d;41, el “reparto” se efectia
entre las centrales térmicas de la primera a la j-ésima, permaneciendo las restantes
inactivas. Por otro lado, en el momento en que ¢; < a < 6,41 habra j centrales que
ya han alcanzado su potencia méxima.
Probamos, a continuacién, que para un modelo general de funciones de costo,
a las que imponemos, ademds de la restriccién de positividad, unas limitaciones de
potencias méximas, la equivalente minimizadora es una funcién de clase C'. En
primer lugar, vemos el siguiente lema.

Lema 3.2 Sean {Fi}?:l C CY0, P;] funciones tales que F! es estrictamente cre-
ciente (i = 1,2), de modo que F{(0) < F5(0). Sea 6 € Rt tal que F|(§) = F45(0) y
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2
supongamos que F|(Py) < Fj(P2). Sea 61 = Z(F#l o F{)(P1) y la funcion

7

1=1
3 si £<0
g(&) =3 [(F) Lo F{ + 1471 si 6<E<0y
P1 St 91 S §

Se verifica:
2

i) Para cada a, 0 < a < ZH, (9(a),a — g(a)) proporciona el minimo valor de
i=1
F(z,y) = Fi(z) + Fx(y) en el conjunto

it) La funcion ¢(a) = Fi(g(a)) + Fa(a — g(a)) es de clase C.

Demostracion. i) Se trata del teorema anterior en el caso particular de m = 2.
ii) Los tnicos puntos conflictivos son ¢ y 6. La continuidad y derivabilidad ¢
en ¢ ha sido probada en el lema 3.1. Teniendo en cuenta que g es continua y que

g(01) = 61

0(01—) = Fi(g9(61))+ F2(01 — g(01)) = F1(01) + F>(01 — P1)
e(01+) = Fi(P1)+ Fa(0 — P1)

de modo que ¢ es continua. Veamos las derivadas laterales en 6; :

¢'(01-) = g'(01-)Fi(g(01—)) + (1 — ¢'(01-)) F5(01 — P1)
2
como 0, = Z:(Fi’*1 o F)(Py), se obtiene que Fj(0; — P;) = F{(P1); por tanto,
i=1
¢(01=) = g (O1i—)F(P1) + (1 —g'(01-))Fi(P) = Fi(P1)
¢(01+) = O+ F(P)+ (1—g'(01+))

&
L
o
=
G

ASia pues, 90,(01_‘_) = 90/(01_)

Observacion 3 Si fuese Fy(Py) < F{(P1), se razonaria de manera andloga a la
2

anterior, tomando 2 = Z(F#l o F})(P2) y la funcion

)
1=1

13 51 E<o
9g(©) =X [(F) o F{+1475¢) si 6§ <E<b;
§— P si fp <&
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Teorema 3.6 Sean {F;};", F, y D, en las condiciones del teorema 3.4. Entonces
la equivalente minimizadora

es de clase C1.

Demostracién. Se desarrolla de forma andloga a la del teorema 3.3, apoyan-
donos en el lema 3.2.
|
Una vez demostrada la existencia y unicidad, bajo ciertas condiciones, de la
equivalente minimizadora de varias centrales térmicas, independientemente del mo-
delo de funcién de costo utilizado e imponiendo unas restricciones de potencia mé-
xima, nos planteamos la introduccién de restricciones de potencia minima distintas
de cero?.
Planteamos determinar la equivalente minimizadora de la familia de funciones
{G;}r, c C' [Pmin, PP3]  tales que G} es estrictamente creciente (i = 1,...,m),
ordenadas de modo que G(P™™) < GHl(P;ﬁlln), con G! (Pmin) < G(PM#), Vi,
siendo la funcion

G o [Py, P [Py, ppx| . x [P, e | R

m

Gy1,-- s Ym) = ZGi(yi)

=1

en el conjunto

(yl’ . 7ym) [Pmln ma.x] [Pmm max] X ... X [P;rlzﬁn’ Pnnlla.x]
D, = / ;yl —u

Obsérvese que este problema es equivalente al desarrollado anteriormente sin mé&s
que considerar el cambio de variable y; = x; + Pimf“. En estas condiciones, podemos
tomar {F;}1, C C* [0, PP — Pmin] con Fy(z;) = Gy(y;) = Gi(w;+P™™) tales que
F! estrictamente creciente (i = 1,...,m), F/(0) < F/(0)y F.,(0) < F!(Pmix_ pmin),
Vi. Estamos en las condiciones del teorema 3.4 y podemos asegurar la existencia de
la equivalente minimizadora W sobre el conjunto

; (21,0 m) € [0, PP — PP xox [0, PR — Priv]
af%lP{mfn T / in:a_ ZP'L'min
; i=1 i=1

i=1

2Las centrales térmicas también tienen una limitacién minima sobre su potencia de salida. Desde
el punto de vista econémico puede ser interesante que una central siga produciendo a una potencia
minima distinta de cero, P/™", en lugar de que pare.



3. EQUIVALENTE MINIMIZADORA 30

con

U(a—> P =" F(Wi(a— ) PP,
i=1 k=1 i=1
y denotando por P™" = ZPimfn, tenemos que
i=1
Up(a —P™0) =
0 a—Pmn < 5,
j -1
(Z F’ilil o Fé) (a_Pmin) 0r< (5]§ a_Pmin< 5j+l
i=1
m -1
= (Z Fz.’_1 o F,;) (a—Pmin) Sm< a—P™n< gy
i=1
m -1 J
-1 min max min min
Z Fz;(i) o Fy (a —pmn— Z(Pa(i) - Pa(i))) 0;< a—P™< 044
i=j+1 i=1
P];néx_sz’n Qofl(k)g a_Pml'n
siendo
k
5 = (Z Fi o F;) (0)
i=1
y
m k—1
. /—1 / max min max min
O = D (Frg o Fay) (PR — Piy) + - (25— Py )
i=k i=1

Ahora bien, tomando 8, = §;, + Pmin y 0 = 0 + Pmin

k m
O = (Z G lo G;) (P,;nfn) + ) prie
=1

i=k+1
- m ) ) k—1 ) ’ ’
i = Z;w;@; o Fly) (Pl — Poin) + Zl (P — pain) 1 pmin _
m ) k=1
- (Zk ;(zl) ° G::(k:)) <P§EZ’)“> + ; P

Para expresar la equivalente minimizadora en términos de las funciones de costo
{G;}2, , tomaremos las funciones de reparto, Y, de la forma
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Yi(a) := Ug(a — P™P) + PR que expresamos como

r 7 . <
P st a < 0

. -1
J m , ~ ~ ~
(Z G o G?«> (= 3 PP si 0p<djSa<iin

i=1 i=j+l

m -1
Ti(a) = (Z G o G%) (a) si dm<a<O

=1
-1

m J
Z G;zil) o G;C (a — E P;T(‘f)x> s7 éj <a< éjH
i=j+1 i=1

\ P,;néx st éo.fl(k) <a
obteniendo que

m

U(a—P) = 3 (Uyla—Pm) = 3 F(Ty(a) - PP =

i=1 =1

= 3G (Ti(@) = T(a)
i=1

es la equivalente minimizadora de {G;}/~; C C! [Pimm, Piméx] en el conjunto

(Y1, ym) € [lefn,PfﬂéX] X [Pgnfn,PgnéX] X .o X [ngn,PgéX]
-— m
Da o / Zlyz = a
1=

En estas condiciones, y de forma andloga a los teoremas anteriores, se pueden
demostrar los siguientes:

Teorema 3.7 Sea {G;}; C C! [P™, PM&] una coleccion de funciones tales que
G, es estrictamente creciente (i = 1,...,m), ordenadas de modo que
Gi(P™™) < Gy (PR, con G, (PR™) < Gi(PP™), Vi, siendo la funcion

G« [Pin, Pix| o [Py, pix] x x| P, P R

m

Gy1,-- s Ym) = ZGi(yi)

=1

(Y1, .. ym) € [lefn,PfléX] X [P;nfn,PgnéX] X ... X [P,r;fn,PgéX]
o— m
Da D / Zlyz f— a
1=
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m 3 m i
Entonces existe una coleccion unica {Y;};2 tal que Va, Y, PM™* < q < 3y PMax,
i=1 i=1
(1) (Ti(a),...,Tm(a)) € Dy y proporciona el minimo de G sobre D, si y
m m
solo si (2} Gl oG (PR <a < <Z; G o G (o)

siendo G, (PREY) = min{G{(P/"™)} Vi € {1,...,m} y

Tila) = (Z Gt oag) (a).

(2) (Yi(a),...,Ym(a)) ¢ Dgy proporciona el minimo de G sobre D,, entonces:

i) si para cierto i € {1,...,m — 1}, Ti(a) = P™™ entonces

Yir1(a) = PAT, o, Tinla) = PR

i) si para cierto i € {1,....,m}, Ti(a) = P™& entonces Yk € {1,...,m} tal
que Gly(PI) < Gl(P),

max

Ti(a) = Py

Teorema 3.8 Sean {G;};",, G,y D, en las condiciones del teorema 3.7. Entonces

existe {Sk}?:ﬁl € R, siendo ,y,y1 = ZPiméx y {Y}, C C[PPin, Pmax] | de tal
i=1
modo que

i) O < Oppq Vk € {1,...,m}, Om <01 y 0 < Opp1, Vk € {1,...,m}, siendo

k m

b= (G e GREP™) + Y P
=1 i=k+1
Y ~ m ) k—1 )
O = (Z Gl o G;w)) (i) + > poi.
1=k =1

m m ~
it) Para cada ) P™" <a < Y P™¥ el minimo de G en D, se alcanza en

i=1 i=1
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(Yi(a),...,Tm(a)) siendo
pmin si a < o

-1

J m % <
(Z G o G2> (a= 3 PP si 0S8 <a<djn
i=1

i=j+1

m -1
Ti(a) = (Z Gi o G%) (a) si bm<a<b

=1
-1

m J
> aioci) (e-rat)

i=j+1

&0

7 éj§a<éj+1

| P]gnéx st éo.fl(k) <a

Teorema 3.9 Sean {G;};~,, G,y D, en las condiciones del teorema 3.7. Entonces
la funcion

veEDg

T(a) = 3" Gx(Yk(a) = min G(v)
k=1

es de clase C*.

3.4. ALGORITMOS DE APROXIMACION

En esta seccién presentamos dos algoritmos de construccién aproximada de la
térmica equivalente, con el programa Mathematica, que pasamos a describir a con-
tinuacion.

3.4.1. Algoritmo 1

Este primer algoritmo, publicado en [21] y de cardcter particular, estd basado en
la utilizacién de aproximaciones poligonales de la derivada de cada funcién de costo,
que pueden ser interpretadas como la derivada de la equivalente minimizadora de
varias funciones de costo cuadréticas.

El procedimiento seguido es el siguiente:

1. En lugar de aproximar directamente la funcién de costo de cada térmica, F;(z)
1 = 1,...,n aproximamos linealmente su derivada en el intervalo de generacién de
potencia de la central. Esta aproximacion se puede hacer tan fina como se desee,
sin mds que aumentar el nimero de ”splines” en dicho intervalo. La integracién de
estas funciones nos conduce a una funcién ¥;(x) definida a trozos que aproxima a
la funcién de costo de cada central térmica considerada.
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Qi +Bik$ + gz st o<z <dip1 k=1,..m—1

\I/z({L') = — ~ e 2 .
Qim + Bim® + Vimz® sl T > dim

2. A continuacién, interpretamos cada funcién ¥;(z) como la equivalente mini-

mizadora de m centrales térmicas cuyas funciones de costo, que denotamos por
{Fi1(z), Fia(x),- -+, Fim(x)}, son polinémicas de segundo grado:

Fip(z) = cipg + Bipz + x> k=1,....m.

Las férmulas que nos conducen a la determinacién de estas funciones (deducidas
de las ya conocidas de la equivalente minimizadora de funciones de costo cuadraticas)
son las siguientes:

Bik = 2Vik0ik + Bk

Yi1 = Va
Vik
’77,](}: lkil k:2, ,m
L=, (Z 71)
=17
m B <.
> i = — ik —L
=Y T S

donde los d;; son los extremos de los intervalos de definicién de ¥;(x).
3. Por 1ltimo, construimos la equivalente minimizadora de todas las funciones
obtenidas {Fj;}i=1,..n-

J=bem . . . .
Aunque el procedimiento parecia muy prometedor a primera vista, inmediata-

mente se observé que lleva implicita una exigente condicién: las pendientes de las
poligonales deben ser decrecientes; iinico modo de que puedan ser interpretadas como
equivalente minimizadora de funciones cuadréticas. En consecuencia, este método
tiene el inconveniente de ser védlido tinicamente para funciones de costo cuya derivada
es concava, pues sélo en ese caso las poligonales que la aproximen lo serdn también.

Asi pues, aunque una amplia clase de funciones de costo podrian ser tratadas
por este método (z% con 1 < a < 2), existen otras muchas que no podrian ser
consideradas como es el caso de las funciones de costo que incorporan las pérdidas
de transmisién del sistema.

3.4.2. Algoritmo 2

Este algoritmo es de cardcter general y estd basado en los desarrollos tedricos
realizados en este capitulo. Nos permitird obtener la térmica equivalente, indepen-
dientemente del modelo de funcién de costo utilizado y con restricciones de potencia
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maximas y minimas. Asi, la equivalente térmica Y (a) de centrales con restricciones
nos vendra dada por la expresion del teorema 3.9, siendo las funciones de reparto
Ti(a) las especificadas en el teorema 3.8. En estas expresiones sélo aparecen las
derivadas de las funciones de costo, las cuales vamos a aproximar mediante poli-
gonales, circunstancia que nos permitird una manipulacién sencilla de sus inversas
desde el punto de vista computacional. La aproximacion, tan fina como deseemos,
implica el trabajar con funciones definidas a trozos. El hecho de tener que considerar
las composiciones de éstas con sus inversas aumenta el nimero de trozos resultantes
en la definicién de cada funcién de reparto Tx(a) y, por consiguiente, de la equiva-
lente Y(a).

En el Anexo I presentamos, implementado con el programa Mathematica, el
desarrollo de este algoritmo.

3.5. EJEMPLOS

Mostramos, a continuacién, dos ejemplos que ilustran la importancia préctica
de los resultados tedricos obtenidos. Consideramos el sistema térmico que consta de
ocho centrales de la red térmica Asturiana. En el primer ejemplo, utilizando el se-
gundo algoritmo planteado, determinamos la equivalente minimizadora considerando
como modelo de funcién de costo, en primer término, funciones polinémicas de se-
gundo grado y, en segundo, funciones que incorporan las pérdidas del sistema vy,
por tanto, no son cuadraticas, sin establecer, en primer lugar, mds restriccién que
la po-sitividad de las potencias y, en segundo lugar, impondremos limitaciones de
potencia tanto minimas como mé&ximas a cada central. Mostraremos, también, las
graficas de las funciones de reparto, es decir, la potencia aportada por cada central
térmica al sistema y compararemos, por tltimo, los costos de produccién de deter-
minadas potencias demandadas en cada uno de los casos. En el segundo ejemplo,
comparamos este método de construccién de la equivalente minimizadora y obten-
cién de las potencias a producir por cada central térmica del sistema con otros ya
existentes observando que ofrece mejores resultados.

Ejemplo 3.1 Construimos la equivalente minimizadora considerando:

a) funciones de costo cuadrdticas y la restriccion natural de positividad de las
potencias generadas,

b) funciones de costo incorporando las pérdidas de transmision del sistema y la
restriccion natural de positividad de las potencias generadas, y

¢) funciones de costo incorporando las pérdidas de transmision del sistema con
restricciones en sus potencias generadas.

Los desarrollos teoricos realizados en este trabajo nos garantizan la existencia y
unicidad de la equivalente minimizadora en todos los casos, asi como su pertenencia
a las funciones de clase C1.
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Denotamos por f; a la funcién de costo polinémica de segundo grado (func. de
costo sin pérdidas):
fi(z) = o + By + 722
y por g;, como vimos en observacién 1, la funcién de costo que incorpora las pérdidas
del sistema utilizando el modelo de Kirchmayer:

T— by y 1—vI—4b; 9\’
2 b + 7 2 b

gi(y) = o +/3i1 —

Los datos de las centrales se representan en la tabla I. Las unidades de los
coeficientes son: o; en (€/h); 8; en (€/h.Mw);~y,; en (€/h.Mw?) y los coeficientes
de pérdidas b;; en (1/Mw). Proporcionamos los datos de las centrales ya ordenadas

en la forma f;(0) < f{,(0)

Tabla I: Coeficientes de las centrales térmicas.

Central 7 o B Vi bii
1 (Narcea 2) | 2248.16 | -7.984 | 0.17026 | 0.000353
2 (Lada 3) 1625.43 | 6.347 | 0.09803 | 0.000220
3 (Soto 3) 1615.35 | 16.676 | 0.01659 | 0.000100
4 (Abono 1) | 1227.83 | 17.621 | 0.01325 | 0.000103
5 (Lada 4) 2155.62 | 17.745 | 0.01982 | 0.000097
6 (Abono 2) | 743.78 | 20.842 | 0.00311 | 0.000220
7 (Soto 2) 77.72 | 21.277 | 0.00286 | 0.000172
8 (Narcea 3) | 1459.44 | 21.569 | 0.01489 | 0.000121

Por otra parte, como ya hemos comentado, cuestiones de funcionamiento de las
centrales térmicas (costo de arranque) exigen no sélo la positividad de las poten-
cias generadas sino también que no sean nulas (no se apaguen) y se mantengan,
como minimo, en una determinada cota para cada central (minimo técnico). Es ob-
vio también que cuestiones técnicas de capacidad de las propias centrales limitan
su produccién, lo que nos hace establecer unas determinadas potencias méximas.
Establecemos en la siguiente tabla las restricciones de potencia minima y méxima
de cada central térmica para desarrollar el apartado c).

Tabla II: Restricciones de potencia.

Central 7 1 2 3 4 5 6 7 8
pmm 5 5 10 [ 10 | 10 | 15 | 10 5
pmax 170 | 150 | 340 | 300 | 320 | 550 | 310 | 240
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a) La equivalente minimizadora ¥(z) en (€/h) de las funciones de costo { fi}f,
con x en Mw, resulta ser:

11153,3 — 7,9842 + 0,170262>  si 0<x<42,09
10962 4 1,1106x + 0,0622122 si 42,09 < z < 125,1

10193,3 + 13,399z + 0,013092% si 1251 <z < 161,18
10024,2 + 15,498z 4 0,006582% si 161,18 < = < 170,59
9976,36 + 16,058z + 0,0049422 si 170,59 < x < 483,82
9266,01 + 18,9952 + 0,0019122 si 483,82 < x < 597,75
8992,96 + 19,908z + 0,001142% si 597,75 < z < 725,27
8949,96 + 20,027z + 0,0010622  si 72527 < x

funcién definida a trozos polinémica de segundo grado con coeficientes constantes
como se muestra en la figura siguiente :

Y(x)

35000

30000

25000

20000

XX

./0/ 400 600 800 1000 1200

Figura 3.1: Térmica equivalente sin considerar pérdidas.

b) Por otra parte, para hallar la equivalente minimizadora de las funciones de cos-
to { gi}§:1, procederemos de la siguiente manera: consideramos sus derivadas (g;(y)) ,
comprobando fécilmente que son funciones crecientes y que g;(0) < g;,;(0); a con-
tinuacion, las aproximamos mediante poligonales, aproximacién que se puede hacer
tan fina como deseemos y, por iltimo, trabajamos con estas funciones de manera
andloga al desarrollo tedrico realizado.

Ante la magnitud de las expresiones obtenidas, s6lo presentaremos los resultados
de la equivalente minimizadora Y(z) en (€/h) de las funciones de costo {g;}>_;, con
x en Mw en los cinco intervalos iniciales:

Si0<ax<382

683022 — 671868+/1 — 0,001412x—482,32x

Si38,2 <z < 114,23
1,70926 106—1,02713 10°,/1,02144 — 0,000561266z —
—671868+/0,965594 — 0,0005114242—458,8952
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Si 114,23 < z < 146,28

2,59593 106—-912880,/T,03578 — 0,000313209z —
1,02713 106,/0,971241 — 0,0001217822—671868,/0,91985 — 0,000110968x—229,473x

Si 146,28 < x < 154,48

3,29876 10°—710009+/1,02933 — 0,000200509z —
—912880+/1,01348 — 0,000160778z—1,02713 10°,/0,962571 — 0,000062514x—
—671868,/0,91195 — 0,000056962x—180,4x

Si 154,48 < z < 393,37

4,44442 105—710009,/1,02146 — 0,0001495232—912880+/1,00716 — 0,0001198952—
—1,14472 105,/T,01524 — 0,000098662z—1,02713 10°,/0,960116 — 0,000046617x—
—671868+/0,909712 — 0,0000424782—186,486x

En la figura siguiente mostramos la grifica de la equivalente minimizadora que
como podemos observar es una funcién, definida a trozos, de clase C1:

Y&)
35000
30000
25000

20000

X
-/200/ 400 600 800 1000 1200

Figura 3.2: Térmica equivalente considerando pérdidas.

c) Es fécil comprobar que también en este caso se verifican las condiciones exigi-
das en los desarrollos tedricos realizados para garantizar la existencia, unicidad y
pertenencia a C' de dicha equivalente.

La siguiente figura muestra la grafica de la equivalente minimizadora:
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Y®)
35000
30000
25000

20000

X
—}0/ 400 600 800 1000 1200

Figura 3.3. Térmica equivalente con restricciones de potencia.

Mostramos en la siguiente figura las funciones de reparto que nos indican la
produccién de cada central térmica observando que se respetan las restricciones
impuestas a cada una de ellas.

Ptermicas (Mw)

500 _;
400 —3
4

300 5
—6

200 7
100 /7/’ ’_,_,-»/ —8

‘ Pa(Mw)
500 1000 1500 2000 ]

Figura 3.4. Produccién de cada central térmica.

Por dltimo, en la tabla siguiente indicamos el costo de generacién de la equiva-
lente minimizadora, para determinadas potencias demandadas, en cada uno de los
casos tratados en estos ejemplos:
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Tabla III: Costo de produccién.

Potencia x U(z) ~y(x) ~(x) con restricciones
0 11153.3 11153.3 -
250 14299.9 14364.4 14451.6
500 19240.6 19398.4 19400.6
750 24568.1 24852.8 24852.3
1000 30040. 30568.7 30568.4
1250 35644.7 36559 36559
1500 41382.3 42838.8 42838.9
1750 47252.8 49423.7 49474.1
2000 53256.2 56330.8 56614.3
2250 59392.5 63577.7 65304.5

Es obvio que la consideracién de las pérdidas que se producen en el sistema
conlleva un aumento del costo de generacién. Por otra parte, obsérvese que cuando se
introducen limitaciones de potencia en las centrales térmicas se produce un aumento
del costo hasta que comienzan a trabajar todas las centrales de forma libre, esto es,
sin que las restricciones de potencia minima influyan en su funcionamiento (sucede
cuando la potencia demandada es mayor que 604.421 Mw) hasta que comienzan a
hacerlo las restricciones maximas (potencia demandada mayor que 1514.43 Mw).

En el ejemplo siguiente ponemos de manifiesto la efectividad del algoritmo pro-
puesto (basado en los desarrollos tedricos realizados) para la determinacién de la
térmica equivalente considerando funciones de costo que incorporan las pérdidas y,
por tanto, no son cuadrédticas. Compararemos, en primer lugar, la equivalente mi-
nimizadora obtenida en el ejemplo anterior con la funcién de costo éptima obtenida
resolviendo el problema mediante los multiplicadores de Lagrange (trabaja de forma
exacta). A continuacién, considerando una funcién de demanda de potencia concreta
compararemos los resultados de este método con los obtenidos por Bayén y otros
en [13]. Estos autores aproximan las funciones de costo asumiendo las pérdidas de
transmisién por funciones cuadriticas a través del método de minimos cuadrados,
construyendo la equivalente minimizadora de estas iltimas. Aportaremos las graficas
de las potencias reales a producir por las diferentes centrales térmicas (funciones de
reparto) para la potencia demandada en cada instante.

Ejemplo 3.2 Consideremos las centrales térmicas del sistema asturiano del ejemplo
anterior y la expresion de la equivalente minimizadora tomando como funciones de
costo las {gi}?zl.

Mostramos la gréifica de la equivalente minimizadora obtenida en el ejemplo an-
terior y la obtenida aplicando multiplicadores de Lagrange para resolver el problema
propuesto. Como se puede observar el algoritmo desarrollado en este capitulo pro-
porciona una solucién aproximada (térmica equivalente) que es casi coincidente con
la del problema original.
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Costo(&)

——Equivalente
Costo 6ptimo

P(Mw)
500 1000 1500 2000 2500

Figura 3.5. Equivalente minimizadora y funcién de costo éptima.

Sea la funcién expresada en la gréfica siguiente la correspondiente a la potencia
demandada al sistema en el intervalo horario de 0 a 24 horas:

Pd(Mw)
2000
1500

1000

500

t(h)

5 10 15 20

Figura 3.6. Potencia demandada.

En primer lugar, resolvemos el problema a través de los multiplicadores de La-
grange y obtenemos la solucién de costo éptima. A continuacién, resolvemos uti-
lizando el método desarrollado en [13] y, por tltimo empleamos el expuesto en este
capftulo construyendo la equivalente minimizadora. En la tabla siguiente presenta-
mos una comparacién de los costos totales de generacién obtenidos en cada uno de
los tres procesos:

Tabla IV. Comparacién de costos.

Lagrange | Bayo6n [13] | Equivalente ~y(x)
Costo total (€) 1310750 1310770 1310760
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En las siguientes gréficas mostramos el error cometido al distribuir la potencia
a generar por las centrales térmicas comparando, en la figura 5, el método de los
multiplicadores de Lagrange y el empleado por Bayén y otros en [13] y, en la figura
6, el método de los multiplicadores de Lagrange con el desarrollado en este capitulo.

P(Mw P(Mw.
(Mw) Error Relativo (Mw) Error Relativo —1
0.25 *; 0.0175
0.015
0.2 8
—4 0.0125
0.15 5
6 0.01
0.1 —7 0.0075
41 0005
0.05
0.0025
t(h) AN
6 12 18 24 6 12 18 24
Figura 3.7. Lagrange-Bayon [13]. Figura 3.8. Lagrange-método actual.

Como se puede observar, con el método desarrollado para la construccién de la
térmica equivalente y reparto de la potencia demandada entre las centrales térmicas
del sistema, se reduce considerablemente el error cometido comparado con el de-
sarrollado por Bayé6n [13]. Por tltimo, mostramos la grafica de reparto de potencia
entre las distintas centrales térmicas para satisfacer en cada instante la potencia
demandada al sistema. Representamos la potencia real a producir por las distintas
centrales teniendo en cuenta las pérdidas que se van a producir en el sistema.

P(Mw)
Reparto de potencia entre las C.T. —1
—2
3
400 — 4
5
300 \\ 6
—7
200 —8
100
t(h)
6 12 18 24

Figura 3.9. Produccién de potencia de las distintas térmicas.
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3.6. REPLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Una vez demostrado que todo problema de tipo (Hn-Twm), bajo ciertas condi-
ciones, puede ser sustituido por otro de la forma (Hy,-T;), independientemente del
modelo de costo utilizado e incorporando, si se desea, restricciones tanto minimas
como méximas (iguales o distintas), nos centraremos en los de tipo (Hu-T7), que
constituyen el auténtico problema variacional. Ademds, dicho problema variacional
presenta una ligadura (ecuacién de equilibrio)

y(t) + H(t,Z(t),Z (t)) = Py(t) , Vt € [0, T]

que puede suprimirse juntamente con la funcién incégnita y(t). El valor de esta
incégnita, que desaparece como tal con el nuevo planteamiento y que representa el
aporte de las centrales térmicas al sistema, se recupera una vez conocidos los valores
de las demds incégnitas. Para determinar la aportacién particular de cada una de
las centrales habra que recurrir a las funciones de reparto.

Trasladamos asf el problema hidrotérmico generalizado a la minimizacién del
funcional

F7) = /0 U (Put) - H 70,7 0)) b
con las condiciones de contorno z(0) =0 , Z(T') = b.
Definicién 3.3 Se dird que una funcién q es admisible para el problema
H,-T{P;,V, H b}
8i:

i) q es admisible para H.
ii) Py(t) — H(t,q(t),q (t)) es admisible para V.

iii) G(0) = 0, G(T) =b.
Se denota por O el conjunto de funciones admisibles.

Definicién 3.4 Se dird que q es solucion del problema H,-T;{P;, ¥, H,b} si es
admisible y

T T
/0 U (Py(t) — H(t,q(t),q (1)) dt = ml'n/o U (Py(t) — H(t,Z(t),Z'(t))) dt

zc @E

De manera andloga a la anterior se replantea el problema hidrotérmico de Bolza.



Capitulo 4

CONTROL OPTIMO.
PROBLEMA DE BOLZA

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo, consideraremos el problema hidrotérmico generalizado im-
poniendo ciertas limitaciones a las potencias generadas, planteando asf un problema
con restricciones de desigualdad de tipo no holonémico.

El problema hidrotérmico generalizado con restricciones de desigualdad con-
secuencia de la imposicién de limitaciones a las potencias, tanto térmicas como
hidraulicas, ha sido abordado por diferentes autores usando técnicas de la teoria de
control. Ya El-Hawary y Christensen [49] mencionan el Principio del Minimo de
Pontryagin para proporcionar un candidato a éptimo del problema planteado. En
trabajos mas recientes Wong y otros [?] resuelven, mediante una secuencia de prob-
lemas de control éptimo en tiempo discreto, sistemas hidrotérmicos a largo plazo,
aproximando la funcién de costo por una funcién suave e incorporando a la misma las
restricciones de desigualdad. También en problemas a largo plazo, Pursimo y otros
[118] proporcionan una ley de control éptimo para minimizar la funcién hamiltoni-
ana del sistema hidrotérmico, dando un peso a la potencia de cada central hidraulica
para asegurar la existencia de solucién. Mousavi y Ramamurthy [109] utilizan
el Principio de Pontryagin para seleccionar el mejor de tres modelos de suministro
de agua en un sistema con centrales acopladas hidraulicamente. La ma-yorfa de los
estudios relativos al tema (incluidos los antes citados) emplean modelos concretos
para la funcién de costo térmico y el sistema hidrdulico. Asi, si el modelo cambia,
los algoritmos desarrollados para la solucién del problema no son vélidos.

Este problema queda resuelto en el estudio realizado por Bayén y otros [19] en
el que obtienen, realizando algunas simplificaciones, la solucién mediante técnicas de
control ¢ptimo. También en Bayén y otros [17] se aborda este problema utilizando
exclusivamente técnicas del cdlculo variacional. En ambos trabajos, se introdujo el
concepto de influencia débil del volumen para establecer las condiciones necesarias

44
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de existencia de minimo.

Nos parece de gran interés el desarrollo de un algoritmo que resuelva este pro-
blema independientemente del modelo de sistema hidrotérmico y evitando el in-
conveniente de trabajar con la influencia débil del volumen. Ademds, tratamos de
que sea extensible al problema en el que se valora el agua utilizada por la central
hidraulica. Otros autores también han trabajado considerando esta cuestion. Asi,
Ruzic y otros [124] modelizan el costo asociado a un consumo excesivo de agua en
el periodo de optimizacién; lo que consiguen anadiendo un término de penalizacién
a la funcién objetivo. Barros y otros [4] consideran el problema de optimizacién
de un sistema hidrdulico brasileno con miiltiples objetivos considerando un modelo
de programacién no lineal para cada uno de ellos y utilizando técnicas diferentes de
linealizacién para su resolucién. También Lee y Chang [93] trabajan con multi-
objetivos (calidad del agua, capacidad de asimilacién y tratamiento del costo del
agua perdida) considerando vaguedad e imprecisién en los datos y abordando el
problema con técnicas difusas.

Realizaremos, para simplificar el desarrollo, el estudio del problema en el caso
particular en que el sistema hidrotérmico! conste de una tnica central hidrdulica
H;—T;, extendiendo el estudio, en un capitulo posterior, al caso general de n cen-
trales hidraulicas H,,—T;.

Hemos optado por plantear el problema en términos de control 6ptimo en tiempo
continuo con el funcional de tipo Lagrange. Veremos que, con este nuevo planteamien-
to, el tratamiento de las restricciones del problema es mas sencillo y estableceremos
la condicién necesaria de existencia de las funciones estacionarias del funcional.

A continuacién, plantearemos el problema de modo que el coste de produccién
de energia no dependa exclusivamente del consumo de combustible de las centrales
térmicas, sino también del volumen de agua turbinada en las hidrdulicas. En estas
condiciones, asignando un costo al agua, generalizamos el problema anterior plan-
teando el problema de Bolza correspondiente y estableciendo, también en este caso,
las condiciones necesarias de existencia de minimo.

Por 1ltimo, construimos, para cada uno de los problemas, un algoritmo de re-
solucién implementado con el programa Mathematica. Mostramos su aplicacién a
la resolucién de problemas de optimizacién hidrotérmica con una central hidrdulica,
analizando y comparando los resultados de ambos problemas, tanto en el caso en el
que se asigna un costo al agua como en el que no.

El trabajo desarrollado en este capitulo ha dado lugar a dos publicaciones [22] y
[24] de Bay6n y otros.

4.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo, partiendo de una sola central hidrdulica, vamos a efectuar el
estudio del sistema hidrotérmico imponiendo las restricciones naturales existentes
en los sistemas que carecen de centrales de bombeo.

'Se considera que T} esta representando la térmica equivalente de m centrales térmicas.
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Sea H(t,z,2"): Qg C [0, T|xRTxRT — R* la funcién de generacién hidraulica.
El conjunto de funciones admisibles, H, serdn aquellos volimenes, z, no negativos,
pertenecientes a C! [0, T], que verifiquen las restricciones de volumen disponible, con
caudales, 2/, no negativos.

Sea ¥ : Rt — R™T la funcién de costo de la térmica equivalente. El conjunto de
funciones admisibles, F, serdan aquellas potencias, y, no negativas.

Con estas consideraciones, procuraremos que las aplicaciones Py, ¥ y H sean lo
més generales posible. A lo largo de todo el capitulo supondremos, por comodidad,
que son suficientemente derivables y haremos las siguientes suposiciones adicionales:

» La funcién de costo térmico ¥ verifica
U'(z)>0,Vz e R"

y es, en consecuencia, estrictamente creciente?.

» También verifica
U'(z) >0,Vz e R"
y es, por tanto, estrictamente convexa’.

» La funcién de generacién hidréulica H(t, z, 2') es estrictamente creciente* con
respecto a 2’

» Supondremos también la concavidad® de H(t,z,2') con respecto a z’.

Obsérvese que H(t,z,2') € RT y, en consecuencia,
0 < H(t, 2(t),7(t))

Ademas, solamente admitimos potencias térmicas no negativas en la funcién de
costo térmico V(P (t) — H(t,q(t),q'(t))), es decir:

Pd(t) > H(t7Q(t)a q,(t))

Bajo estas condiciones, denotaremos por Il al problema que consta de una tinica
central hidraulica, esto es, al problema de minimizar el funcional

T
Flz) = /0 Lt (1), 2/ (1) )dt

con L(-,-,) funcién de clase C*, de la forma

?Esta exigencia es absolutamente natural toda vez que significa “més consumo a mayor potencia
generada”.

$Esta suposicién, a pesar de satisfacerla los modelos habituales, no es natural como la anterior;
sin embargo, es una propiedad clave para determinar el cardcter minimizante de una extremal.

1Significa “m4s potencia a mayor caudal”.

5Si suponemos concavidad estricta, podemos rebajar la hipotesis de convexidad estricta de ¥ a
simple convexidad.
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L(t,2(t),2'(t) = W(Pa(t) — H(t, 2(t), 2 (1)))
dentro del conjunto
Op,={z¢€ al[O,T] / 2(0) =0, 2(T) =b, 0 < H(t,2(t), 2 (t)) < Py(t)}.

Consideraremos también las siguientes hipétesis:

» Cualesquiera que sean el instante y el volumen, la central hidrdulica puede
generar la totalidad de la potencia demandada, es decir:

Y(t,z) € [0,T] x RT | 32/ tal que H(t,z,2") = Py(t)

Esta hipétesis se introduce con el propdsito de que existan funciones admisibles
con arcos fronterizos superiores.

» En los casos de caudales nulos, la potencia hidrdulica ha de ser siempre inferior
a la demandada:

V(t,z) € [0,T] x [0,0] , H(t,2,0) < Py(t).

Esta hipétesis se introduce con el propdsito de que los arcos fronterizos superiores
e inferiores no puedan tener puntos comunes.

Obsérvese que las restricciones impuestas a las funciones admisibles hacen que el
extremo del funcional pueda no ser “algebraicamente interior”, en el sentido de que
puede constar de unos arcos que no admiten variaciones bilaterales (arcos fronterizos)

y de otros que satisfagan la ecuacién de Euler (arcos interiores).

Notemos que en el conjunto ©; también se pueden considerar restricciones téc-
nicas del tipo H(t, z(t), 2/ (t)) < Hmax. Todos los desarrollos tedricos que se realizan a
continuacién seguiran teniendo validez, sin mas que tomar la funcién min { Hysx, Pi(t)}
como limite superior para H(t, z(t), 2’(t)) en cualquier instante.

En [72], Grau realizé un estudio de este problema IIj. Destacamos los siguientes
resultados:

* El cardcter no vacio del conjunto de funciones admisibles® garantiza la exis-
tencia de solucién del problema.

Teorema Si V7 € [0,7] , IM; tal que

H(t,q(t),qd'(t)) < Py(t) en [0,7} = ¢'(t) < M, en [0,7},

entonces:
i) La ecuacion diferencial H(t,z(t),2'(t)) — Py(t) = 0, con z(0) =0,
tiene solucion unica en [0,T].

%Se ha supuesto la acotacién uniforme de las derivadas de las funciones admisibles.
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i1) Si denominamos w(t) a la solucion de la ecuacion anterior y hace-
mos’ ¢ = w(T), entonces

Vb € [0,4] el problema IIy, tiene solucidn.

* La solucién del problema carece de puntos angulares.

Teorema Si g es solucidn del problema 1y, entonces

g€ C[0,T]

En [13] Bay6n y otros establecen las condiciones necesarias de existencia de
extremo del problema II;,. También en [17] Bayén y otros se aborda este problema
mediante técnicas de célculo variacional. En ambos trabajos se hace necesaria la
introduccioén del concepto de influencia débil del volumen para la demostracién del
teorema que proporciona esta condicion.

Definicién Diremos que en un problema 11 el volumen influye dé-
bilmente si Yg admisible, Vh € al[O,T] y Vt1,ty € [0,T] verificando:

i) H(t, g(t),g'(t)) = Pa(t) en [ty,to]

it) h(0) =h(T) =0

’i’i’i) h/(t) <0, Vte (tl,tg)

e’ > 0 tal que Ve € [0, y Yt € [t1,t2]

H(t, g(t) +eh(t), g'(t) + el (t)) < Pa(t).

Teorema Sea ¥,(x) la funcion en [0,T] definida por

¥, = [ " La(t,q(0).4(®)dt — Lo (2, q(x),q (z)

Si q es solucion del problema Iy en el que el volumen influye débilmente,
entonces AK > 0 tal que:

i) Si ¢'(t) A0y H(t,q(t),q'(t)) # Pa(t) (t no es punto fronterizo)

¥, (t) = K.

"¢ representa, el volumen de agua que consumiria la central hidraulica si generara toda la potencia
demandada sin intervencién de la térmica.
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ii) Si ¢'(t) =0

¥,(t) < K.
iii) Si H(t,q(t),q'(t)) = Pa(t)

¥,(t) > K.

En el primero de los trabajos, [13], los autores, utilizando técnicas de control
o6ptimo, supusieron para simplificar el problema que

H(t,b,2'(t)) < H(t, 2(t),2'(t)) < H(t,0,2'(t)), Vz€ 6y

y, asumiendo que
H(t,b,2')~ H(t,z,2") ~ H(t,0,2),

se sustituyé la restriccién
0< Ht,2(t),7'(t) < Pa(t)
por otras del tipo
0 < H(t,b,2'(t)); H(¢,0,2'(t) < Py(t).

El tratamiento matemadtico de estas tltimas restricciones es mas sencillo que el de
las anteriores, lo que facilité la obtencién de una solucién aproximada del problema.

En el segundo de los trabajos, [17], el problema se aborda mediante técnicas de
célculo variacional, haciendo uso de una sucesién convergente de funciones { f,(t)}
uniformemente acotadas e integrables en el sentido de Riemann, Vn, junto con la
influencia débil del volumen para garantizar la existencia de la derivada direccional
6F(q; fm)-

Nuestro propdsito es considerar el problema original, II, y tratar de obtener
su solucién considerando las restricciones originales, sin simplificaciones de ningin
tipo, y sin necesidad de recurrir al concepto de influencia débil del volumen.

4.2.1. Nuevo planteamiento en términos de control 6ptimo

Las cuestiones antes mencionadas nos impulsaron a plantear el problema Il en
términos de control éptimo en tiempo continuo, con el funcional de tipo Lagrange,
para establecer las condiciones necesarias de extremo y utilizar el Principio del Mi-
nimo de Pontryagin para su demostracion.

En nuestro problema IIj, consideraremos que z(t) es la variable de estado y
u(t) = H (t, 2(t),2'(t)) la variable de control. Ademds como H, > 0, la ecuacién
u(t) — H(t,2(t),2'(t)) = 0 permite definir en forma implicita la funcién
2 = f(t, 2(t),u(t)) (ecuacién de estado). Asi, el problema IT, en términos de control
6ptimo se puede expresar como sigue:

T
min / L(t, 2(8), u())dt con 4 =(0
u(t) Jo
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con L de la forma
L(t, 2(t), u(t)) = W (Fa(t) — u(t)).
Considerando la diferencial de las relaciones w(t) — H (t,2(t),2'(t)) = 0 y
2 = f(t, 2(t),u(t)) se obtiene:
du — Hy (¢, 2(t), 2'(t)) dt — H, (t,2(t),2'(t)) dz — H (t,2(t),2'(¢)) d2’ =0
de donde,
1 Hy (t,2(t),2'(t)) H, (t,2(t),7(t))
dz = du — - - dt — - - d
CTH20.70) Ho2(0,70)  Ho(20,70)
y de la segunda ecuacién
dz' = fu(t,z(t),u(t))du + fi(t, 2(t), u(t))dt + f.(t, 2(t),u(t))dz,
por la invarianza de la diferencial, se obtiene ficilmente que
H, (t,2(t),2'(t)) 1
z tu t ’ t)) =— ; u tu t ) t)) = 1
R R (OO A RITE OO
Previamente a la determinacién de las condiciones necesarias de optimalidad
para nuestro problema II;, obtenemos una expresién, que emplearemos en dichas
condiciones, en los términos siguientes:

Si z satisface la ecuacién de Euler para el funcional F, tenemos que, V¢ € [0,7],
se cumple dicha ecuacién

L.(t, z(t), 2 (t)) — % (L (t,2(t),2'(¢)) =0

Con las suposiciones realizadas se verifica que L,/(t,2(t),2'(t)) < 0, Vt. Divi-
diendo la ecuacién anterior por L,/ (t, z(t), 2'(t)), integrando, y teniendo en cuenta
que

obtenemos

t /
H.(s,2(s), 2'(5))
—L(t,2(t), 2 (t))- — SR ds| = —L,(0,2(0),2(0)) = K € RT
(0.2 0)ex |- [ FEEEDT ] — 1050, 0)
Se denota esta relacién como ecuacién de coordinacién para z(t), y la
constante positiva K como constante de coordinacién de la extremal.

Definicién 4.1 Llamaremos funcion de coordinacion de q € Oy la funcion en [0,T],
definida de la manera siguiente:

* H(5,q(5).4(5))
Yo (t) = —L.(t,q(t),qd (t)) - exp [—/ = - ds
! - o H(s,q(s),q(s))

Veamos a continuacién un resultado fundamental, que nos permite caracterizar
las extremales del problema y que, ademds, va a ser la base para elaborar el algoritmo
de optimizacién que permita la determinacién de la solucién éptima del sistema
hidrotérmico.
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4.3. CONDICIONES NECESARIAS DE MINIMO

Teorema 4.1 (Primer teorema de coordinacion) Si q € C' es una solucion del
problema 11y, entonces K € RT tal que

i) St 0 < H(t,q(t),q(t )) < Py(t) (t no es un punto fronterizo) = Y,(t) = K.
i) Si H(t,q(t),q'(t) = Fa(t) = Yq(t) > K.
i) Si H(t,q(t),q/(t)) = 0 = Y,(t) < K.

Demostracién. Denotaremos por uqp: €l control éptimo que, en nuestro caso,
es la funcién de generacion hidrdulica efectiva H (t, z(t), 2'(t)), y por ¢(t) el estado
6ptimo. Sea H el Hamiltoniano asociado al problema

H(tv Z(t)7 u(t)7 A(t)) = \IJ(Pd(t) - u(t)) + )‘(t) ' f(tv Z(t)7 u(t))

En virtud del Principio de Pontryagin, existe una funcién A, (t) (variable de
coestado) C! que satisface las dos condiciones siguientes:

1) Xpt) = - P A oD A @) _ )1, g(0) )

i) (2, q(8), wopt(£), Aopt (£)) < HL(, q(1), u(?), Aope(2)); Vult) / 0 < uft) < Pa(t)

De la primera condicién se sigue que

A;pt( )
Aopt ()

e integrando entre 0 y t, obtenemos

= _fZ(tv q(t)v uOPt(t))

t
Aopt(t) - )‘opt(o) - exXp [_/O fz(sa Q(S)7uopt(3))d5
De (ii) se sigue que para cada t, uep(t) minimiza la funcién

G(u) = U(Py(t) — u(t)) + Aopt(t) - f(t,q(t), u(t))
en el conjunto  {u(t) / 0 < wu(t) < Py(t)}.

Entonces, de acuerdo con el teorema de Kuhn-Tucker, para cada t existen dos
nimeros reales no negativos, a y 3, tales que uopt (t) es un punto critico de

G*(u) = W(Pa(t) —u(t)) + Aopt(t) - f (¢ q(t), u(t)) + - (—u(t)) + B - (u(t) — Fa(t))

verificindose que:
- Si H(t,q(t),¢'(t)) > 0, entonces a = 0.
- Si H(t,q(t),q'(t)) — Py(t) < 0, entonces 8 = 0.

Evaluando G* en uqp(t), por ser punto critico, tenemos que:

G (topt (t)) = =W (Pa(t) — ttopt (t)) + Aopt (t) - fu(t, a(t), topt(t)) — v+ B = 0.
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Analizamos los distintos casos que se pueden presentar:

I) Si0 < ugp(t) =H(t,q(t),q'(t)) < Pyi(t), entonces a = 5 = 0.
En este caso,

W' (Pa(t) = uopt(t)) = Aopt () - fult, q(t), uopt(t))
Sustituyendo Aopt(t) por su valor
Do) = dps0) x| [ 1.(5.0(5) p(9) ).

se obtiene

U (Py(t) — topt () = fu(t, q(t), uopt(t)) - Aopt(0) - exp [— /0 fz(s,Q(S)»uopt(S))dS} :

de donde

U (Py(t) — uopt
fu<t7 q(t)7 Uopt(

D x| [ Felssa(5) e (61)s | = A,

Teniendo en cuenta (1),

W' (Pa(t) — uopt(t))
fult, q(t), uopt(t))

se cumple

= \P/(Pd(t) - uopt(t)) : Hz’ (tv Q(t)v q/(t)) = _Lz’ (ta Q(t)v q/(t)) ’

=
—~
w0
Q
—~
V)

). d(s) , ] _ B
Ho(sa(s). g () ] = om0 = Yol = K

Lottt 0) e |- [

IT) Si wopt(t) = H(t,q(t),q'(t)) = Py(t), entonces 5> 0y a = 0.
En este caso

W (Palt) = topn (1)) + Napt(®) - Fults a(8), wopu(8)) + 6 =0,
v al ser 8 > 0, obtenemos que

W (Palt) = topt(8)) + Aapt() - ults 8), topa(8)) < 0
@Gﬁﬂ—wm®)Zh@MQWW@DWwﬂnﬁm{—AvX&ﬁﬂww@D%

y, por ser f, > 0,

W' (Pa(t) — uopt(t)
fu (t’ Q(t)7 Uopt (t))

%@MMM@%mMsz
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De nuevo, acudiendo a (1),

W'(Pa(t) — vopt(t))
fU(t7 q(t)7 Uopt (t))

se deduce

= \Ij/(Pd(t) - uopt(t)) : Hz' (t, Q(t)a q,(t)) = _Lz' (t, Q(t)a q/(t)) ’

Yq(t) > K

III) Si wepe(t) = H(t,q(t),¢'(t)) =0, entonces a > 0y 8 =0.
En este caso

— W (Pa(t) = uopt(t)) + Aopt () - fult, a(t), uopt(t)) —a =0

Y razonando de forma analoga, tenemos que Y, (t) < K.
|
Este resultado va a ser la base para resolver los problemas variacionales con
restricciones.

4.3.1. Construccion de la solucion

A partir del teorema 4.1 podemos proceder a la busqueda del minimo del fun-
cional mediante la construccion de las extremales qx . En ausencia de restricciones
para las funciones admisibles, podria lograrse mediante, por ejemplo, el método de
tiro; téngase en cuenta que se trataria de resolver la ecuacién de Euler del funcional
con las condiciones de contorno z(0) = 0 y z(7T) = b. En nuestro caso usaremos
la misma idea, sélo que en lugar de considerar la variacién de la condicién inicial
para la derivada, que ahora no tiene sentido, tomaremos la variacién de la constante
K. Se tratard de construir, para cada K, una funcién qx que satisfaga la condi-
cién inicial gx (0) = 0 y las condiciones del teorema fundamental de coordinacién
y, de entre las qx obtenidas, seleccionar aquella que es admisible (que satisfaga la
segunda condicién de contorno gx (1) = b).

Para la construccién de la solucién utilizaremos la ecuaciéon de coordinacion,
vt €[0,T]

,2'(s))

Consideremos caudal nulo en el instante inicial ¢ = 0 para que la central no genere
potencia: H(0,0,0) = 0 y denotemos por M el caudal necesario en el instante inicial
t = 0 para satisfacer la central hidraulica toda la potencia demandada, es decir,
H(0,0, M) = P4(0). Denotemos también por

—La(t, 2(t), 2 (t)) - exp [_/0 gz((i i@) S| < -1, (0,2(0),2'(0)) = K € RY

Ky =—L(0,0,0) vy Ky =—L, (0,0, M)

las constantes de coordinacién respectivas para esos caudales iniciales.
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Observemos que Vz € (0, M) (con la hipétesis L,,(t, z,2’) > 0) tenemos que
Ky < —LZI(O,O,:L‘) < Ky

La construccion de gx se realiza en diferentes pasos, formando y concatenando
arcos de extremal fronterizos (o la central hidrdulica o la central térmica genera
toda la potencia demandada) y arcos interiores (la potencia demandada es generada
conjuntamente por ambas centrales).

Procederemos de la manera siguiente:

1 ETAPA) Para cada K, construimos gx mediante la concatenacién de arcos
de extremal:

Primer arco] Dada K, distinguimos los siguientes casos:

i) Si K > K,,, tomaremos ¢k (t) = w(t), la solucién de la ecuacién diferencial
H(t,w(t),w'(t)) =0 con w(0) = 0 en el intervalo maximal [0,¢1], donde V¢ € [0, ¢1]
se verifica que

(5),/(5))
(5), ()

En este caso, la central térmica genera toda la potencia demandada en [0, ¢1].

t S,w
K >Y,(t) = _Lz’(tvw(t)’w/(t)) FEP [_A I{:’I:’((S’ w

ii) Si K < Ky, tomaremos gk (t) = w(t), la solucién de la ecuacién diferencial
H(t,w(t),w'(t)) = Py(t) con w(0) = 0 en el intervalo maximal [0, 1], donde V¢ €
[0,¢1] se verifica que

/
W)
,w'(s))
En este caso, la central hidrdulica genera toda la potencia demandada en el
intervalo [0, t1].

K < Yalt) = ~Lultlt) ! (0) oxp |- [ FE

i) Ky < K < Ky, (3z tal que K = —L,/(0,0,z)). Ahora gk serd el arco de
extremal interior (con ¢x(0) = 0) que satisface la ecuacién de Euler en su dominio
maximal [0, 1] y, por tanto, la ecuacién de coordinacién

K =Yg, (t).
Arco i-ésimo] Caben dos posibilidades:

A) Si gx tiene un arco interior en [t;_1,t;], podemos distinguir, a su vez, dos
casos:

i) Si H(ti, gk (ti), ¢ (ti)) = 0, consideraremos el intervalo maximal [t;, t;11], que
verifica que Vt € [t;,tiy1]

(), q

K
(s),

K2 Lt O)ew |- [ gEatiCa it . - [ ot

(s (s),0(5))
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siendo w(t) una solucién de la ecuacién diferencial
H(t,w(t),w' (t)) = 0 con w(t;) = qr (t;).
En este caso, tomaremos qx (t) = w(t), Vt € [t;, tit1].

i) Si H(t;, qx(ti), ¢ (ti)) = Pa(t;), consideraremos el intervalo maximal [t;, t;41]
que verifica que Vt € [t;, ;1]

S, qK (s s 5 ) /(5))
K < —-L.(t, d - d
- (tw(t),w eXp[/quKs (s) ° /H s,’(s))s
siendo w(t) una solucién de la ecuacién diferencial

H(t,w(t),w' (t)) = Py(t) con w(t;) = qi (t;).

En este caso, tomaremos qx (t) = w(t), Vt € [t;, tit1].

B) Si [ti—1, ti] es intervalo fronterizo, consideraremos el intervalo maximal [¢;, t;11],
que verifica que Vt € [t;, t;11]

K= —L(tw(t),w exp[ / H ‘z () d - / HZ/ ) /,(é))))ds

siendo w(t) un arco interior de la extremal, con w(t;) = qx(t;), que satisface la
ecuacion de Euler en su dominio maximal [¢;,¢;41] y, por tanto, satisface la ecuacién
de coordinacién. Ahora, tomaremos qx (t) = w(t), Vt € [t;, tit1].

2% ETAPA) Elegimos K de tal forma que gx € Oy :
Consideramos la funcién ¢(K) := qx(T") y calculamos la raiz de ¢p(K) —b = 0,
célculo que podemos realizar de forma aproximada a través de métodos elementales.

4.3.2. Calculo aproximado de la solucién

Este proceso se puede implementar de forma sencilla con el uso de una versién
discretizada de las ecuaciones del teorema 4.1 en los instantes t; = T - j/n, con
7=0,1,...,n—1.

Para la construccién computacional de g utilizaremos, segiin los casos, las ecua-
ciones discretizadas siguientes en los instantes ¢; :

Si 0 < Hitj,q(t;), ¢(1))) < Palt;)

1

—Li(tj,2(t;), 2 (t;)) - exp

T8 H (20, 2(1) ]
n 2 Ha(t, <mme‘K

Si H(tj,q(t;),q (t;)) = Pa(t;)

—L(t),2(t;), 2 (t;)) - exp | —
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Si H(tj7Q(tj)7q,(tj)) =0

1
J Z tZ; l ) ,(tl))

_L,t-’zt,zlt * €Xp
z(] (J) ( nlo z’ 17/(ti))

El algoritmo que proponemos se basa en la construccién, para cada K, de una
sucesion doble (gx (%), ¢ (ti)) definida por recurrencia de la manera siguiente:

i) ¢x(0) = 0 (volumen inicial).
ii) ¢ (0) (caudal inicial) que determinaremos en funcién de los casos siguientes:
a) Si K > K,,, estamos en una zona de parada de la central hidraulica y
tomaremos ¢y (0) = 0.
b) Si K < K entonces determinaremos ¢ (0) tal que se verifique la ecuacién:

H(07 0, q/K(O)) = Pd(o)

c) Si Ky < K < K, entonces determinaremos ¢ (0) tal que se verifique la
ecuacion:
K = —L.(0,0, g5 (0)).
iii) i (t;) = g (tim1)+ Lq)(tim1) (acumulador de caudales®).

iv) Si existe X tal que se verifica

K = =L (tj,qr (t;), ¢k (t;)) - exp

tomamos un ¢y (t;) = X.
Si por el contrario no se verifica la igualdad anterior, caben dos posibilidades:
1%) Se verifica que

K>_Lz(]7QK(t) QK(t - €Xp

- /

n i—0 z’ QOK qK(tz))

T”Z1 H.(ti, qxe (t q;<<ti>>]

en cuyo caso tomaremos ¢ (t;) como aquel que satisface la siguiente igualdad:

H(tj, qr (t), g (t5)) = 0

2%) Se verifica que

n = H.i(ti, qx (ti), qi (ti))

K < —La(tj,qx(t;), 4k (t;)) - exp

T3 H.(ti, qxe (¢ q’K(ta)]

en cuyo caso tomaremos ¢ (t;) como aquel que satisface la siguiente igualdad:

H(t,qx(t;), 4k (t;)) = Pa(t;)

8Esto revela que el método de resolucién propuesto es de tipo Euler.
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Nétese que en los instantes donde los valores obtenidos para z y 2z’ violen las
restricciones, se impondra a la solucién gx mantenerse en la frontera hasta que se
den las condiciones (establecidas en el teorema fundamental de coordinacién) para
su abandono.

Observacion 4 En los arcos fronterizos de tipo H(t,q(t),q'(t)) = 0 la condicién

Yq(t) = =L (t, qx (1), 4 () eXP[ / R i qK((S)))J <K

es equivalente a la no existencia de solucion, X, en el instante t de la ecuacion

Lt qr(t), X exp{ /H (5) /<8))]—K

siendo X la incdgnita.

No hay més que tener en cuenta el cardcter estrictamente creciente de L, con
respecto a 2’ : si H(t,qx(t),qx(t)) = 0y H(t,qrx(t),X) > 0, necesariamente

¢ (t) < X y, en consecuencia,
Lz’(ta QK(t)7 X) > Lz'(tv QK(t)> q,K(t))

Observacién 5 En los arcos fronterizos de tipo H(t,q(t),q (t)) = Py(t), la condi-
cion

() = ~Lolt a0 i(0) - oxp [ [ FEILALR] g

es equivalente a la no existencia de solucidon, X, en el instante t de la ecuacion

][ Bt

cumpliéndose, ademdas, que H(t,qx (t), X) < Py(t).

Efectivamente, si H(t, qx (), ¢) (t)) = Pa(t) vy H(t, qx(t), X) < Py(t), necesaria-

mente ¢ (t) > X y, en consecuencia,

Lz’(tv QK(t)7 X) < Lz’(tv QK(t)a q/K(t))
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4.4. EL PROBLEMA DE BOLZA

El estudio realizado hasta ahora se ha centrado en la minimizacién del consumo
de combustible de las centrales térmicas para un determinado volumen de agua
disponible en la central hidrdulica. Con este planteamiento, el agua aparece como
un recurso del que se dispone sin que su valor constituya elemento significativo en
el problema. Es natural, sin embargo, plantear el problema de tal modo que el coste
de produccién de energia de los sistemas hidrotérmicos no dependa exclusivamente
del consumo de combustible de las centrales térmicas sino también del volumen de
agua turbinada. Este problema resulta ser mds real, pues el agua del embalse, en
muchas centrales hidrdulicas, también es utilizada para otros usos: regadio, consumo
doméstico, etc. Asi, tiene sentido una solucién que consista en no gastar el mdximo
de agua disponible en el embalse en el intervalo de optimizacién [0,7]. En estas
condiciones, si denotamos por S la funcién que determina el costo del agua utilizada,
tendremos el problema de Bolza descrito en el apartado 2.3.2 del capitulo 2.

En la seccién anterior se han estudiado las condiciones necesarias de optimalidad
que proporciona el Principio del Minimo de Pontryagin para el problema de control
6ptimo, considerando que los instantes inicial 0 y final T estdn fijados de antemano
y que el estado del sistema en estos instantes viene dado por: z(0) =0, 2(7") = b.

En este momento nos proponemos trasladar las técnicas utilizadas y los resulta-
dos obtenidos en el problema anterior de volumen final fijo al caso en que el instante
final T" estd fijado y el estado final esté acotado superiormente: z(7") < b.

Recordamos que sigue presente la restriccion 0 < H (t,2(t),2'(t)) < Py(t).
Hemos, por tanto, planteado el problema de minimizar el funcional:

T
Plz) = /0 L(t, (), #(£))dt + S[=(T)]
dentro del conjunto
O={zeCH0,T] / 2(0)=0, 2(T) < b,0< H(t z(t),2(t)) < Py(t)}.

Presentamos el problema en términos de control éptimo para realizar un es-
tudio andlogo al de la seccién anterior. Sea z(t) la variable de estado, u(t) =
H (t,2(t),2'(t)) la variable de control, y 2’ = f(t,2(t),u(t)) la ecuacién de estado.
El problema de control éptimo planteado es entonces:

T
min / L(t, (), u())dt + S[=(T)] con  { 2(0) =0, =(T)<
u(t) Jo )

siendo
L(t, 2(t),u(t)) = W (Pa(t) — u(?))

Establecemos, a continuacién, las condiciones necesarias de existencia de extremo
del funcional, utilizando el Principio del Minimo de Pontryagin para la demostracién
de este teorema.
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4.4.1. Condicién necesaria de minimo

Teorema 4.2 (Sequndo teorema de coordinacion) Si q € C' es una solucion del
problema de Bolza antes descrito, entonces 3K € RT tal que

i) Si 0 < H(t,q(t),q(t ))<Pd()(t no es punto frontera) = Y, (t) = K
i) Si H(t,q(t),q (1) = Pa(t) = Yq(t) = K
iit) Si H(t,q(t),q'(t)) =0 = Y,(t) < K

’ Sl(T)]  —Y,(T)

0z . Lz’ (T7 q(T)7 q/(T))

K>

Demostracién.

La demostracion de 1), ii) y iii) es la del teorema 4.1 (primer teorema de coordi-
nacioén) para el problema hidrotérmico generalizado con restricciones.

La aplicacién del Principio del Minimo de Pontryagin a este problema de Bolza,
nos conduce a que la funcién A,y (variable de coestado) satisface:

Nylt) = - S A Vo @ Aepr®) ) £ (8, (8, e (1)

con la condicién final

051a(T)] _

A1) = =L 20 (=

De la primera ecuacién se sigue que

o) = D (0) -5 [~ [ (5s0(5) 1) 5]

y sustituyendo en la condicién final

T
Aopt (0) - exp [—/0 fz(57q(5)auopt(8))d8:| B 85[;2T)] >0

de donde se obtiene

K = Mope(0) > 22140)] 35 [/ Fo(5,(5), tope(s))ds ] _

05[ ( ) ()
9z L. (T, q(T), ¢ (T))

|

Este teorema nos permite caracterizar las extremales del problema y, ademas,

constituye la base para la elaboracién del algoritmo que resuelve el problema hidrotér-

mico de Bolza de un modo conceptualmente similar al del problema hidrotérmico
generalizado con restricciones.
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4.4.2. Construccion de la solucion

Desde el punto de vista computacional, la construccién de la solucién se realiza
de forma andloga al caso del problema anterior (sin coste del agua).

La primera etapa serd andloga a la que se desarroll6 en la seccién precedente:

1¢ ETAPA) Para cada K, construimos una funcién g que satisfaga la condicién
inicial gx(0) = 0 y las condiciones (i), (ii) y (iii) del teorema de coordinacién 4.2.
La construccion se llevard a cabo mediante la concatenacién de arcos de extremal
(interiores: 0 < H(t,qx (1), q)(t)) < Py(t) y frontera: H(t, qx(t), ¢k (t)) = Pa(t) o
H(t,qk(t), ¢k (t)) = 0) hasta completar el intervalo [0,T]. Para ello, recurriremos a
una version discretizada de las ecuaciones del teorema 4.2.

2% ETAPA) Variando la constante de coordinacién K, buscaremos la extremal
que satisfaga, en el instante final T', la relacién
0S[q(T)] —Yy(T)

K L))

y la segunda condicién de contorno z(T") < b.

En primer lugar, determinamos el valor de K cuya extremal asociada satisfaga
g (T') = b. Para ello, consideramos la funcién ¢(K) := qx(T) y calculamos de
forma aproximada la raiz de p(K) — b = 0, célculo que podemos realizar a través de
métodos elementales.

Si se cumple la relacién

0Slax(T)] — Yy, (T)
0z LT, qx(T), q5(T))
entonces gx (t) es la solucién 6ptima y se consume toda el agua disponible, b.

Si la K hallada no verifica la citada relacién, se busca el valor de K tal que se
cumpla la igualdad

K >

9Slgx (T)] — Yy, (T)
0z LT, qre(T), 4 (T))

siendo la funcién g (t) asociada la solucién 6ptima y, en este caso, el volumen final
6ptimo consumido resulta ser menor que el disponible, esto es, gx (T') < b.

K =

4.5. EJEMPLO

Hemos elaborado un programa con el paquete Mathematica que nos permite
obtener, de forma simple, la solucién del problema hidrotérmico planteado teniendo
en cuenta el teorema 4.2.

Mostramos su aplicacién al problema de optimizacién de un sistema hidrotérmico
que consta de las centrales térmicas de la red Asturiana senaladas en el ejemplo 3.1
del capitulo 3 y una central hidraulica.
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Tomaremos como modelo de coste de combustible de la térmica equivalente,
Y (z), el modelo, desarrollado en el apartado (c) del ejemplo 3.1, que incorpora pér-
didas de transmisién del sistema y restricciones de potencia (minimas y méximas).

Consideraremos un modelo de central hidraulica de carga variable, por lo que la
potencia de generacién activa Pj, de la central hidraulica estd dada por

Py(t) = A(t)Z'(t) — B2/ (t)z(t).
Asi, la funcién de generacion hidraulica efectiva es
H(t) = Py(t) — bu (P(t))?
donde A(t), y B son los coeficientes

1 B

A(t) = =By(So+t-i); B=-

()= ZBy(So+1-0); B="

En los modelos de carga variable, el término —B - 2/(t) - z(t) representa la in-

fluencia negativa del volumen de agua consumido, reflejando el hecho de que a menos

agua consumida, mds alta es la efectividad de la central. Representamos en la tabla
siguiente los datos relativos a la central hidrdulica

Tabla I: Datos de la central hidraulica.

Eficiencia G: 519840
Restriccién de volumen b: 1,1-107
Flujo natural de agua i: 1,332 - 10°
Coeficiente de pérdidas by;: 0,000166
Volumen inicial Sp: 239,5 - 10°
Coeficiente By: 434,079 - 1077
Potencia méxima P4, 120

Las unidades de los coeficientes son: la eficiencia G en (m*/h.Mw), la restriccién
de volumen b en (m?), el coeficiente de pérdidas by en (1/Mw), el flujo natural de
agua i en (m3/h), el volumen inicial Sy en (m?) y el pardmetro que depende de la
geometria del depdsito que es el coeficiente By, en (m~2).

Consideraremos el problema de coordinacién hidrotérmica a corto plazo en un
intervalo de optimizacién [0, 24] con una discretizacién de 96 subintervalos.

Planteamos, en primer lugar, el problema en el que el costo de produccién de-
pende exclusivamente del consumo de combustible de las centrales térmicas (repre-
sentadas por su equivalente) y, a continuacién, tomando el mismo sistema hidrotér-
mico asignaremos diferentes valores al costo del agua consumida para ver el compor-
tamiento de la central hidraulica. Compararemos, finalmente, los resultados obtenidos.

Mostramos en la Fig. 4.1 la grdfica de la potencia demandada y la potencia
6ptima de la térmica equivalente y en la Fig. 4.2 la potencia éptima de la central
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hidraulica en el problema sin costo del agua.

P(Mw)
1600

1400

1200 P4

1000 te

| | | t(h)
6 12 18 2

800

Figura 4.1. Potencia demandada P;(t) y potencia térmica 6ptima Py (t).

Ph(Mw)

120
100 |
80
60
401
! t(h)
6 12 18 24

Figura 4.2. Potencia Hidraulica Optima.

Como se puede observar en la Fig. 4.2, la potencia generada por la central
hidrdulica respeta el lfmite de generacién impuesto y presenta un intervalo en el
que se apaga, coincidiendo con el valle de la potencia demandada.

Consideraremos ahora un modelo lineal para el costo asociado al agua

Slz(T)] =v-2(T)

donde v es el factor de conversién del agua que cuantifica las unidades de (m?) a
(€). En este ejemplo, presentamos tres casos: (a) v = 0,00375, (b) v = 0,00475 y
(c) v = 0,00515. El factor de conversién no pretende ser el costo real del agua por
m3 consumido (como es el aplicado por urbanismo, consumo industrial o de riego)
pues el agua turbinada por una central hidrdulica ni se contamina ni se pierde.
Este factor simplemente pretende ser similar al factor de penalizacién asignado a la
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contaminacién producida por las centrales térmicas, para asegurar una cierta reserva

de agua. Asi, consideramos que el agua continia fluyendo aguas abajo y puede ser

usada para los consumos antes mencionados (urbano, industrial y de riego).
Mostramos en la Fig. 4.3 la grafica de la potencia éptima de la hidrdulica en

cada uno de los casos presentados.

Ph(Mw)

120 T

100 |

P (Mw)

120 |
100 |
80[
60/

Ph(Mw)

60 |
40:

20

80 f
60
401

20}

401
20t

Caso (a)

t(h)

Caso (b)

t(h)

t(h)

6 12 18 24

Figura 4.3. Potencia Hidraulica Optima.
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Como se puede observar en la Fig. 4.3, la potencia generada por la central
hidraulica disminuye cuando el costo asignado al agua consumida aumenta (casos
(b) ¥ (c)). De hecho, en el primer caso la central hidrdulica se comporta exactamente
igual que el caso libre (sin costo del agua) consume todo el agua disponible, mientras
que en el caso (b) consume 9,02803 10 m3 y en el (c) consume 1,90879 10°m3 | de
los 11 10% m? disponibles.

En la siguiente tabla mostramos el incremento del costo cuando se valora el agua
consumida por la central hidraulica:

Tabla II. Costo de la solucién 6ptima.

Libre Caso (a) Caso (b) Caso (c)
Costo térmico | 910045,95€ | 910045, 95€ | 919222, 44€ | 954353, 65€
Costo agua 41250, 0€ 42883, 16€ 9830, 28€
Costo total | 910045,95€ | 951295,95€ | 962105,6€ | 964183, 93€

El algoritmo muestra una rapida convergencia a la solucién éptima. En este
ejemplo, son suficientes 5 iteraciones para obtener un error menor que 107! en el
volumen de agua consumido por la central hidrdulica para el caso (a). En los casos
(b) y (c) se necesitan 6 y 9 iteraciones respectivamente para obtener un error menor
que el propuesto inicialmente (1071%) en la condicién de transversalidad. En la Fig.
4.4 se muestra la variacién del error relativo en valor absoluto.

Tol.
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Iter.

Caso (a)



4. CONTROL OPTIMO. PROBLEMA DE BOLZA
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Figura 4.4. Convergencia a la Solucién Optima.



Capitulo 5

PROBLEMAS CON
LAGRANGIANO NO
REGULAR.

CENTRALES DE BOMBEO

5.1. INTRODUCCION

En el tercer capitulo se realizaron una serie de consideraciones que permitieron
replantear el problema cldsico de optimizacién hidrotérmica, presentdndolo como
un problema variacional sin ligaduras. En este capitulo, planteamos el estudio de
sistemas hidrotérmicos que constan de centrales hidraulicas de bombeo.

En los iltimos tiempos, distintos trabajos se han dedicado al estudio de este
problema y son muy diversas las técnicas empleadas en su resolucién. Senalamos
algunos trabajos a continuacién.

Guan y otros [73] presentan un algoritmo basado en técnicas de relajacién la-
grangiana. Descomponen el subproblema hidrdaulico con centrales de bombeo por
horas. Para evitar oscilaciones en la solucién, aproximan de forma cuadrética la
funcién de generacién de estas centrales y determinan su comportamiento éptimo
minimizando una funcién de una variable.

Allan y otros [1], [2], utilizan la simulacién secuencial de Monte-Carlo para
el problema con restricciones del flujo de carga. Prestan especial atencién a la
coordinacién entre las unidades térmicas y las hidraulicas, apareciendo centrales
de bombeo con limitacién de energfa en sus simulaciones. Hannett y otros [76] tra-
bajan con un modelo de simulacién dindmica, mientras que Puntel y otros [117]
utilizan una aproximacién probabilistica y Hongwei y otros [78] desarrollan un
nuevo método en el que combinan programacién dindmica, algoritmos genéticos y
técnicas de optimizacién hibridas.

66
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La mayoria de estas técnicas de resolucion (relajaciéon lagrangiana, programacion
lineal, dindmica,...) son empleadas para, combinadas con otros métodos de anélisis,
reducir la complejidad matematica del problema y obtener la solucién mediante
un algoritmo de convergencia. Lo que se busca con ellas es que el modelo refleje
la realidad del sistema; demasiadas simplificaciones o malas modelizaciones pueden
conducir a soluciones rdpidas pero imprecisas. Nos interesa que el algoritmo emplea-
do reduzca la posibilidad de estancamiento en un minimo local, que converja con
rapidez y resulte eficaz cuando hay muchas variables.

Nuestro propésito es estudiar, desde un punto de vista tedrico, los sistemas
hidrotérmicos que constan de centrales de bombeo, lo cual hace que el lagrangiano
del funcional no sea C! respecto del caudal. Buscamos garantizar condiciones de
existencia de solucién y aportar un algoritmo que nos permita, independientemente
del nimero de centrales y del modelo de generacién-bombeo de las mismas, obtener
la solucioén.

En este capitulo, planteamos el estudio de sistemas hidrotérmicos que constan de
una unica central hidrdulica de bombeo. En estos problemas, la derivada de H con
respecto a z’ (H,/) presenta una discontinuidad en z’ = 0 que es la frontera entre
la zona de generaciéon de potencia (valores positivos de z’) y la zona de bombeo
(valores negativos de z’). Por tanto, nos encontramos en una situacién en la que el
integrando del funcional es continuo pero no de clase C' con respecto a z’.

Para localizar el minimo de nuestro funcional hemos optado, en primer lugar,
por la utilizaciéon de técnicas del andlisis no diferenciable. En concreto, del gradi-
ente generalizado o gradiente de Clarke, obteniendo una condicién necesaria para la
existencia de minimo. El estudio se realiza en primer lugar con caracter general, sin
imponer mds restricciones a las funciones admisibles que su pertenencia a 61[0, T]
y las ya establecidas restricciones de volumen disponible. En segundo lugar, se con-
sidera el caso en que imponemos, ademds, restricciones naturales de generacién y
bombeo a la central hidriulica.

A continuacion, presentaremos un estudio, desde el punto de vista del cdlculo
variacional, para el caso particular en el que el funcional, con lagrangiano, no C*
respecto de 2/, sea convexo y no dependiente de z, obteniendo una condicién su-
ficiente de minimo. Aplicaremos los teoremas desarrollados en este apartado a un
problema hidrotérmico, obteniendo algunos resultados especificos para el mismo.

Seguidamente nos planteamos la generalizacién de uno de estos resultados. Demos-
traremos que la discontinuidad de la derivada del integrando no se traduce en dis-
continuidad de la derivada para las extremales. De hecho, veremos que la derivada
de todo extremo presenta un intervalo de constancia cuando éste toma el valor para
el cual se presenta la discontinuidad de la derivada del integrando.

Por tltimo, construimos un algoritmo, implementado con el programa Mathe-
matica que resuelve de forma simple el problema y, como ejemplo de su aplicacién
practica, mostramos la resolucién de un problema real de optimizacién hidrotérmica
con una central hidrdulica de bombeo.

El trabajo desarrollado en este capitulo ha dado lugar a dos publicaciones, [18] y
[23] de Bayon y otros, a las cuales haremos referencia en la seccién correspondiente.
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5.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Planteamos, a continuacién, el problema hidrotérmico que consta de una central
térmica (térmica equivalente) y de una tnica central hidrdulica de bombeo: H1-T1.

Permitiremos que las funciones admisibles para H no tengan mads restricciones
que su pertenencia a 61[0, T] y las restricciones de volumen disponible. Quedardn
de este modo incluidas en nuestro estudio las ya mencionadas centrales de bombeo®
al permitir que la funcién de generacién hidraulica efectiva H(t, z, z’) esté definida
para valores negativos de 2’ (caudal).

En estas condiciones, denotamos por g al problema de minimizar el funcional

T
Flz) = /0 L(t, (1), 2/ (1) )dt

con L(-,-,-) funcién de clase C°, siendo L.(-,-,-) de clase C° y L./(t, z,-) funcién

continua a trozos, de la forma
L(t, 2(t), 2 (t)) = U (Pa(t) — H(t, 2(t), 2 (t)))
dentro del conjunto
Oy :={z € C'0,T] | 2(0) =0, 2(T) = b}

Suponemos que ¥ : R — R y H : Qg C [0,7] x R x R — R, en el interior
de sus dominios de definicién, verifican: ¥ es estrictamente creciente y estricta-
mente convexa y seguimos considerando la positividad estricta de H,/ y el cardcter
estrictamente creciente de L, con respecto a z’.

En una seccién posterior de este capitulo realizaremos un estudio andlogo al
que se desarrollard para este problema, considerando en este caso el funcional sobre
un conjunto de funciones admisibles en el que apareceran restricciones minimas y
méximas sobre la funcién de generacién hidrdulica H.

En el siguiente apartado establecemos condiciones necesarias de minimo del fun-
cional F para el caso en que el lagrangiano L es continuo pero no de clase C'! respecto
de 2’ dentro del conjunto Oy,

5.3. CONDICIONES NECESARIAS DE MINIMO

Resultados cldsicos de célculo variacional aseguran que si L € C', entonces un
minimo ¢ € C! (fuerte o débil) satisface, V¢ € [0, T], la ecuacién

t
Lo (t.q(t). ¢/ (£)) = Const. + /0 La(z4(2), ¢ (2))de

!Las centrales de bombeo disponen de la capacidad de bombear agua, en determinados momen-
tos, con el propésito de utilizarla en otros de modo més eficiente. Cuando se produce el bombeo,
obviamente, se estd descargando un caudal negativo y se estd generando una potencia también
negativa (la que consume la bomba).
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En Grau [72] se establecen algunos resultados que aportan condiciones suficientes
para la existencia de minimo de un problema H;-T; similar a gy, pero considerando
L de clase C*. Es natural el interés de extender las condiciones necesarias de minimo
a funcionales cuyos integrandos no sean diferenciables. El desarrollo realizado por
Clarke [39], con la introduccién del gradiente generalizado, proporciona un gran
avance en este estudio.

En esta seccién se recoge un trabajo publicado en [23], donde el problema plantea-
do gy se formula en el marco del anélisis no diferenciable y se presenta una condicién
necesaria de minimo.

5.3.1. Gradiente generalizado de Clarke

Presentamos algunos conceptos y resultados de la teoria de diferenciacién ge-
neralizada desarrollada por Clarke [39].

El andlisis no diferenciable trabaja con funciones f localmente Lipschitzianas que
son diferenciables casi en cualquier punto (en el sentido de medida de Lebesgue),
definidas sobre un espacio de Banach X.

Definicién. Sea f : X — R funcion Lipschitziana en z. Se llama
gradiente generalizado de f en x o gradiente de Clarke, y se denota por
0f(x), el subconjunto de X* dado por:

Of(x) ={£eX* /) fox;v) >< & v >, Yo e X}

donde X* = {£ : X — R funciones lineales continuas} es el espacio dual
de X, <&v> o <v,§> denota &£(v), Vv € X, y f°(x;v) la derivada
direccional generalizada de f en x en la direccion v,

Fo(zsv) = Hffipf(y + tvt) —f)
t10

A continuacion, nos centraremos en el caso en que X es un espacio de dimensién
finita y presentaremos el gradiente generalizado de cierta clase importante de fun-
cionales integrales (integrales sobre subespacios de L*°), enfoque que nos interesa
para nuestro problema.

Sea f : R" — Ry Qy el conjunto (de medida nula) de puntos donde f no
es diferenciable. Al ser X = R", identificamos X* con X, por lo que df(z) serd un
subconjunto de R™.

Teorema. Sea f: R" — R funcion localmente Lipschitziana en x
y sea S cualquier conjunto de medida de Lebesgue 0 en R™. Entonces

Of (x) = co{imV f(z;) :x; — x, x; ¢ S, x; & Qf}. (1)
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Es decir, considerada cualquier sucesién z; convergente a x que evite los puntos
de Sy Qy, y tal que la sucesién de los gradientes V f(x;) converja, el gradiente
generalizado resulta ser la envoltura convexa de los limites de los gradientes de todas
estas sucesiones. Obviamente, si f es diferenciable en z, el gradiente generalizado
coincide con el gradiente.

Proposicién 5.1 Dada una funcion f: R — R tal que

() :{ o (z) st x <o

ot (x) si x>,
con ¢ y¢~ continuas enxg y T (z0) > ¢ (20), entonces Of (xo) = [¢ (7o), dT (x0)]-

Demostracién. Determinamos 0f(xg) sobre la base de (1).
Para z; < xg, se verifica que

lim Vf(z;) = lm ¢~ (zi) = ¢ (20)
T;——T0 Ty —Q
Para x; > xg, se verifica que
lim Vf(z;)= lim ¢"(z;) = ¢T (o)

Ti——T0 Ti——T0

Por lo que
Of(xo) = co{lim V f(x;) : 2 — wo 23 ¢ S, i & Qp} = [0 (w0), ¢" (x0)].  (2)

|

Extendemos el estudio a funcionales integrales sobre un espacio (T, S, ) de me-

dida o-finita positiva e Y un espacio separable Banach. Se denota por L*°(T,Y) el

espacio de funciones esencialmente acotadas y medibles de T a Y, con la norma usual

del supremo. Sea X un subespacio cerrado de L*°(T,Y) y f; : Y — R una familia
de funciones (t € T). Consideramos una funcién f sobre X definida por

f(z) = /T fola () u(dt)

Supuesto que f estd definida (finitamente) en un punto x, para caracterizar 0f ()
suponemos que existe € > 0 y una funcién k en L'(T,R) tal que, para todo ¢t € T,
para todo vy, ve en By(z(t),€),

| fe(v1) = fe(v2)] < k(t) [[vr — v2lly

Suponemos también que la aplicacién t — fi(v) es medible para cada v € Y.
En estas condiciones, se verifica el siguiente resultado:

Teorema. Bajo las hipdtesis descritas anteriormente, f es Lipschit-
ziana en un entorno de T y se verifica que

df(x) C /T O fila(t))uld). (3)
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La interpretacion de la expresién (3) es la siguiente: para todo § € df(z) existe
una aplicacién
& : 1{?%* / & €0fi(z) p—ae
t

que verifica que para todo v € X, la funcién t —< &, v > perteneciente a L' (T, R)
cumple que

<& >=/ < &gyv > p(dt)
T

Una vez obtenidos estos resultados, tomamos como funcional f el siguiente:

T
Flz) = /0 Lt (1), 2/ (1) dt

donde z es una funcién absolutamente continua de [0,7] en R. Determinamos el
gradiente generalizado de F', OF, a través del teorema anterior, teniendo en cuenta
que ahora:

(T,¥,u) = [0,7] con la medida de Lebesgue, Y = R x R espacio separable
Banach, el subespacio cerrado X de L*°(T,Y) es

X= {(S,’U) € L>([0,T],R?) / para algin c€ R, s(t) =c+ /Ot’l)(T)dT}

y la familia de funciones f; : Y — R (¢t € T) con fi(s,v) = L(t,s,v). (Obsérvese
que para cualquier (s,v) € X, tenemos que f(s,v) = F(s)).

Sea (5,7) un elemento cualquiera de X (por lo que v = (d/dt)s), suponemos que
el integrando L es medible en ¢, y que para algin £ > 0 y alguna funcién k(-) en
L ([0,T],R) se verifica

|L(t, s1,v1) — L(t, s2,v2)| < K(t) [|(s1 — s2,01 — v2)]

para todo (s;,v;) en B((5(t),v(t)),e). Bajo estas condiciones se verifican las hipétesis
del teorema anterior, por lo que si £ € 9f(8,v), podemos deducir la existencia de
una funcién medible &, = (r(¢), p(t)) tal que

(r(t),p(t)) € OL(t,3(t),0(t)) a.e.

(donde OL denota el gradiente generalizado con respecto a (s,v)) y donde, para
cualquier (s,v) € X, se cumple

T T
<& (s,0) >= /0 <&, (s(t),v(t)) > dt = /0 [r(t)s(t) + p(t)v(t)] dt

En la siguiente proposicién se presenta la condicién necesaria de existencia de
minimo:

Proposicién. (Extremo local) Si f tiene un minimo o mdzximo local
en x, entonces 0 € Of(x).
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En el caso del funcional F, si tiene un minimo local en s, por la proposicién
anterior £ =0 € 9f(s,0) y, por tanto,

T
/0 [7(t)s(t) + p(t)v(t)] dt =0

de donde se deduce facilmente que p(-) es absolutamente continua y ademds r = p’

a.e. En este caso tenemos una versién no diferenciable de la ecuacién de Euler-
Lagrange
(P'(t),p(t)) € OL(t,5(t),5 (1)) a-e. (4)

5.3.2. Condicion necesaria

Si L, fuese continua y z(t) verificase la ecuacién de Euler del funcional F(z),
tendriamos que

Lt 2(0), /(1) — % (Lot 2(0), /(1) = 0

y sin méds que integrar obtendriamos la conocida expresiéon de Du-Bois-Reymond:
t
—La(t, 2(t), 7 (t)) +/ L.(s,2(s),#'(s))ds = —L.(0,2(0),2'(0)) = K € R"
0

obteniendo de nuevo la denominada constante de coordinacién, K.
Al presentar L./(t, z,-) una discontinuidad para ciertos valores de 2/, adoptamos
la siguiente notacién

Lh(t,z,2') == Ly(t,2,2}); L,(t,2,2") = Ly(t z2")

Definicién 5.1 Llamamos ¥ (t) y ¥, (t) a las expresiones siguientes que tienen
en cuenta las derivadas laterales de L respecto de z' en los puntos de discontinuidad
de L(t,z,-):

¥ (t) = /0 L.(7,2(7), 2 (7))dr — Lj(t,z(t),z'(t))

¥, (t) = /0 L.(7,2(7), 2 (7))dr — L (t,2(t),'(t))

Con estas consideraciones podemos demostrar el siguiente resultado (condicién
necesaria de minimo).

Teorema 5.1 (Tercer teorema de coordinacion) Si q es minimo del funcional

T
F(z):/o L(t, z(t), 2 (t))dt

siendo L(t,-,-) localmente Lipschitziana, L(-,z,2") medible y L.(t,z,-) continua a
trozos en el conjunto Oy := {z € C1[0,T] | z(0) = 0A z(T) = b}, entonces IK € Rt
tal que

¥r(t) <K <¥_/(t) si ¢(t) es punto de discontinuidad de L (t,q(t),-)

¥ (t)=%¥_,(t) =K si Lu(tq(t), ) es continua en ¢'(t)
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Demostracién. Por ser z € C[0,T], tenemos garantizado que z(t) y 2/(t) son
funciones esencialmente acotadas y medibles, es decir

t
(2,2) eX= {(s,v) € L®([0,T],R?) / para algin c € R, s(t) = c+/0 U(T)dT} .

Por otra parte, es obvio que el funcional [ satisface las hipétesis que nos permiten
garantizar que se verifica la ecuacién (3):

T
OF (2) C/O OL(t, z(t), 2'(t))dt.

Supongamos, en primer lugar, que la funcién L,/(¢,z,-) es discontinua en ¢'(t).
Teniendo en cuenta que L(-,-,-) estd definida en un espacio de dimensién finita, y
haciendo uso de (1), obtenemos el gradiente de Clarke en (q(t), ¢/(t)) sobre la base
de (2):

OL(t,q(t),q/ (1)) = (Lza,q(t),q’(t)), [Lz,u,q(t),q'<t>>,L;<t,q<t>,q'<t>>])

Por ser ¢ minimo de F' en Oy, es
T
| rwsto) + pleyoten e o,
0

de donde se deduce que p(-) € C 10, T] y ademds r = p’ a.e., por lo que la ecuacién
(4) se puede expresar en la forma:

W(0),p(0)) € (Lzos, 2.4 (0), [LZ,@, A1), d'(6), L (b a(t), q’<t>>D
P(8) = Lo(t,q(t), d'(t) = p(t) + K = [} L.(1,q(7), ¢ (7))dr

p(t) € [LZ,@,q<t>,q'<t>>,Lz<t,q<t>,q'<t>>} |

Entonces, tenemos que

L, (tq(t),q (t) < i L.(7,q(7),q'(7))dr — K < L (t,q(t), ¢ (t))
YCRIORY

< LYt a(t), ¢ (1)) - /0 La(r,q(r), ¢ ())dr

¥I(t) <K <¥/(t).

Z(Tv‘Z(T)vq/(T))dT <-K<

Si la funcién L./(t, z, ) es continua en ¢'(t), entonces

L (t.q(6).4'() = L3 (t.q(t). ¢'(1))
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y ¥5(t) =¥, (t), y en tal caso

Obsérvese que las caracteristicas de nuestro problema g, nos van a permitir
asegurar que se cumplen las dos hipétesis necesarias para garantizar que se verifica
el teorema anterior:

i) L(t,-,-) es localmente Lipschitziana. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que L,/(t, z,-) es discontinua en 2z’ = 0. El problema puede surgir en puntos de la
forma (tg, 29,0). Veamos que L(t,-,) es localmente Lipschitziana también en estos
puntos, es decir, que existe k > 0 tal que

|L(t,z,2") = L(t,y, )| < kllz =7l V(tz,2)), (t,y,9) € B((to, 20,0), )
denotando por Z e ¢ los vectores de funciones (z,z') e (y,y’) respectivamente y
siendo ||-|| la norma del supremo. Distinguimos tres posibilidades:

a) Sean T e g tales que z’, 3y’ > 0; entonces, por el teorema de valor medio para
funciones de varias variables, se tiene

|L(t,z,2") = L(t,y,9')| = |DL(t, 21, 21)| - |2 — gl <

OL(t, 21, 27) OL(t, 21, 27) o _
< . _ < k. _
< (|l 4 |2 o gl <k ho -l

siendo z; = AT+ (1 —\)g con X € [0,1] y, dado que las derivadas parciales L, y L,/
(‘GL(t ,21,2]) + ‘dL tzl,zl) ) <
d —

b) Sean Z e y tales que 2/, ¥/ < 0; entonces, razonando de forma andloga a la
anterior, siendo zZa = AT + (1 — \)g con X € [0, 1], se tiene

}L(t,x,:z:’) — L(t,y,y } = ‘DL (t 2272’2)‘ Iz -9l <

OL(t, z2, 25) OL(t, z2, 25) o o
< Nz —agll <k-lz—
(|2 2N g gl < k- e~ )

estdn acotadas en dicho punto, podemos suponer que

k, para algin k > 0.

c¢) Sean T e g tales que 2’ > 0 e 3y’ < 0. Distinguimos dos casos:

cl) Sia’ =y’ =0, en cuyo caso L(t,-,0) es Lipschitziana, consecuen-
cia de estar L,(t,-,0) V¢ € [0,T] acotada en un entorno de (z(t),0).
c2) En otra situacion, se verifica que:

‘L(t,:p,:r') — L(t,y,y')‘ = ‘L(t,x,x') — L(t,z,0) + L(t,z,0) — L(t, y,y')! <
< ‘L(t,x,x') — L(t,x,O)} + ‘L(t,a:,()) — L(t, y,y’)‘ <
< |DL(t, 21, 21)] )| @ =y, )| <
<k-l|lz—gll+k- ||z -yl =2k-||lz -7l
siendo z; = AT + (1 — A\)(z,0) y Z2 = A(2,0) + (1 — \)y con X € [0,1].
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Por tanto, garantizamos que la funcién L(t, -, ) es localmente Lipschitziana.

ii) ¢ — L; es medible Lebesgue (consecuencia de ser L(-,z,2’) continua con
respecto a t).

Obsérvese, asimismo, que la condicién exigida en el teorema (¢t — L; es medible)
es mds débil que la que tenemos en gy (L(, 2, 2’) continua). Podriamos, por tanto,
aplicar el resultado a problemas donde la funcién L(-, z, z’) no sea necesariamente
continua, lo que se traduce en poder considerar problemas hidrotérmicos donde la
potencia demandada sea discontinua.

A partir del teorema 5.1 podemos proceder a la busqueda del minimo del fun-
cional, mediante la construccién de las extremales qg.

5.3.3. Construccién de la solucién

Supondremos, sin pérdida de generalidad, que L,/ (¢, z, ) es continua con un solo
punto de discontinuidad en 2z’ = 0. Siguiendo la misma idea que en el problema
de Bolza, buscaremos, para cada K, la funcién gx que satisfaga las ecuaciones del
teorema anterior y, de entre ellas, la que dé lugar a una funcién admisible, g € ©.
La construccién se llevard a cabo formando y encadenando sucesivamente los arcos
de extremal donde ¢'(t) # 0 y los arcos donde la central hidraulica ni genera potencia
ni bombea agua (¢'(t) = 0) hasta completar todo el intervalo [0, 7.

Procederemos de la forma siguiente:

I) Para cada K, construimos qx. Concatenacién de arcos de extremal:
Primer arco] Dada K, distinguimos los siguientes casos:

i) Si —L,(0,0,0) < K < —L_(0,0,0) (zona de parada de la central hidraulica),
tomamos qK(t) = 0 en el intervalo maximal [0, 1], donde V¢ € [0, ;] se satisface

¥;_K (t) /Ot Lz(sv QK(S)> q,K(S))dS - Lj’ (ta QK(t)> q,K(t)) <K

t
K < / La(s,ax(5), dxe (s))ds — L, (t, axc (1), de (£)) = ¥ (2).
0
ii) Si —L,(0,0,0) > K (zona de generacién hidrdulica), entonces existe solucién
positiva ¢} (0) para la ecuacién —L,/(0,0, ¢ (0)) = K. En este caso, construimos un

arco de extremal, gx(t), solucién de la ecuacién de Euler en el intervalo maximal
[0,1], donde Vt € [0, 1] se satisface ¢ (t) >0y

K = ¥, (1) = /0 Le(s, aie(3), dlc(5))ds — Lot arc (1), dic (1))

iii) Si —L_,(0,0,0) < K (zona de bombeo), entonces existe solucién negativa
¢ (0) para la ecuacién —L,/(0,0, ¢ (0)) = K. En este caso, construimos un arco
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de extremal, qx(t), solucién de la ecuacién de Euler en el intervalo maximal [0, ¢1],
donde Vt € [0, 1] se satisface ¢ (t) <0y

K = ¥, (t) = /0 L (5, arc(5), i ())ds — L (£, are (1), e (1))

Arco i-ésimo] Caben dos posibilidades:

i) Si [ti—1,ti] es un intervalo maximal de parada de la central hidraulica, es
decir, ¢ (t) = 0 en dicho intervalo, consideraremos el intervalo maximal [t;,t;41]
que verifica que Vt € [t;, t;11]

- /0 La(s: e (s), g ())ds + / *La(5,00(8), o/ (5))ds — Lur(t,0(2),0 (1)

con w(t;) = qi(t;), satisfaciendo la ecuacién de Euler en su dominio maximal [t;, ¢;41]
y la ecuacién anterior. Tomaremos qx (t) = w(t), Vt € [ti, tit1]-

ii) Si [t;—1,t;] es un intervalo maximal donde, ¢j(t) # 0 en dicho intervalo,
consideraremos el intervalo maximal [t;, t;+1] que verifica que V¢t € [t;, ti+1]

t; t
/0 L.(s,qK(5),qx(s))ds + /t L.(s,w(s),0)ds — Lj,(t,w(t),w/(t)) <K

t; t

K< [ Lo ans)aic(o)ds = [ La(o.ia(s),0)ds = L (), (1)
0 t;

con w(t;) = qx(ti), satisfaciendo la ecuacién anterior y «'(t) = 0 en el intervalo

maximal [¢;,t;41]. Tomaremos qx (t) = w(t), Vt € [t;, tiv1].

IT) Determinamos K tal que gx € Oy. El procedimiento es similar al método de
tiro empleado para la resolucién de ecuaciones diferenciales de segundo orden con
condiciones de contorno. Consideramos la funcién ¢(K) := qx(T) y calculamos la
raiz de p(K) — b = 0, cdlculo que podemos realizar de forma aproximada a través
de métodos elementales.

A continuacién, vamos a considerar un caso particular del problema planteado,
caso en el que el lagrangiano no depende de z(t).

5.4. CASO PARTICULAR L(t, 2 (t))

En esta seccién estudiamos el caso particular del problema g, en que el la-
grangiano no regular es independiente de z(t). Este estudio, publicado en [18], utiliza
exclusivamente herramientas del cédlculo variacional para establecer las condiciones
suficientes de minimo. Planteamos el problema de la forma siguiente:

Consideramos la variedad afin (funciones admisibles)

Oy :={z € C'0,T] | 2(0) =0 A 2(T) = b}
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de espacio director
V= {z € CY0,T] | 2(0) =0 A 2(T) = 0}

la funcién subintegral L(-,-) : [0,7] x R — R de clase C°, con L.(t,-) continua a
trozos, del funcional F': @, — R definido de la manera siguiente:

T
Flz) = /0 L(t, 2/ (1))dt.

Como L,/ (t,-) presenta discontinuidades, el funcional F' no es, en general, dife-
renciable Gateaux. A pesar de todo, la funcién ¥, (z) = F'(¢+x w), aunque distintas,
puede tener derivadas laterales en el cero. Consideramos la definicién y propiedades
siguientes:

Definicién Sea A wariedad afin de espacio director V. Si g € A y
w €V, denotaremos por 67 F(q,w) a la derivada direccional de F en q
en la direccion de w por la derecha; es decir:

5+F(q,w): lim F(g+ew)—F(q) _

e—0t S

1 T
= lm = | [L(t,q(t) + e w(t),¢'(t) +& () = L(t q(t), ¢'(8))]dt
E—> 0
Ndtese que se verifican las siguientes propiedades:
a) Si q € A proporciona el valor minimo de F en A, entonces para
cada w €'V
§TF(q,w) >0.

b) Si F es convexo y en q € A se cumple que 5T F(q,w) > 0 para
cada w €V, entonces q proporciona el valor minimo de F en A.

Denotamos por
Lh(t,2') = La(t,2) vy L_(t,2") =Lyt 2.).

Obsérvese que, en este caso particular, ¥ (t) = —L,(¢,2') y ¥ (t) = —L_(t, 7).

5.4.1. Condicion suficiente de minimo

Establecemos, en los teoremas siguientes, la condicién suficiente de minimo y el
método para su construccion, caso de ser F' un funcional convexo. Supondremos, sin
pérdida de generalidad, que L,/ (t,-) es continua con un solo punto de discontinuidad

/
en z' = 0.
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T
Teorema 5.2 Sea F(z) = / L(t, 7' (t))dt siendo L(-,-) continua y L. (t,-) dis-

0
continua en 2’ =0 y sea g € A. St AK € R tal que

L(t,q'(t) =
{ L (t, O)SKSL (t 0) si ¢(t)=0
entonces 6T F(q;w) > 0 para cada w € V.

Demostracién. Sea w € V. Consideramos, en primer lugar, los siguientes con-
juntos:

O- : ={te[0,T]|q(t) =0}
0, : ={te[0.7]]4(t)#0}
Qf . ={teo_|J () >0}
Q" . ={teo_|dJ(t) <0}
Q. ={teo_|J(t)=0}

Como L es de clase C! en ©, tenemos

11'%1} [L(t, () + /(1)) — L(t.¢'(£))] dt = / W) - Lu(t, ¢ (1))t
e—=0T € O (S

Por otra parte,

/ [L(t, /(1)) — L(t,0)] dt =
_ /Q [t e (1) — L(t,0)] dt+
+/Q_ [L(t,ew'(t)) — L(t,0)] dt

Ademds, es facil ver que las funciones ®; y @5

By(y) = / Lty o (t))dt

/ L(t,y - w'(t))dt
Q-

son derivables en cero por la derecha

(0T = /w ()L (t,0)dt

+

/w 0)dt

)

d5(07)

ZO
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de modo que

Eli%lé [ [Ltew () - L00)) i = /Q ) L5 0
Eli%lé [ [L(te () = 10,0 e = /Q () L (10

Entonces
5 (@) = [ W(0)- Lol d (0)itr
O
+/ w’(t)-Lj(t,O)dH/ w'(t) - L, (¢,0)dt.
at -

Ademids, como w(0) = w(T") = 0, tenemos que

/@¢ ! (t)dt + /Q ()t + /Q e+ / (bt = /Owa(t)dtzo

por lo que

/ K-wydt+ [ K-o'®dt+ [ K-o@)dt=0
o, o+ Q-

Por tanto,

S (gw) = [ w0 (Lot d () - K)its

O

+/Q+ w’(t)-(Lj(t,o)—K)dtJr/ W'(t) - (L(t,0) — K)dt

y, teniendo en cuenta que

Li(t,d(t))— K > 0paracadate Q"
L,(t,¢'(t)) —K < O0paracadateQ”
L(t,d(t))— K = O0paracadate Oy
concluimos que 61 F(q;w) > 0.
|
T
Teorema 5.3 Sea F(z) = L(t, 2/ (t))dt en las condiciones del teorema anterior.

Si la funcion L, (t,-) es estrictamente creciente para cada t y

Ke () [ lim Lo (t,x), lim Ly (t,)]

Tr——00
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t

entonces qr(t) :—/ wi(s)ds, con
0

wr(t)=0 si L_,(t,0) <K <L(t0)

z

Y
L, (t,wk(t)) =K  en otro caso,

proporciona el valor minimo de F' en
Qi :={z€C0,T] | 2(0) =0 A 2(T) = qx(T)}.

Demostracién. El cardcter creciente de L,/(t,-) para todo t garantiza la con-
vexidad de L(t, 2/(t)) y, en consecuencia, la del funcional F.

Obsérvese que K pertenece a la imagen de la funcién L,/(t, ) para cada t € [0, 7],
asegurando asf la existencia de solucién de L,/ (t,z) = K para el caso en que no se
verifique que L, (¢,0) < K < L},(¢,0). Por consiguiente, wi (t) estd bien definida y
es claro que qx € Qk.

Si ¢} = 0, entonces para cada t € [0, T

L, (t,0) < K < L} (t,0)

y, de acuerdo al teorema 5.2, 67 F(qx;w) > 0. Entonces, como F es convexa, qx = 0
proporciona el minimo de F' sobre

Qx ={z€ C0,T) | 2(0)=0 A 2(T) = qx(T) = 0}.

Si 3 7 € [0,7] tal que ¢j(7) # 0, tomamos K = L,/(t,¢% (7)) y teniendo en
cuenta cémo se ha construido gx se verifica que

Lu(tqi(®) =K  si 0#wk(t) =gyt
L,(t,0) < K <LL(t,0) si 0=wg(t)=qk(t)

y, de acuerdo al teorema 5.2, g proporciona el minimo de F' sobre

Qx :={z€ C'0,T) | 2(0) =0 A 2(T) = qx(T)}.

5.4.2. Aplicacién a un problema hidrotérmico

Aportamos algunos resultados especificos, para un problema de coordinacién
hidrotérmica, derivados de los resultados obtenidos en el apartado anterior.

Como caso particular del teorema 5.3, obtenemos un resultado que hace referen-
cia a un sistema hidrotérmico con una central hidraulica de bombeo cuya produccién
de potencia H es una funcién lineal del caudal de descarga (m-2/(t)) y cuya potencia
consumida durante el bombeo es también una funcién lineal del caudal bombeado
(M - 2'(t)). Denotamos por Py, la potencia demandada y por ¥ la funcién de costo
de combustible de la térmica equivalente.
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Proposicién 5.2 Sea U € C[R], ¥ estrictamente creciente, Py € C[0,T] y

L(t, 2 (1)) := W (Fy(t) — H(Z' (1))

con

!
—~
N
~—
I

T
A\w&@—wamﬁ

m-x st x>0
H<x)'{M~x 6 r<0 (0<m< M)

Si K>0 y [&£ £] c W[R], entonces

qr (t) ::/0 wi(s)ds

con

0 si UHEY > pyt) > vH(E)
VG RO G v < p
wi(t) == -m
—1
v (—iw Fa®) Py(t) < U'1(E)

\

proporciona el valor minimo de F en

——

x={2€C0,T] | 2(0) = 0 A 2(T) = qx (T)}.

Demostracién. Teniendo en cuenta el hecho de que F es convexa?, bastard
con demostrar que se verifica la condicién suficiente de extremal establemda en el

teorema 5.3.
Si wi () = 0, entonces U ~1(£) > Py(t) > ¥'~1(£), por lo que
L5 (4,0) = —M - W(Py(t)

-K
L5 (t,0) = —m - W/ (Py(t) > —K

IV IA

, K

con lo cual
L,(t,0) < —K < L, (t,0).

Si wgi(t) < 0, entonces Py(t) < \I/’—l(%)

v ) - &o)Z_K

Ly(t,wg)=—M ¥ (Pd(t) — M- -y

’La convexidad del funcional F queda garantizada con las propiedades asumidas en el
planteamiento del problema hidrotérmico al ser W creciente y convexa y H céncava con respec-

to a 2.
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Siwk(t) > 0, entonces U ~1(£) < Py(t)

L.(t,wg)=-m- -V (Pd(t) —m- V) - Pd(t)> K

—-m
Es obvio que se satisface el teorema 5.3 para la constante — K.

En la figura siguiente se muestra el significado de la proposicién anterior:

Py(t) —
P, (f) e

wK(t) a—

Figura 5.1. Significado de la Proposicién 5.2.

La extremal que proporciona el minimo, qx (t) := fg wgk (s)ds, nos garantiza que
la potencia generada por la térmica equivalente, denotada por

Pie(t) := Py(t) — H(t,2'(t))

serd constante en los arcos de extremal en los cuales la central hidrdulica esté
generando potencia o consumiéndola con el bombeo (no esté parada), y su valor

serd: o) UYK/m) si WY K/m) < Py(t)
CUT) W E/M) s Py(t) < UL(K/M).

En otro caso (periodo de cambio de la zona de bombeo a generacién o a la
inversa), es obvio que P (t) = Py(t).

Corolario 5.1 Bajo las condiciones anteriores, si

ix O/(P;(t)) < M min U (P,(t
m max (Pa(t)) < R (Pa(t))

entonces w = 0 proporciona el valor minimo de F en

Oy :={z € C'0,T] | 2(0) =0 A 2(T) = 0}.
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Demostraciéon. Sea K tal que

ix U/(Py(#)) < K < M min ¥ (P;(¢t)).
m max (Py(t)) < K < nin, (Pa(t))

Tenemos que, Vt € [0, 7]

tré%% U (Py(t)) < K/m = Py(t) < WK /m)

K<M n[loﬁ%] U/ (Py(t)) = Py(t) > 'YK /M)
te|0,

VK /m) > Py(t) > O (K /M)

por lo que estamos en condiciones de usar la proposicién 5.2 y concluir que w = 0
minimiza el funcional en Oy.
|
El significado de este corolario es que si el volumen de agua disponible es nulo
(al final del intervalo de optimizacién debe ser igual la cantidad de agua turbinada
que la bombeada) y se verifica la siguiente desigualdad

4 12 , 12
m max V(Pa(t) < M i, U'(Pu(t))
entonces el funcionamiento éptimo del sistema consiste en no usar la planta hidrduli-
ca , es decir, la térmica equivalente debe asumir toda la potencia demandada. Los
factores que favorecen la verificacién de la desigualdad anterior son los tres® si-
guientes:
i) m << M; i) U = const.; iii) Py = const.

Como acabamos de ver en la interpretacién de la proposicién 5.2, la derivada de
la extremal qx (t) := fg wg(s)ds, que proporciona el valor minimo del funcional, no
pasa bruscamente de la zona negativa a la positiva ni viceversa, sino que se mantiene
un cierto tiempo constantemente igual a cero. A continuacién, analizaremos este
hecho desde un punto de vista més general.

5.5. TRANSICION SUAVE

En esta seccion presentamos un aspecto cualitativo de los extremos de funcionales
con lagrangiano L(t, z,-) no regular. Demostraremos que, bajo ciertas condiciones,
la derivada de la extremal donde se alcanza el minimo presenta un intervalo de
constancia, siendo la constante el valor de 2’ para el cual L, presenta la discon-
tinuidad. En el caso particular de las centrales de bombeo se traduce en la existencia

3Si el volumen de agua disponible para la central hidraulica al final del intervalo de optimizacién
es cero, no compensara usar la central si:

i) la potencia consumida en bombear una cierta cantidad de agua es "mucho mayor"que la
generada por la central al turbinar esa misma cantidad de agua,

ii) ¥ se aproxima a una funcién lineal, o

iii) la potencia demandada no presenta grandes variaciones.
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de un intervalo de parada cuando se produce el transito de la zona positiva (zona de
generacion de potencia) a la negativa (zona de bombeo) y viceversa. También queda
garantizada la continuidad de la derivada de esta extremal.

Consideramos la variedad afin (funciones admisibles)

A:={zeC'0,T]| 2(0) = a A 2(T) = B}
de espacio director
Vi={2€eC0,T] | 2(0) =0 A 2(T) = 0}

y, por ultimo, la funcién subintegral L(-,-,-) : [0,7] x R x R — R de clase C°,
con L(-,-,-) de clase C° y L./(t,z,-) continua a trozos, del funcional F' : A — R
definido de la manera siguiente:

T
F(z):/0 L(t, 2(t), 2 (t))dt.

Demostramos, en el siguiente teorema, que la discontinuidad de la derivada del
integrando no se traduce en discontinuidad de la derivada de los extremos, sino en
intervalos en los que éstos son constantes. Consideramos previamente la siguiente
definicion.

Definicién 5.2 Sea ty € (0,T) y € > 0. Denotaremos por h¥ la funcién definida
en [0,T] del modo siguiente:

0 si t€[0,tg—e]Ulto+e,T]
plo(t)y =< (t—to+e) si t € [to — &, to]
—(t—ty—¢e) si t € [to, to + €]

Se cumple que Al € ! [0,T] y 0 < hlo(t) < e, Vt € [0,T], siendo

0 si tel0,tog—e)U(to+e,T]
(RloY'(t) =< 1 =i t € (to —e&,tp)
-1 s t € (to,to +¢)

Teorema 5.4 Sea L(-,-,-) funcion subintegral del funcional F' en las condiciones
anteriormente expuestas, y supongamos que la funcion L. (t,,z(t,),) es estricta-
mente creciente (decreciente) y discontinua en a € R. Si ¢ es minimo (mdzimo) de
F, entonces:

(i) t, no es punto aislado de cambio de signo de ¢’ — a.

(ii) ¢ = a en algun intervalo que contiene a t,.

(iii) ¢' es continua en t,.

Demostracién. Supondremos sin pérdida de generalidad que a = 0.

(i) Procederemos por reduccién al absurdo.

Sea ¢ € A minimo de F, y supongamos, en primer lugar, que ¢’ es negativo a
izquierda de tg y positivo a derecha de .
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Es decir, supongamos que existen tg € (0,7") y 6 > 0 tal que
q(to—1t) <0< q(to+1t) Vt € (0,0);
el crecimiento estricto de L./, asi como su discontinuidad, implica que

Ly (t,q(t,),0) < L (%, q(t,), 0)

Teniendo en cuenta que V¢t € [0,7], 0 < hlo(t) < ¢, resulta evidente que existe

e > 0 lo suficientemente pequenio como para que se verifique la siguiente desigualdad:

sup (L (t,q(t), ¢'(t)) + () - Lo(t, q(t),d'(t)] <

te(to—e,to)

<ot (B ta).d'©) = h2(®) - La(ta(0). ¢ (8)]

de donde se deducen las siguientes desigualdades
to
h= / [Lr(t,q(t), 4 (8)) + B (1) - La(t, q(t), ¢ (1))]dt <
¢

0—¢€

<o [Lalha(0).d (0) RO La(a(). 0 ()] <

<E ettt [Lar(t a(t), ¢/ (£) — b2 (t) - La(t, q(1), ¢ ()] <

to+e
S/t [L2r(t.a(t),d' (1) = h2 (1) - La(t, q(2), ' (t))dt = Io.

0

Tengamos en cuenta ahora que
hlo(t) =0, Vt € [0,tg — ] U [to +&,T), ¥

(Rfo)'(t) =0, Vt € [0,t0 — &) U (to + &, T]

de modo que

to+e
§F(q,h0) = /t [h2(t) - L.(t, q(t),q'(t)) 4+ (h2)'(t) - Lo (t, q(t), ¢ (¢))]dt

0—€

y, €n consecuencia,

to
3F (q,h) :/t— (R (8) - La(t, q(t), ' (8) + 1 - Ls (£, (2), ¢ (1)) dt+

to+e
+/t [ (t) - La(t,a(t), ¢ (8) + (=1) - L (t, q(t), ¢ (1) dt

0
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de modo que

6F(q,h) = /tfo [Ls(t,q(t), ' (t) + h2(t) - La(t, q(t), ¢ ())]dt

0—¢&

to+e
- /t [Lar(t,a(t),d' (1) = h(t) - La(t, a(t), ¢'(t))]dt

0

= I1-Ib<0

contradiciendo la suposiciéon de que ¢ es minimo de F.

Si ¢’ fuese positivo a izquierda de ty y negativo a derecha de tg, la demostracion
serfa andloga tomando §F(q, —h'0).

ii) Inmediato por (i).

iii) Supongamos que ¢'(to—) < ¢'(to+) (Si suponemos que ¢'(to—) > ¢'(to+), la
demostracién seria andloga). Pueden presentarse los casos siguientes:

a) ¢ (to—) <0 < (to+)

b) ¢'(to+) ¢'(to—) >0

c) ¢'(to+) =0>¢'(to—)

d) ¢'(to+) > 0= ¢'(to—)

a) contradice el ya demostrado apartado (i).

A (b) no le afecta la discontinuidad del lagrangiano y, por tanto, ¢’ es continua
en to por el estricto crecimiento de L/ (t,, 2,, -)-

Para (c), en virtud del apartado (i), existird € > 0 de modo que ¢’(x) = 0 en
[to, to + €.

Podemos elegir e de tal modo que ¢'(x) < 0 en [ty — &,tp). En este caso

T
0 F(q,he) = /0 [P (t) - La(t,a(t), ¢/ (8) + (L)' (t) - L1 (8, q(t), ' (t))]dt

y, razonando de modo idéntico al apartado (i), tendremos que 67 F(q, hl®) < 0, lo
que supone de nuevo una contradiccién con el hecho de ser ¢ minimo de F'.

Por dltimo, para (d), en virtud del apartado (i), existird ¢ > 0 de modo que
¢ (z) =0en [to — &, to].

Podemos elegir e de tal modo que ¢'(z) < 0 en (tg,to + €]. En este caso

T
5 F(q, —he) = /0 [=h2(t) - La(t, a(t),d' (1) — (h2)'(8) - L (¢, q(t), ¢ (t)]dt

donde, razonando de modo idéntico al apartado (i), tendremos de nuevo la con-
tradiccion 6 F(q, —hl0) < 0.
|

Obsérvese que este resultado tiene una interpretacion muy clara en términos de
centrales de bombeo: las centrales de bombeo, en su funcionamiento éptimo, nunca
pasan bruscamente de generar potencia a bombear agua o viceversa, sino que realizan
una transicién suave. Antes del paso, permanecen un cierto tiempo sin actividad.

A continuacién, planteamos y estudiamos el problema considerando restricciones
en el conjunto de funciones admisibles, restricciones que hacen que el problema
represente mds fielmente la realidad del problema hidrotérmico.



5. PROBLEMAS CON LAGRANGIANO NO REGULAR.
CENTRALES DE BOMBEO 87

5.6. LAGRANGIANO NO REGULAR Y
RESTRICCIONES

Hasta ahora hemos considerado el problema hidrotérmico que consta de una
central térmica (equivalente térmica) y una central hidrdulica de bombeo, de la
forma mas general posible*: funciones admisibles pertenecientes a C'! [0,T] con las
restricciones de volumen disponible. Si bien es cierto que permitimos que los cau-
dales tengan valores negativos (zona de bombeo de la central hidrdulica), es ob-
vio que, por razones naturales (disponibilidad de agua) y técnicas (capacidad de
las centrales), la central hidraulica tendra unos limites tanto en generacién como
en bombeo. Tomaremos como lfmite inferior® Hp, el mayor consumo de la central
hidrdulica (méxima capacidad de bombeo) y la funcién Hg(t) = min { Humsx, Pa(t)},
siendo H,5x la méxima capacidad de produccién de la central, como limite superior
para H(t, z(t),2'(t)) en cualquier instante. Asf,

Hum < H(t,2(t), 2/ (t)) < Hy(t)

En estas condiciones, el problema es minimizar el funcional

T
Fz) = /0 L(t, 2(2), 2/ (£))dt

con L(,-,-) funcién de clase C°, siendo L,(-,-,-) de clase C° y L./(t,z2,-) funcién

continua a trozos, de la forma
L(t, 2(t), 2 (t)) = U (Pa(t) — H(t, 2(t), 2 (1))
dentro del conjunto
Oy == {z € C'[0,T] | 2(0) =0, 2(T) = b, Humin < H(t,2(t),2'(t)) < Hy(t)}

Supondremos el cumplimiento de las mismas propiedades que anteriormente a
las funciones ¥ : R — R y H : Qp C [0,7] x R x R — R, en el interior de
sus dominios de definicién. ¥ es estrictamente creciente y estrictamente convexa
y seguimos considerando la positividad estricta de H,/ y el cardcter estrictamente
creciente de L./ con respecto a ', y supondremos® ademds que H,(t, z(t),0) = 0.

Pretendemos establecer las condiciones necesarias de minimo para este problema
con lagrangiano no regular y restricciones en las funciones admisibles, haciendo uso,
para ello, de la funcién de coordinacion, Y,(t), de ¢ € O,

Obsérvese que para el problema planteado, excepto en aquellos valores de 2’ para
los cuales L,/ (t, z, ) no es continua, seguird siendo valido el primer teorema de coordi-
nacién, por un lado, para todos aquellos valores que hacen que 0 < H (¢, 2(¢), 2/(t)) <

4Obtenemos resultados de cardcter general, aplicables a otros problemas de caracteristicas si-
milares.

>Suponemos Hmm < 0 pues cuando se produce el bombeo, obviamente, se estd descargando un
caudal negativo y se estd generando una potencia también negativa.

6Si el caudal es nulo no se producird variacién en el volumen turbinado, H.(t, z(t),0) = 0.
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H(t) (la central produzca energia) y, de forma andloga, para todos aquellos valores
que hacen que Hy,g, < H(t,2(t),2'(t)) < 0 (la central consuma energfa al estar
bombeando).

Teorema 5.5 (Cuarto teorema de coordinacion) Si q es minimo del funcional

T
F(z):/o L(t, z(t), 2 (t))dt

siendo L(t,-,-) localmente Lipschitziana, L(-,z,2") medible y L,/(t,z,-) continua a
trozos, en el conjunto

Oy 1= {z € C'0,T] | 2(0) =0, 2(T) = b, Hum < H(t,2(t),2(t)) < H(t)},
entonces 3K € RT tal que:
i) Si q¢'(t) es punto de discontinuidad de L,/ (t,q(t),-),
Yi(t) <K <Y, (t).

ii) Si L. (t,q(t),") es continua en ¢'(t),

<K si H(tu Q(t)a q/(t)) = Hmm
Y4(t) es =K si Hpm < H(t,q(t),qd(t)) < Hs(t)
> K si H(tq(t),q(t) = Hs(t)
Demostracion.

Supondremos, sin pérdida de generalidad, que L,/ (t, 2(t),-) es continua con un
solo punto de discontinuidad en 2z’ = 0 y, por comodidad, supondremos que hay un
Unico intervalo [t1,t2] con t1,t2 € (0,7) donde 2’ = 0 (es decir, la central hidrdulica
permanece parada en el intervalo [t1,ts]). Es obvio que q(t) = q(t1) Vt € [t1,12].

Consideramos las distintas situaciones que pueden presentarse en el intervalo
[O,T] = [O,tl] U [tl,tg] U [tQ,T] :

a) Generacién - Parada - Generacién: donde LY, (t1,q(t1),0) = L} (t2, q(t2),0),

b) Generacién - Parada - Bombeo: donde L7, (t1,q(t1),0) = L, (tg, q(t2),0),

¢) Bombeo - Parada - Generacién: donde L, (t1,q(t1),0) = L], (t2,q(t2),0), y

d) Bombeo - Parada - Bombeo: donde L, (t1,q(t1),0) = L, (tg, (t2),0).

Es fécil ver que se cumplen las expresiones anteriores en cada uno de los casos
teniendo en cuenta el tercer teorema de coordinacién. Asi, para el caso (a), en ¢,

/Otl L.(r q(r),d(r))dr — L (tr, q(t1),0) = K

en to,

/0 2 Lz(Tvq(T)v q/(T))dT - L;(t% Q(t2)70) =K
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y del hecho de que H,(t, z(t),0) = 0 se obtiene L, (¢, z(t),0) = 0, de donde

/ CLa(r,q(r), d())dr = 0

t1

y, por tanto, L7, (t1,q(t1),0) = LY (t2, q(t2),0). Razonando de forma andloga se ob-
tienen el resto de expresiones.

Ademds, Vt € [t1,t3], 2/(t) = 0 es punto de discontinuidad de L./ (¢,q(t),-) y, de
nuevo, por el tercer teorema de coordinacién

/0Lz(T,Q(T),q’(T))dT—Lj(m(t%o) SKS/O L.(7,q(7),q'(7))dr — L (t,q(t),0)
y, COmMo

K= / CLa(r,q(r), ¢/ (D)dr — LY (1, (1), 0)
0

/ La(r,q(r).q(r))dr = 0,

t1

deducimos que para los casos (a) y (b) se verifica

L (t,q(t),0) < L(t1,q(t1),0) < L1 (t,q(t),0) (5)

Razonando de forma anéloga obtenemos que para los casos (¢) y (d) se verifica
L (t,q(t),0) < L, (t1,q(t1),0) < L (¢, q(t),0) (6)

Por otro lado, en [0,¢1] y [t2,T] estamos en una zona libre de generacién o
bombeo, donde tinicamente podran aparecer intervalos con restricciones minimas o
méximas en las potencias de generacién hidrdulica. Se verificard, por tanto, el primer
teorema de coordinacién:

<K si H(t,q(t),q'(t ) mln

)
Y4(t) es =K si Hum < H(t,q(t),q ( ) < Hy(t)
> K si H(t,q(t),q'(t) = Hs(t)

Realizamos la demostracién del teorema para el caso (a):
En particular, del primer teorema de coordinacién, obtenemos para t; que

" H.(5,0(),4(5) "
H (5,4(5),4/(5))

K = —Lh(t, q(tr),d/ (1) - oxp [—

y para tg

r2 HZ(Sv Q(S)v q/(S)) d8:|

_ 7+ ! “exp [ —
K =—L](t2,q(t2), ¢ (2)) p[ o H(s,a(s),q(5))
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Para todo t € [t1,ta] por (5) se verifica que

Hz’(SaQ(S)a
Como
' H.(s,9(5),4'(5)) s " H.(s,q(5),d'(5)) . ' H.(s,4(s),4'(s)) .
/o HZ(S»Q(SM’(S))C[ o HZ(S,q(SLq’(S))d +/tl (5, 4(5) 4 ()
b Ha(s0(s).q'(5)) ds = 0, entonces

Vo)t 7, (5,4(5),4'(5))

de donde

s o] SN
< Fltoa(0).0)- 0w [_/0 gi,(<i’,qq(<ss)>’,(§'<<?>)> s

z

Ademds, como V t € [t1,t2], ¢'(t) =

Lt q(t),q wp[/}Q Q,QW%S—KS

< L1 (t,q(t),d'(t)) - exp [_/0

y, por tanto,
+ —
Yi(t) < K <Y, (t).

La demostracién para el resto de los casos serfa andloga, empleando también la
desigualdad (5) en el caso (b) y la (6) en los casos (c) y (d).

Si el intervalo de parada contiene a 0 0 a T'la demostracién serfa similar, teniendo
en cuenta que

[ gt d@nar = [ ER AL g o,

|

A partir de este teorema y por un camino bastante simple procederemos, a

continuacién, a la buisqueda del minimo del funcional, mediante la construccién de
las extremales g .
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5.6.1. Construccién de la solucién

Se tratard de encontrar para cada K, la funcién qx que satisfaga las ecuaciones
del teorema 5.5 y, de entre ellas, la que dé lugar a una funcién admisible, gx € O.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que L,/(t,z,-) es continua con un solo
punto de discontinuidad en z’ = 0. En general, la configuracién de ¢} no puede
realizarse en todo el intervalo [0, 7] de una sola vez. La construccién necesariamente
se llevard a cabo formando y encadenando sucesivamente los arcos de extremal donde
o bien se satisface la ecuacién de Euler (arcos de extremal interiores), o bien ¢/(t) = 0
(la central térmica genera toda la potencia demandada), o bien H(t,q(t),q'(t)) =
H,(t) (la central hidrdulica estd a su potencia maxima de generacién o genera toda
la potencia demandada), o bien H(t,q(t),q (t)) = Hnm (la central hidraulica estd a
su potencia méxima de bombeo), hasta completar todo el intervalo [0, T].

Consideremos m el caudal necesario en el instante inicial ¢ = 0 para que la central
alcance su maxima capacidad de bombeo: H (0,0, m) = Hy, y denotemos por M el
caudal necesario en el instante inicial ¢ = 0 para que la central hidraulica alcance su
méxima capacidad de generacion, es decir, H (0,0, M) = H,(0). Denotemos también
por

Ky, =—-L.,(0,0,m) v Ky =—L.(0,0,M)

las constantes de coordinacién respectivas para esos caudales iniciales.
Observemos que Yz € (m, M) (con la hipétesis L,/ (¢, z,2') > 0) tenemos que

Ky < —LZI(O,O,JZ) < Kp,.
Procederemos de la forma siguiente:
I) Para cada K, construimos ¢qx. Concatenacién de arcos de extremal:

Primer arco] Dada K, distinguimos los siguientes casos:

i) Si —L7}(0,0, ) < K < —L,(0,0,0) (zona de parada de la central hidraulica),
tomamos qK(t) 0en el intervalo maximal [0,%1], donde Vt € [0, ;] se satisface
" H.(5,qk(5), dk(3))
Vie®) = ~Lh(ta(t).ak(0) exp |- [ ds] <K
e K o H(s,ax(s), dx(5))

K < —L,(tqr(t),qx(t)) - exp [— ;

ii) Si —L,(0,0,0) > K (zona de generacién hidraulica) y Ky < K, existe solu-
cién positiva ¢ (0) para la ecuacién —L,/ (0,0, ¢ (0)) = K. En este caso construimos
un arco de extremal interior, gx (t), solucién de la ecuacién de Euler en el intervalo
maximal [0, 1] (con gx(0) = 0), donde V¢ € [0,t1] se satisface ¢j(t) >0 y

K =Yg (t) = =L (8, ar (1), g (1)) - exp [ / H, QK((Z)))) %)
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iii) Si —L},(0,0,0) > K (zona de generacién hidrdulica) y K < K, tomaremos
qx (t) = w(t), la solucién de la ecuacion diferencial H(t,w(t),w’'(t)) = Hg(t) con
w(0) = 0 en el intervalo maximal [0,%;], donde V¢ € [0, ¢;] se verifica que

t /
K < Yu(t) = —Lu(t,w(t), ' (£)) - exp [— / g(sﬁi))ff(?))) ds] .

iv) Si —=L,(0,0,0) < K (zona de bombeo) y K < K,,, existe solucién negativa
¢ (0) para la ecuaciéon —L,/ (0,0, ¢j(0)) = K. En este caso construimos un arco de
extremal interior, gk (t), solucién de la ecuacién de Euler en el intervalo maximal
[0,%1] (con gx(0) = 0), donde V¢ € [0, 1] se satisface q’K(t) <0y

qK(S))
K=Y, (t) =—-Ly(t, t), ds| .
QK() ( QK()qK eXp|: / H, (S)) s
v) Si —=L,(0,0,0) < K (zona de bombeo) y K > K,,, tomaremos g (t) = w(t),
la solucién de la ecuacién diferencial H (t,w(t),w'(t)) = Hpm con w(0) = 0 en el
intervalo maximal [0,¢;], donde V¢ € [0,¢1] se verifica que

t s,w(s),w (s
K > Yo (t) = —Lu(tw(t), o (£)) - exp [—/0 g((s w(( )) w( ) ds] .

Arco i-ésimo] Caben dos posibilidades:

A) Si [ti—1,t;] es un intervalo maximal de parada o intervalo fronterizo de la cen-
tral hidraulica, es decir, ¢j (t) = 0 6 H(t,qk (t), ¢ (t)) = Hs(t) 6 H(t,qr (t), ¢ (t)) =
Hm en dicho intervalo, consideraremos el intervalo maximal [t;,;+1] que verifica
que Vt € [t;, tit1]

K= —L(tw(t),w exp[ / H i d—/H /((5))))(15,

siendo w(t) un arco interior de la extremal, con w(t;) = qx(¢;), satisfaciendo la
ecuacién de Euler en su dominio maximal [t;, t;+1] y la ecuacién anterior. Tomaremos
qK(t) = w(t), Vit € [ti,tz‘+1].

B) Si gqx tiene un arco interior en [t;_1,t;], podemos distinguir, a su vez, tres
€asos:

i) Si H(ti, qx(ti), ¢% (ti)) = Hmin, consideraremos el intervalo maximal [t;, t; 1],
que verifica que Vt € [t;, tit1]

(s, qx(8), dxc () " Ho(s,w(s),
K > —L,(t,w(t),w'(t))-exp [ / o (5,05 (5) (8))ds - o (5,00

»
~—

siendo w(t) una solucién de la ecuacién diferencial

H(t,w(t),w' (t)) = Hum, con w(t;) = qi (t;)-



5. PROBLEMAS CON LAGRANGIANO NO REGULAR.
CENTRALES DE BOMBEO 93

En este caso tomaremos qx (t) = w(t), Vt € [t;, tit1].

i) Si H (ti, i (ti), ¢ (t:)) = Hs(t;), consideraremos el intervalo maximal [t;, t11],
que verifica que YVt € [t;, t;y1]

VA
~—

" (s acl),dic(s)) o [ Hals e
0 HZ’(87QK(S)>QII{(S)) t; HZ’(Saw(S)>

siendo w(t) una solucién de la ecuacién diferencial

K < —L(t,w(t),o(t))-exp [_

H(t,w(t),w' (t)) = Hs(t), con w(t;) = qx(t;).
En este caso tomaremos gk (t) = w(t), Vt € [t;, tit1].

iii) En otro supuesto, consideraremos el intervalo maximal [¢;,t;11], que verifica
YVt € [tz‘,ti_t,_l]

e SR D O

Lt oo |- [ U - [ e
L H,(s, qK(s),q’K(s)) ds — P H,(s,w(s),w(

o Ha(s,ax(s), qx(s)) t; H (s,w(s),

/;
~
=
QU
LI
A\
=

KS—%ﬁwwwﬁ»“pP

con w(t;) = qi(t;), satisfaciendo la ecuacién anterior y w’(¢) = 0 en el el intervalo
maximal [t;,t;41]. Tomaremos qx (t) = w(t), Vt € [t;, tiv1].

IT) Determinamos K, de forma andloga a la realizada en los casos anteriores, tal
que qi € Op,.

5.6.2. Cadlculo aproximado de la solucién

Este proceso es relativamente simple de implementar, con el uso de una versién
discretizada de las ecuaciones del teorema 5.5 en los instantes t; = T - j/n, con
7 =0,1,...,n — 1. Para la construccién computacional de qx utilizaremos, segin
los casos, las ecuaciones discretizadas siguientes en los instantes ; :

Si q’(tj) = O,

, T~ H.(ti,2(t:), 2 (1))
Lot =) A W) e |\ =T Eg ) me | <K
Tj_l Hz(tuz(ti)?z’/(tl )
K < —L_(t;,2(t;), 2 (t;)) - exp _;zzo H;(tz,Z(tz‘),Z/(tz))]

—Lzr(t,z(tj),z'(tj)) ~exp | —
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Siq'(t;) #0 y H(t,q(t;),qd (t;)) = Hs(t;)

—L.(t, Z(tj)’ Z/(t])) " €Xp

Si q/(t]‘) 75 0y Hpin= H(t7Q(tj)aq/(tj))
T3~ Ha(ti, 2(t:), 2/ (t:))
n ; H(ti, 2(ti), Z’(ti))] =4

El algoritmo que proponemos se basa en la construccién, para cada K, de una
sucesion doble (gx (), ¢ (ti)), definida por recurrencia, de la manera siguiente:

—L(t,2(t5), z'(tj)) - exp

i) ¢x(0) = 0 (volumen inicial).
ii) ¢ (0) (caudal inicial) que determinaremos en funcién de los casos siguientes:
a) Si —L7(0,0,0) < K < —L_(0,0,0), tomaremos ¢4 (0) = 0.
b) Si —L;C(0,0,0) > K y Ky < K, entonces determinaremos ¢ (0) tal que
se verifique la ecuacion:
K = —L,(0,0,¢x(0)).
¢) Si —L$,(0,0,0) > K y K < Ky, entonces determinaremos ¢ (0) tal que
se verifique la ecuacion:
H,(0) = H(0,0,qx(0)).
d) Si —L,(0,0,0) < K y K < K,,, entonces determinaremos ¢ (0) tal que
se verifique la ecuacion:
K = —L.(0,0,qx(0)).
e) Si —L,(0,0,0) < K y K > K, entonces determinaremos ¢} (0) tal que
se verifique la ecuacion:
Hyin = H(Ov 0, q/K(O))
iii) gr(ti) = qi (tim1)+ g (ti—1) (acumulador de caudales).
iv) Distinguimos dos casos en funcién de que ¢j-(¢;) pueda ser igual o distinto a

cero.
a) Si tomando ¢ (t;) = 0 se verifica

_g’i Hz(ti,qK(m,q;{(m)] <K

"3 H (ti, qx (t:), a5 (t:))

sz_i Hz(ti,QK(ti)vq/I(<ti))] ’

— L7 (tj,qx (t;),0) - exp

< —L,(t,qx(t;),0) - exp =
J J n = H, (ti, qi (L), qic (4)

efectivamente admitiremos que, en t;, ¢ (t;) sea 0.
b) Si, por el contrario, tomando ¢ (t;) = 0 no se verifica la expresién anterior,
caben varias posibilidades:
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19) Si

K < —L}(tj,ax(t;),0) - exp | ==

y existe X tal que se verifica

K = —L.(t,qx(t;), X) - exp

tomamos ¢y (t;) = X.
29 Si

T3 H(ts, qic (), g (t
K<—L:,(tj,qK(tj),0)-eXp __Z z( vaJK( z):qK( z))]

n = H (ti, qx (i), g (L))
y no existe X verificando la igualdad del apartado anterior, sino que
L Z H.(t;, g ( q/[((tz))

Ho(tiy qc (ti), g (i) |
tomaremos ¢ (t;) como aquel que satisface la siguiente igualdad:

H(tj, qx (), a (£5)) = Hi(t)).

K < —L(t,qxk(tj), X) - exp

3%) Si

K> —L,(tj,qk(t;),0) - exp | —

y existe X tal que se verifica

K = =L (t, g (t5), X) - exp | —

tomamos ¢ (t;) = X.
4*) Si

K > —L,(tj,qx(t;),0) - exp —51 o H (L arc(t), i (8)

y no existe X verificando la igualdad del tercer apartado, sino que

__Z z zaQK q,[((tz))
H(ti, qx ( ) w(t)) |

tomaremos ¢ (t;) como aquel que satisface la siguiente igualdad:

H(tj7 QK(tj)v q/K<tj)) = Hun.

T Z H. (t;, q (t:), q'K<t<>>]

K > —Lu(t,qx (tj), ax (t;)) - exp
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Observacién 6 En los arcos correspondientes a puntos de discontinuidad de

L, (ta dK (t)a ) :
a) La condicién

K

VAN

—L5(t, qx (t), qk (1)) - exp

=

T Hy(tax(t q’K(ti))
OHZ’ uq}( /K(tz))

es equivalente a la no existencia de solucién positiva, X, en el instante t, de la

ecuacion

—L.(t,qx (t),X) - exp

Jj—1 / )
_ZZ z tz;QK qK(tz))] ~ K,

7 2 Tt a1 (1), g (00)

siendo X la incégnita.
No hay méds que tener en cuenta el cardcter estrictamente creciente de L, con
respecto a 2/, si existiera X tal que ¢% (t) = 0 < X, necesariamente

La(t, ax (£), (1) < Lar(t g (£), X).
b) La condicién
-1
TS Z H(ti, g (t), 0 ()
n tuQK t qlK(tz))

=0

K < —L,(t,qr(t), k(1)) - exp

es equivalente a la no existencia de solucién negativa, X, en el instante t, de la

ecuacion

—L(t,qr (t), X) - exp i ar(t
19

2 (ti, e (ti), qic () | _
ZH '<tz>>]‘K'

De nuevo, por el cardcter estrictamente creciente de L,/ con respecto a 2/, si
existiera X tal que X < ¢ (t) = 0, necesariamente

Lz’(ta 4K (t)7 X) < Lz’(ta dK (t)v q}{(t))

Por tanto, si se verifican las dos desigualdades, forzosamente estamos en una
zona de parada de la central hidrdulica.

Obsérvese que en los instantes donde los valores obtenidos para z y 2’ violen las
restricciones minimas y méximas de capacidad de bombeo y generacién respectiva-
mente de la central, se impondrd a la solucién mantenerse en la frontera hasta que
se den las condiciones para su abandono, y en los arcos correspondientes a puntos
de discontinuidad de L,/(t, gk (t;), ) estamos en una zona de parada de la central
hidraulica. Para la programacién del algortimo se tendrdn en cuenta las observa-
ciones 4, 5 y 6 ya realizadas.
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5.7. EJEMPLO

Hemos elaborado un programa con el paquete Mathematica que resuelve este
problema de optimizacién, y la solucién puede ser construida de forma simple te-
niendo en cuenta el teorema 5.1 y el método desarrollado en la seccién anterior.
Mostramos su aplicacién a un problema hidrotérmico que consta de ocho centrales
de la red térmica Asturiana y de una central hidrdulica de bombeo de carga variable.

Los datos de las centrales térmicas son los representados en la tabla I del ejemplo
3.1, siendo las unidades de los coeficientes las ya reseniadas en este mismo ejemplo
y la equivalente minimizadora, Y (x), la obtenida en el apartado (c¢) para funciones
de costo incorporando pérdidas de transmision del sistema con restricciones en sus
potencias generadas.

Consideraremos un modelo de central hidraulica de carga variable cuya ge-
neracioén de potencia P, variard dependiendo de la positividad o negatividad (bombeo)
del caudal descargado. La potencia generada por la central hidraulica P}, dependerd
de z(t) y 2/(t) y la potencia consumida durante el bombeo serd una funcién lineal
de la cantidad de agua bombeada (M - 2/(t)). Asi, podemos expresar la generacién
hidrdulica como la funcién definida a trozos por:

{A(t)-z’(t)—B-z(t)-z’(t) si Z/(t) >0

Ph<t, z(t), Z/(t)) = M- Z’(t) si Z/(t) <0

donde A(t) y B son los coeficientes que dependen de las caracteristicas del embalse

(So +t-1); B:&.

_ B
- a

At) = 2

Asi, la funcién de generacién hidraulica efectiva es:

Pyt z(t), 2/ (t)) — buP2(t, 2(t), 2 (t)) si 2'(t) >0
Pi(t, 2(t), 2/ (t)) si 2/(t) <0,

H(t,2(t),2(t)) :== {

donde by; es el coeficiente de pérdidas.
Representamos en la tabla siguiente los datos relativos a la central hidrdulica

Tabla I: Datos de la central hidraulica.

Eficiencia G (m*/h.Mw): 526315
Restriccién de volumen b (m?): 1,1-107
Flujo natural de agua i (m>/h): 3,1313 - 10°

Coeficiente de pérdidas by (1/Mw): 0,00015

Volumen inicial Sy (m3): 200 - 10%

Coeficiente By, (m~2): 149,5 - 10~
Potencia méxima P4, 70

Consideramos, en primer lugar, M = M; = 59,0825 - 1076 (h.Mw/m?), que
representa la potencia consumida por unidad de agua bombeada.
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El intervalo de optimizacién es [0,24], con una discretizacién de 24 - 4 subinter-
valos y utilizamos el método de la secante para determinar el valor de K para el
cual g (T) — b= 0. En 3 iteraciones:

gk (T) — b < 107%(m?)

para K = 1505, 602956057 - 107,

La figura 5.2 representa la potencia térmica 6ptima P, (Mw) y la potencia
demandada P; (Mw) y la figura 5.3 representa la potencia 6ptima de la central
hidraulica P}, (Mw).

Obsérvese que la potencia térmica 6ptima permanece constante en todos los
instantes en que la central hidraulica estd bombeando situacién en la que se verifican
las hipétesis de la proposicién 5.2.

P(Mw)

1800

1600
_ Pd

1400
o F?e

1200
t(h)

6 12 18 24
Figura 5.2. Potencia demandada P;(t) y potencia térmica 6ptima Py (t).

P (Mw)

100
50
t(h)
- 50
- 100

- 150

Figura 5.3. Potencia hidrdulica éptima.

A continuacién, planteamos la optimizaciéon del mismo sistema hidrotérmico fi-
jando una restriccién de potencia méxima para la central hidrdulica de 75 Mw.
Obtenemos K = 1502,867808946486 - 10~ en 6 iteraciones respetando la tolerancia
establecida de 1073, Obsérvese que al imponer restriccién méxima de generacién en
la central hidrdulica se produce una disminucién en la cantidad de agua bombeada.
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Aportamos como dato que el maximo bombeo en este caso es el correspondiente a
—160,199 Mw mientras que en el caso libre es de —176, 735 Mw.
Mostramos en las figuras 5.4 la solucién 6ptima de la central hidrdulica obtenida.

P.(Mw)

50 \

t(h)

- 50

- 100

- 150

Figura 5.4. Potencia hidraulica éptima(P,,,,= 75).

A continuacion, con el fin de mostrar el comportamiento de la central hidrdulica
en funcién del aumento del costo al bombear agua, hemos desarrollado el mismo
ejemplo tomando M = My = 60,7868 - 1076, Presentamos, en la figura 5.5, la
solucién 6ptima de la central hidraulica en este caso.

P (Mw)

75
50

25
t(h)
12 18 24

-25
- 580

-75

Figura 5.5. Potencia hidrdulica 6ptima para Ma.

Obsérvese como varia (figuras 5.4 y 5.5) el intervalo de transicién suave (teorema
5.4) al considerar valores diferentes de M : cuanto mayor es M, mds largo es el
intervalo de parada de la central.

Para finalizar en la tabla siguiente se resefian los costos de la solucién éptima en
cada uno de los casos considerados.

Tabla II. Costo de la solucién 6ptima.
My y P libre | M1y Prge =75 | Moy Prge =75
1103780 € 1103790 € 1103950 €




Capitulo 6

PROBLEMA
MULTIDIMENSIONAL

6.1. INTRODUCCION

En este capitulo abordamos el estudio de los sistemas que constan de varias cen-
trales hidrdulicas. El problema de optimizacién de un sistema hidrotérmico, cuando
son varias las centrales hidrdulicas, es muy complejo, téngase en cuenta, que el pro-
blema variacional asociado estd ligado a la resolucién de un sistema de ecuaciones
diferenciales con condiciones de contorno.

Grau, en [72], sugiri6 la utilizacién de un algoritmo inspirado en el método del
descenso coordenado ciclico y demostré su convergencia asumiendo importantes sim-
plificaciones. El procedimiento consiste en resolver, bajo ciertas condiciones, el pro
blema de optimizacién de un sistema hidrotérmico con n centrales hidrdulicas,
H, —T1, como limite de una sucesién de problemas con una tnica central hidraulica,
Hy —Ty.

En este capitulo, retomando esta idea, hemos realizado una nueva y mds ge-
neral demostracién de la convergencia del citado algoritmo utilizando una adecuada
adaptacion del teorema global de convergencia de Zangwill [?]. Asimismo, se propone
un modo de acelerar la convergencia del algoritmo utilizando una técnica inspirada
en el método de Gauss-Southwell para lo cual se introduce un concepto sustitutorio
al del gradiente que hemos denominado desajuste.

Para la resolucién de cada uno de los problemas H; — 11, utilizaremos los algo-
ritmos desarrollados en los capitulos precedentes.

Finalmente, presentamos la resolucién de problemas reales de optimizacién hidro-
térmica con los que se evidencia la potencia del algoritmo propuesto, implementado
con el programa Mathematica.

100
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6.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En el capitulo 2, para m centrales térmicas y n hidraulicas, habfamos planteado
el problema hidrotérmico generalizado Hy,-T,,. En el capitulo siguiente se dieron
las condiciones para poder, a partir de m centrales térmicas, construir la térmica
equivalente. De este modo, el problema H,-T,, fue sustituido por otro equivalente
de la forma H,-T;.

En esta situacién, admitiremos la posibilidad de que el sistema hidrdulico conste
tanto de centrales de bombeo como de las que no tienen esta capacidad. Supongamos
que de las n centrales hidraulicas las k primeras son de bombeo (lagrangiano no
regular). En este caso, consideraremos, para cada ¢ € {1,...,k}, sin pérdida de
generalidad, que la funcién L, (t,Z,21,. .-, %i_1,% %41, -, %,) (continua a trozos)
presenta una tnica discontinuidad en z; = 0 (zona de parada de la central hidrdulica
i-ésima). Denotaremos por S; el conjunto de puntos donde L, no es continua, es
decir: '

Sii={(tZ 2, ..., 21,0, 204, ...,2,) € [0,T] x R*"}

Bajo estas consideraciones, el problema hidrotérmico generalizado con res-tricciones
de desigualdad para las potencias generadas consiste en la minimizacién del funcional

T
F(z):/o L(t,z(t),Z (t))dt

siendo L(-,,) funcién de clase C? <[(),T] x R2" — ij SZ) y L(-,-,Z") funcién de
clase C2([0, T] x R2), de la forma -
L(t,Z(t),Z'(t)) = ¥ (Py(t) — H(t,Z(t),Z (1))
en el conjunto’
©:={zc (C'0,T))" /Z(0)=0,%Z(T)=b, Himm < Hi(t,Z(t),Z (t)) < Hmax }-

La busqueda del minimo del problema planteado se hace, en los capitulos prece-
dentes, en el conjunto de funciones admisibles C*[0, T]. Sin embargo, como pudimos
comprobar (transicién suave) en el caso de problemas variacionales con restricciones
y, como veremos en el capitulo siguiente (teorema 7.4.) para problemas con la-
grangiano no regular, se obtiene que el minimo, caso de existir, se alcanza en una
funcién de clase C*, razén por la cual vamos a considerar en el conjunto © funciones
admisibles sélo de este tipo.

Obsérvese, por otra parte, que el trabajar con centrales de bombeo supone admi-
tir que los caudales pueden tomar valores negativos y, por tanto, H; i representara
el méximo gasto de la central ”+” cuando bombea.

!Si consideramos el problema de Bolza, con
©:={z e (C'0,7])" /Z(0)=0,%(T)=b, 0< H(t,Z(t),Z (t)) < Himax }

los desarrollos serian idénticos.
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Consideraremos ademds las siguientes hipdtesis:

» Supondremos que la funcién ¥ : R — R es estrictamente creciente y estric-
tamente convexa, Vr € R.

» Consideraremos que Vq € O :

n

H(t,q(t) Z (t))v y

=1

O*Hi(t,a(t),q (1))
02,07/ ;

=0

siendo H;(-,-,-) la funcién de generacién hidraulica de la central i-ésima?.

» Consideraremos que los caudales admisibles estdn uniformemente acotados.
Para cada central hidraulica i =1,...,n, 3 N;, M; € R tales que Vz € O :

N; < Zi(t) < M; Yt e [0,T]

» Supondremos que L./ (t,Z, 21, -, Zj_150 %415 - - Zp) €5 estrictamente creciente
con respecto a z;.
» Si(t,q(t),q(t)) € S;,siendoq = (q1,-..,qn), entonces

Himl’n 7é Hi(tac_l(t)> qa(t% SRR qz—l(t)a 0,(];_,_1(75), teey q;(t)) 7& Himéx

3paracada i =1,...,n,

OH;(t,(t), 21 (1), ..., 2i_1(),0,2; 1 (t),..., 2, (1))
azi

» Seguimos considerando la positividad estricta de

OH; (7,7
07 ’

(2

Vi=1,..,n

» Tomamos en O la topologfa con la cual las sucesiones convergentes son las
sucesiones que convergen uniformemente asi como también sus derivadas. Dicha
topologia es la inducida por la siguiente norma:

—k . ¢ — — . ‘ ‘ . /
[al]” := max{[[qlloo, |[@[loc} = méx{ mdx [gi|[cc, max [|gj[|oo}
i=1,...,n i=1,...,n
El algoritmo de resolucién que vamos a proponer se basa en la obtencién de la
solucién de un problema de tipo H,, — 17, a partir de la resolucién de una sucesién
de problemas de tipo H; — 11 que analizamos en el siguiente apartado.

2Obsérvese que, en términos de centrales hidraulicas, la nulidad de las derivadas parciales
cruzadas significa que en el régimen de funcionamiento de la central i-ésima no influye el caudal del
resto de las centrales.

3Suponemos, por simplificar, que en los momentos de méxima generacién o bombeo no se pro-
ducen discontinuidades de ng v que, en los puntos de discontinuidad de ng, no hay variacién de
la funcién de generacién-bombeo respecto del volumen.
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6.2.1. Planteamiento para el caso uni-dimensional
Definicién 6.1 Para cada q = (q1,...,qn) € O, llamaremos
H%(tv 2, Z,) = H(ta Q1(t)» o0y qi—l(t)v 2, qi—l—l(t)v 0y Qn(t)v qll (t)v 0y 2/7 0y qiz(t))

a la potencia generada por el sistema hidrdulico, como funcion del caudal y volumen
turbinado por la central i-ésima, suponiendo un determinado comportamiento para
el resto de las centrales.

Definicién 6.2 Siq=(qi,...,q,) € O, consideraremos

L%(tv 2, Z/) = L(tv ql(t)7 () Qi—l(t)7 Zi, Q’i-l-l(t)a () Qn(t)7 qll(t)v () Zga () Q;L(t))

y el funcional Fé : 9; — R siguiente:

T
Fi(z) = F(ql,...,qi1,z,qi+1,...,qn):/ Li(t, =(t), 2/ (1)),
0

donde 4 ‘
L%(t, 2,2)=" (Pd(t) — Hg(t, z, z’)) , Y
OL:={z€C'0,T] / 2(0) =0, 2(T) =b; , Himm < Hg(t,2,2") < Himax }-
Asi, la minimizacion del funcional Fé implicarfa la minimizacién sobre la compo-

nente ¢-ésima de un elemento del conjunto © suponiendo un cierto comportamiento
para las restantes. Fé alcanza el minimo, caso de existir, en el conjunto @%.

Definicién 6.3 Llamaremos aplicacion minimizadora i-ésima la aplicacion
®,: 0 — O tal que para cada G = (q1,..-,qiy---yqn) € O

‘I)i(Q1a---aQi»-~-aQn):(QL---,C]*’---,C]n),

donde ‘ ‘
Fg(q®) < Fgl(zi)
Yz € 9% —{q*}, es decir, ¢* minimiza Fé.

Establecemos, en la seccién siguiente, un resultado que nos permite caracterizar
los candidatos a minimo del problema n-dimensional.

6.3. CONDICION NECESARIA DE MINIMO

Consideremos, en primer lugar, la siguiente definicion.

Definicién 6.4 Si (t,q(t),q'(t)) ¢ Si, Vt, llamaremos i-ésima funcién de coordi-
nacion de q € © la definida en [0,T] de la manera siguiente:

S

Ql |l

t 5. q /
V(1) = —Luy (L0, (0) - exp [— | eda T
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Denotaremos

" H.,(s,4(s),
0 H;E(Sv 61(8)7

(Ya) " (#) = —LE,(6,a(1), @) - exp

(630,36,
0 H,ZZ(57(_1(S)>G (5))

Teorema 6.1 (Teorema de coordinacion n-dimensional) Si q=(q1,...,qn) € © es
solucidon del problema planteado, entonces existe {K;}? ; C R tal quet:

i) Si (4,q(t),d(1) € S,
(Vo) (1) < Ki < (Yh)

i) Si (6,q(0),q (1) ¢ S,
< K; si Hi(t,q(t),q(t)) = Himn

(
Va(t) es § =K; mﬂmm<H@aUa<»<mmX
> K; si Hi(t,q(t),q(t

S

(Yg) ™ (8) = —L(t,a(t).q(1)) -exp |~

~(b).

)) zmax

Demostracién. Recurriendo al cuarto teorema de coordinacién y teniendo en
cuenta que el Principio del Minimo de Pontryagin se cumple para cada una de las

componentes ¢ = 1,...,n, fijadas las restantes, podemos concluir que para cada
1=1,...,n, existe K; € R verificando la tesis del teorema.

|

Haremos la suposiciéon adicional de que para cada @ € © y para

i =1,..,n, Fé posee un tnico minimo y, por tanto, la condicién de minimali-

dad que se deriva del teorema de coordinacién en el problema correspondiente es
también condicién suficiente de minimo. Bajo estas condiciones, vemos que el pro-
blema uni-dimensional, F%, alcanzard su minimo en la componente i-ésima de ¢,(q),
funcién de clase C.

Ademais, conforme se ha definido Fé, obsérvese que, dado q=(q1,- -, Giy---,qn) ¥y
denotando por @ = (¢1,..-,¢,---,qn) yPOr @’ = (q4,...,4",...,4q,), se verifican:

D(ULumwwm L.o(t,q(8).T(£):
n(m)t%wwm ., (1,4(0), T (1)).
i) (HE) |, (bad). d(t) = Hoy (1307 0)).
iv) Si qZ’f t) es punto de continuidad de (L%) (.4} (t),-), entonces L.; es

%

continua en (¢,qf(¢),q/(t)) y reciprocamente.
v) Si ¢(t) es punto de discontinuidad de (L%) y (t,q;(t),-), entonces L es

discontinua en (¢, qf(t),q;’(t)) y reciprocamente. Por ‘ganto, q’(t) =0.

*Obsérvese que en el caso de las centrales hidraulicas sin capacidad de bombeo (lagrangiano
regular), L., es continua en [0,7] x R®", es decir, sélo es aplicable el apartado (ii) del teorema
(S; =@ paracadai€ {k+1,...,n}).
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Proposicién 6.1 Si g € O, entonces ¢;(@)=(q1,---,q},-..,qn) es de clase C* y
existe {K;}7; C R tal que:

i) Si ¢ (t) es punto de discontinuidad de (L%) (t,qf(¢),"),

!
%

(Yfm@y () < Ki < (Yf}z—@) (t).

ii) Si (L%) (t,qf(t),-) es continua en g’ (t),

z

<K; si Hl(t,q:(t),(_l;k/(t)) = H;imin
Ki 8% Himl’n < Hi(tac_l*(t%ﬁ'?,(t)) < H’iméx
K; si Hi(t,q;(t),q;(t) = Himax-

1

Yo, @) es

AV

Demostracién. Como ¢ minimiza a Fé, a partir de los teoremas 5.4 y 7.4,
concluimos que ¢,(q) es de clase C'. Nos apoyamos en el primer teorema para ase-
gurar la pertenencia a C' del minimo del problema planteado en aquellos puntos de
discontinuidad de <L%) " El segundo teorema junto con algunos otros resultados,

que se muestran en el capitulo siguiente (el conjunto @% es moldeable), nos garan-
tizan para aquellos puntos donde <L%) , es continua, que el minimo de F%, q;, es

Z;
C*. Por tanto, ¢;(q) es de clase C*.

Por otra parte, considerando de nuevo que ¢ minimiza a Fg, siguiendo un ra-
zonamiento andlogo al del teorema de coordinacién n-dimensional, podemos concluir
que existe {K;}" ; C R tal que

i) Si ¢ (t) es punto de discontinuidad de (L%) (t,qf(t),-), entonces L, es

!
%
[ ]

discontinua en <t, ¢;(q),9; (G)), de donde

(Y’@@y )<k < (Yig) @

ii) De forma andloga, si (L%) (t.q;(t),-) es continua en ¢’(t), entonces L., es

!
%

continua en (t, ¢;(Q),0; (?1)), de donde

. < K; si Hl(t’qr(t)aar/(t)) = H;min
Yé’z((_l) (t) €s = KZ 82: Hl ml'n_*< H1£i7/a* (t)aa;k/(t)) < H’iméx
> K; si Hi(t,q;(1),q;(t) = Himéax-
|

Mostramos, a continuacién, el algoritmo de optimizacién de cardcter iterativo
descendente que proponemos para la resolucién de un problema de tipo H,, — 17.
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6.4. ALGORITMO DE OPTIMIZACION

En esta seccién, como ya hemos comentado, se presenta un algoritmo de resolu-
cién numérica del problema hidrotérmico con n centrales hidrdulicas, basado en el
método de descenso coordenado ciclico.

La idea del método de descenso coordenado es utilizar los ejes coordenados como
direcciones de descenso. Asf, si consideramos la funcién G : R® — R, G € C1(R"), y
X = (z1,...,2j,...,%y), el método busca el minimo de G en todas las direcciones €;
de forma secuencial. Una vez fijada la direccién de movimiento, el valor de la fun-
cién objetivo depende solamente de una variable, y sobre esta funcién ”univariante”
se pueden utilizar algoritmos de bisqueda para funciones de este tipo. Esto es, el
descenso respecto de la coordenada z; significa que la funcién G(z1,...,z;,...,2y)
es minimizada con respecto a x; mientras consideramos fijas el resto de las compo-
nentes.

La diferencia entre los distintos métodos de descenso radica en la regla mediante
la cual se selecciona la direccién de movimiento en cada paso del algoritmo. En el
caso del descenso coordenado ciclico se minimiza la funcién G en cada direccién de
forma ordenada, desde la primera coordenada hasta la n-ésima. Posteriormente se
repite el proceso comenzando de nuevo desde la primera coordenada.

Nuestro objetivo es adaptar la versién de este algoritmo para espacios de dimen-
sién finita a nuestro problema variacional con restricciones.

6.4.1. Construccion del algoritmo

El algoritmo sera secuencial. Para el problema H,-T; realizard varias iteraciones
y en cada iteracién k-ésima calculard n pasos, uno por cada central hidrdulica. En
cada paso se calcula el funcionamiento éptimo de una hidraulica mientras suponemos
fijo el comportamiento del resto de las centrales.

La construccién del algoritmo se llevard a cabo de la siguiente manera: comen-
zando con un cierto gy = (go1, - -, qo,n) admisible, construiremos una sucesién de
q; a través de aplicaciones sucesivas y ordenadas de {¢;}i-;.

Definicién 6.5 Denotaremos por ® la aplicacion ® : © — O tal que para cada
qeo

donde
(1* = (¢n o ¢n71 ©--+0 (bg % ¢1)(Q)
En cada iteracién k-ésima del algoritmo se habrdn ”minimizado las n centrales

hidraulicas” a través de las aplicaciones minimizadoras i-ésimas en el orden estable-
cido, obteniéndose el nuevo elemento, q;,, admisible,

QG =P(@x_1) = (¢, 00, 000,00 )( 1)

Definicién 6.6 Se llama sucesidn descendente del problema H, — 11 toda sucesion
{Q,} C © donde

q, = P(q;_1).
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El limite de esta sucesién descendente nos proporcionars el minimo buscado

i

El método desarrollado, desde el punto de vista algoritmico y computacional,
se trata de un proceso iterativo que calcula, en cada paso de cada iteracion, el fun-
cionamiento 6ptimo de una central hidrdulica, suponiendo fijo el comportamiento de
las restantes. De este modo, tenemos un régimen de funcionamiento de las centrales
hidrdulicas cada vez menos costoso y convergente al éptimo.

En cada iteracién k-¢sima han de actuar todas las {¢; };_; en el orden antes
mencionado. Partiendo de un q;_; admisible, la actuacién de cada ¢; supone la
resoluciéon de un problema de tipo Hy — T7. Al completar la iteracién k-ésima se
obtendra un nuevo qj, admisible.

En cada uno de estos pasos, podemos utilizar para la construccién tedrica de
¢;(q) las herramientas propuestas en la seccién 5.6 del capitulo 5. Se tratard de
buscar, para cada K, la funcién qx que satisfaga en este caso las ecuaciones de la
proposicién 6.1 y, de entre ellas, la que dé lugar a una funcién admisible, qx € @%.
Obsérvese que, ahora, consideraremos para cada ¢

dLg(0,0,m)
m,i:_T con Hi(0707q1>"'ama"'7Qn):Himfn
y
dLL(0,0, M)
M,i:_T con Hi(0707q17"'7M>"'aQ7L):HiméX7

por lo que Vz € (m, M) (con la hipétesis de que L./(t,Z, 2y ey 2y uy By s ees Zry) €8

o 2,
estrictamente creciente respecto a zg), tenemos que

OLL(0,0,x
M < sz

Ky < —
My 0z’ ’

La peculiar forma de ¢,(q), expresada en la proposicién 6.1, nos permite abordar
su cdlculo aproximado utilizando métodos similares a los ya comentados en capitulos
precedentes.

Por tanto, la construccién aproximada de ¢;(q) se llevara a cabo con el uso de
una versién discretizada de las ecuaciones de la proposicién 6.1, en los instantes
tj =T - j/n, de forma andloga a la realizada en la seccién 5.6.1.

6.4.2. Convergencia del algoritmo

Determinamos que bajo las condiciones impuestas el algoritmo converge a la
solucién del problema. Recordamos, en primer lugar, algunas definiciones necesarias
en este proceso.
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Definicién. Se dice que un subconjunto K C X, (X,7) espacio
topoldgico, es relativamente secuencialmente compacto si cada sucesion
de puntos de K tiene una subsucesion que converge a un punto de X.

Definicién. Sea {f,,} sucesion de funciones definidas en D C R,
Sea x € D, {fm} se dice equicontinua en x si, para cada € > 0, existe
0 >0 tal que Yye D si |y—z| <, entonces

|fm(y) — fm()| <e.

Definicién. Dada {fm},,c; sucesion de funciones, se dice que estd
uniformemente acotada si 3C € R tal que

fmlle < C, ¥me I

Definicién. Se dice que una funcién f: X — Y entre dos espacios
topoldgicos es secuencialmente continua en el punto © € X si toda suce-
sion {x,} en X convergente a x tiene la propiedad de que f(x,) — f(x)
en Y.

Teorema. (Arzela-Ascoli) Si una sucesion { fr},o_; en C(X) es uni-
formemente acotada y equicontinua en cada punto de X, entonces posee
una subsucesion uniformemente convergente.

Teorema de Zangwill de convergencia global de algoritmos
de descenso. Sea A : X — P(X) un algoritmo en X y supdngase que,
dado xg, se genera la sucesion {xy}re, que cumple

Ti+1 € A(zr).

Dado un conjunto solucion I' C X, supdngase:
i) todos los puntos xyp estdn contenidos en un conjunto compacto
S CX;
it) existe una funcion continua Z en X tal que
a) si x ¢ T', entonces Z(y) < Z(z) para toda y € A(z);
b) si x € T', entonces Z(y) < Z(zx) para toda y € A(x);
i11) la transformacion A es cerrada en puntos que estan fuera de T'.
Entonces el limite de cualquier subsucesion convergente de {xj} es
una solucion.

Bajo estas consideraciones, presentamos, a continuacién, una versién topolégi-
ca del teorema global de convergencia de algoritmos de descenso con unas nuevas
hipétesis que no afectan a la correccién de la demostracién proporcionada en [?] por
Zangwill; en concreto, el cardcter cerrado de la funcién descendente es sustituido
por continuidad secuencial y la compacidad por compacidad secuencial relativa.
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Teorema 6.2 Sea ® una transformacion en el espacio topoldgico (X, T), y supon-
gamos que, dado xo € X, se genera la sucesion {xy}tnen definida por la recurrencia

Tn+1 = (I)(xn)

verificando lo siguiente:

i) {zp}tneny € K C X, donde K es relativamente secuencialmente compacto.
ii) Eziste una funcion secuencialmente continua F : (X,7) — (R, | - |) satisfa-
ciendo:
O(z) # 2= F(®(x)) < F(x).

iii) ® es secuencialmente continua en X.
Entonces toda subsucesion convergente {n, }ren converge a un punto fijo de .

Demostracién. Idéntica a la presentada por Zangwill para el teorema global de
convergencia de algoritmos de descensos.

Indicamos que la transformacién ®, asociada al algoritmo considerado en nuestro
caso, es punto a punto, y que el conjunto solucién es el de puntos fijos de .

|

Aunque en los espacios topolégicos metrizables el cardcter secuencial de la com-
pacidad y de la continuidad es irrelevante, mantendremos esta nomenclatura para
mayor comodidad en las demostraciones.

Tratamos de ver bajo qué condiciones la sucesién generada por nuestro algoritmo
verifica el teorema anterior para garantizar su convergencia.

Lema 6.1 Sea (X,7) un espacio topoldgico con K C X relativamente secuencial-
mente compacto. Si la sucesion {x,}neny C K wverifica que todas sus subsucesiones
convergentes tienen el mismo limite, entonces {xy}nen converge a ese limite de X .

Demostracién. Procedemos por reduccién al absurdo.

Sea ¢ € X el limite de todas las subsucesiones convergentes de {z, }nen, ¥y supon-
gamos que {zy }nen no converge a £.

Tendremos que existe V, un entorno de ¢, tal que Vk € N existe ng > k cumplien-
do zy,, ¢ V; de modo que la subsucesién{z,, } no puede poseer ninguna subsucesién
convergente a ¢, contradiciendo las hipétesis.

|

Caracterizamos, a continuacion, la equicontinuidad de una familia de funciones
C' a través de una propiedad de la familia de sus derivadas.
— ~ n
Lema 6.2 Dada una familia de funciones F={f\ = (fx1,..., fan)}trer C (Cl [a, b]) )

‘ . . — .
si la familia de sus derivadas {f\}xer es uniformemente acotada, entonces F es
equicontinua.

Demostracién. Sea C € R tal que |[fy|lso < C , VA €L

Dado € > 0, sin més que considerar 6 = rok tendremos que Vz,y € [a,b], VA €1
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lz—y| <d=|fri(z)— friy)| <lz—y|l-C<d-C=¢ec;Vi=1,...,n
|

Lema 6.3 Si {Q,,}men C O converge uniformemente a Q@ y {@,,}men €s equicon-
tinua y uniformemente acotada, entonces

— . —
{@,,}men converge uniformemente a q .

Demostracién. Por ser la sucesion {@),}men equicontinua y uniformemente
acotada, en virtud del teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesién {aﬁnk}keN
que converge uniformemente a q. Ahora bien, como {q,, }ren converge uniforme-
mente a q, tenemos que q = q'.

Ademds, cualquier otra subsucesion de {@, }men es también equicontinua y uni-
formemente acotada, de modo que tendrd, a su vez, una subsucesién convergente.

Por otra parte, cualquier subsucesién de {@, }men que converja uniformemente,
debe converger a q@'.

Estamos, por tanto, en las hipétesis del lema 6.1, puesto que {@), }men €s un
conjunto relativamente secuencialmente compacto en (C°[0,T],|| ||o) ¥, por tanto,

{@,, }men converge uniformemente a q .
|

Lema 6.4 Sea Q C [0,T] x R*™ y L :Q — R localmente Lipschitziana. Para cada
g € CH([0,T],R*) tal que (t,g(t),d'(t)) € QVt € [0,T] definimos

Ly(0) = g0, g'0) v Wylo)i= [ Lis.9(s).5/6))ds.
Si{Q,, }men converge a q en (O, ||*) entonces
{Lqg,, }men converge uniformemente a Lg
{Wg,, Ymen converge puntualmente a Wy.

Demostracién. Por ser L localmente Lipschitziana en 2, es lipschitziana en el
conjunto {(t,g(t), ' (t)) € Q / t € [0,T]} entonces IC € RT tal que

|L(t,G,, (1), T, (1) — L(t,q(t), @ (t))| < C - |[q,, —qll" vt € [0,T] y YmeN

Por hipétesis, Ve >0 3Im. € N tal que |[q,, —q|* < &, Vm > me..
En consecuencia, Ve >0 Im. € N tal que Vt € [0,7] y ¥Ym > m.

|L(t,q,,, (1), @, (1) — L(t,G(1), T ()| < C- g, —ql" <e.

Asi pues, {Lg  }men converge uniformemente a Lg y, como consecuencia in-
mediata de ello, tenemos también que {Wg, }men converge puntualmente a Wa.
|
En la proposicién siguiente, establecemos bajo qué condiciones la sucesiéon de
funciones de coordinacién i-ésimas de {q,, }men (uniformemente convergente a q)
converge puntualmente a la funcién de coordinacién i-ésima de su limite q.
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Proposicion 6.2 Sea L en las condiciones establecidas en el planteamiento del
problema. Si {q,, }men converge uniformemente a q en (©,|| |[|*), entonces

Si (t7(_1(t)vql(t)) ¢ Si, {Y%m}mEN converge puntualmente a Y%.
o {amk}keN C {Q,, }men tal que

; +
{(,)
i (a0 q W) € 5. | v
¢ 3 e {nbmen tal que

(7.) )

Demostracién. Hagamos para cada z € Oy :

converge puntualmente a (Y%)
keN

converge puntualmente a <Y%>_
seN

LZE(t) L= _ng (t,ﬁ(t),zl(t)),
i H.,(t,2z(t),Z'(t))
S0 = a0, 70)

() @ =— tS%(s)ds,
0
Vi (1) = L, (1) - explly, (1)

De forma similar, denotaremos por
(vi,) 0 = (1) &-ewl(t,)" ©)
(ve,) ® = (L&) ®-eol(l) @

siendo
W0 LT, W) 0= [ e,
e 5,7(s),Z (s

Podemos distinguir dos casos:

i) Si (t,q(t),q'(t)) ¢ Si, L, es de clase C' y, por tanto, lipschitziana en S;. En
virtud del lema 6.4, {]L%m }men converge uniformemente a ]L%. Aplicando el mismo
razonamiento, dado que H o # 0, Vi = 1,...,n, obtenemos que {Sfjm}meN converge
uniformemente a S’a y, por consiguiente, {I[ﬁ—lm}meN converge puntualmente a I, de
donde concluimos que

{Y%m }men converge puntualmente a Y%.

ii) Si (¢,q(t),q'(t)) € S;, entonces L es discontinua en este punto y, por tan-
to, ¢i(t) = 0 es punto de discontinuidad de (L%) " Como {Qq,, }men converge

uniformemente a q en (0, || [|*), puede suceder que:
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a) Vm, qp, ;(t) > 0. Se verifica que L/ en [0,7] x R" x R~ x R* x R" es de
clase C'; en particular, serd localmente lipschitziana y, en virtud del lema 6.4,

. + A\ +
{(Li—l ) } converge uniformemente a (]L%) . Igualmente considerando
" meN

N
H;? # 0, Vi = 1,...,n, obtenemos que {(S%m) } converge uniformemente a
! meN

N\ T . + A\ +
<S’a> y, por consiguiente, {(I[% ) } converge puntualmente a (]I%) , de
meN

donde concluimos que
vi )" tualmente a (Yi)"
& converge puntualmente a ( ﬁ)
meN

b) Vm, gy, ;(t) < 0. Siguiendo un razonamiento andlogo al anterior, concluimos
que

{(Y%m) } converge puntualmente a (Y%)_
meN
C) Existen {ka}kGNv {Qms }SGN - {qm}mGN tales que

q;nk,i(t) >0
I, i(t) < 0.

Razonando de forma similar a los casos anteriores, obtendremos que

7 + i\t
Y& converge puntualmente a (Yﬁ)
keN

Ay,

{ (Yam >} converge puntualmente a (Y%) B
° seN

Corolario 6.1 Sea {qQ,,}men convergente a q en (0,|| ||*), verificando

N -
yesi (Yh ) @< Kui< (V) (@)
) ¢ Si>
. < Km,i st Hl(t,?lm(t)>q;n(t)) = Himm
YL (t) es = Kmﬂ' S1 Himin < Hi(t,(_lm(t),a;n(t)) < Himéx
> Koy si Hy(t @ (0),8(0) = H

a) Si (t,G (1), @ (t)
b) i (t,G,(1), @ (2)

i max-

Entonces {Kp i}men converge vy, llamando K; a su limite, se cumple que

i) i (t,q(t),q'(t) & Si,

| < si BT = B
Y%(t) €S = Ki s1 7,m11’1 < H (t Fl( ) ( )) < H%m&X
> Ki si Hi(t,4q(t),q () = Himéx-
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-\ + N\ —
i) Si (t,q(t),q(t) € S; entonces (\yza) (t) < K; < (Y%) (t).
Demostracién. Es evidente que, Vi = 1,...,n, { Ky, }men converge, pues de lo

. . + -
contrario {Yg }men 0 {(Y%m ) } {(Yﬁlm ) } no convergerfa, contradi-
k keN y s€N

ciendo la proposicién 6.2. Denotemos por K; su limite.

i) Si (¢,q(t),q'(t)) ¢ Si, entonces se pueden dar tres casos:

o Si Himmn < Hi(t,q(t),q (t)) < Himax, existe k € N tal que, para todo m > k,
H;min < Hi(t,q,,(t),q,,(t)) < Himax; por tanto,

Ye(t) = lim Y& = lim Ky = K; si Himm < Hi(t,G(t),q (1)) < Himax-

m—oo 9dm oo

. S1 ( q(t) q'(t)) = Himax, existe k& € N tal que, para todo m > k,
= H;msx ¥, por tanto, para todo m > k,

Y5 (t) > Ky = Yg(t) > K;.

o Sl Z( q(t),

'"(t)) = H;mm, existe k& € N tal que, para todo m > k,
H; nwin v, por tanto, para todo m > k,

[jte]

Y5 (t) < Ky = Yg(t) < K.

ii) Si (¢,q(t),d'(t)) € S;, entonces, por la proposicién 6.2, podemos afirmar que

SNt N
3 {Qn, tren C {Qn}men tal que {(Y%Tnk) }keN converge puntualmente a <YLE>
y/o
3 {q,, }sen C {Qn}tmen tal que {(Y%‘ms) } . converge puntualmente a (Y%)
se

. + .
Ademds, sabemos que se verifica que, (Y% ) (t) < Kp,i < (Y%l ) (t) vy
M m
N N
<Y%m ) (t) < Kp,i < <Y%m ) (t), de donde se deduce facilmente que

(Ye) " (1) < K < (V)™ ().

|
Teorema 6.3 Si {q,,}men ¥ {6;(Q,,) men convergen en (O, ||*) entonces
{6;(Q,,,) }men converge uniformemente a ¢;( lim q,,).
m—0o0

Demostracién. Sea S, := ¢;(q,,) que converge uniformemente a § y §,, a §.
La proposicién 6.1 junto con el corolario 6.1 nos aseguran que:

i) St (¢,5(),8(1)) ¢ Si,

< K; si H;i(t,5(t),5'(t)) = Himn
Yi(t)es ¢ =K; si Himm < H;(t,5(t),5(t )) < H;max
> Ki st H(t,5(t),5(t)) = Him
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ii) Si (¢,58(t),8'(t)) € S;, entonces (Y%)Jr (t) < K; < (YY) (¢) de donde con-
cluimos que, ¢,(S) =S.

Nétese ahora que q,,, y S, = ®i(q,,) difieren solamente en su componente i-
ésima, propiedad que también verifican sus limites; luego, al minimizar sobre esta
componente, aplicando ¢;, obtendremos el mismo resultado:

|

Corolario 6.2 Sea ® := ¢, 0---0¢d. Si {q,tmen ¥ {P(Q,,)}men convergen en
(©,]] |I*) entonces

{®(q,,) }men converge a ®( lim q,,,).
m—0o0
Demostracién. Si {(_1m = (Qm,b e Qm,n)}meN converge a q = ((h: ey n)

implica que {gm,i}men ¥ {Q;m}meN convergen uniformemente a ¢; y ¢, respec-
tivamente, Vi = 1, ..., n.

Como {®(q,,)}meny converge en (O,|| ||*), consideremos {®(q,,)
o
(@n1s- - G tmen ¥ {®@y) = (g1 Gn) bmen  convergentes uniforme-
mente a §° y S respectivamente. Al ser ® = ¢, o --- o ¢, tenemos que

Gn [(¢p_10-++061) (@,,)] converge, de donde deducimos que

(gbnfl 00 ¢1) (qm) = (QIn,la s 7q:n,n—17 qm,n)

también converge, pues ¢y, ; converge a s; Vi=1,..,n—1 y gmn converge a qn
por hipétesis.
De igual forma, podemos asegurar que,

(gbnfl 00 ¢1) (qm) = (Q;Kr;,la s 7q:rlb,n—17 q;n,n)

‘. */ *! - /
también converge, pues q;, ; converge a s’ Vi=1,..,n—1 y g, converge por
hipétesis.

Aplicando de forma reiterada este razonamiento, concluimos que las sucesiones

{(¢n—20---0¢y) (am)}meN v (@20 01) @) tmen s {01(Am) bnen

son convergentes en (O, || ||*).
Ademads, en virtud del teorema 6.3, tenemos que:
e Como {q,, }men converge a q y {#1(qy,)},nen €8 convergente, entonces

{#1(@,) }men converge a ¢4 (q).

e Como {¢;(q,,) }men converge a ¢1(q) y {(¢20¢1) ((_lm)}meN es convergente,
entonces

{(¢20¢1) (@) tnen converge a (¢g 0 ¢4) (@)-
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Continuando el razonamiento, obtenemos que

{® (@) tmen converge a (q).

|
Establecemos, en el siguiente corolario, las condiciones para que la aplicaciéon
minimizadora, ®, sea secuencialmente continua.

Corolario 6.3 Si {qQ,, }men converge en (O, |[*) v {®(@,,)}men, {P(@Q,) }men
son equicontinuas y uniformemente acotadas, entonces:

{®(q,,,) }men converge uniformemente a ®( lim q,,),
m—0o0

{®(q,,,) }men converge uniformemente a ®( lim q,,).
m—0o0

Demostracién. Sean {Q,, }men ¥ {@,, }men uniformemente convergentes a q y
a q respectivamente. Como {®(q,,,) }men es equicontinua y uniformemente acotada,
en virtud del teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesion {(_lmk tren tal que

°
{®(@,,, ) }xen converge uniformemente, y como {®(q,,, ) }ken es uniformemente aco-

[ ]
tada y equicontinua, por el lema 6.3, podemos concluir que {®(q,,, ) }xen también
converge uniformemente.
Ademsds, como {(_lmk}kGN converge uniformemente a q y, como acabamos de
sefialar, {®(q,,, ) }ren converge en (6, || [[*), en virtud del corolario anterior junto
con el lema 6.3, podemos afirmar que {@(qu)}ng converge uniformemente a ®(q)

y {CID(qu)}keN converge uniformemente a CID( ).

Por otra parte, razonando de forma andloga, cualquier otra subsucesién de
{®(q,,,) }men que converja debe converger también a ®(q) y, por el lema 6.1 se
deduce que {®(q,,) }men converge unlformemente a <I>( ).

La convergencia uniforme de {@(qm)}meN a ‘1>( ) se obtiene aplicando nueva-
mente el lema 6.1.
[ |
La siguiente proposicién nos asegura que la sucesiéon descendente generada por el
algoritmo propuesto es convergente. Determinamos el espacio donde debemos tomar
el punto inicial de bisqueda del minimo para garantizar que llegamos a éste.

Proposicién 6.3 Sea U := O N C2. Entonces eziste M € R tal que, siendo
v =1z €U /|[Z"||lo < M}, se verifica:

i) ®(Unm) C Uns.

i1) Ups es relativamente secuencialmente compacto en (O, || ||*).
iit) @ : (O, ||*) — (O,]] ||*) es secuencialmente continua.
) F:(0,]] |I*) — (R,| |) es secuencialmente continua satisfaciendo

B(X) £ % = F(O(X)) < FR).
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Demostracién. Vq=(q1,...,q,) € © tenemos que, por hipétesis, para cada
componente i-ésima existen N;, M; € R tales que N; < ¢/ < M; Vt € [0, 7]

l|¢i]|ce < Ci := méx{|N;|, | M|} = ||gil|loo < Di :=a+C; - T.

Sea

0:=10,T] x

7

[—DZ', Dz] X
1 7

[—Ci, Ci

n
= 1

n
y sean f; : [0,T] x R?™ — R las funciones asociadas a la ecuacién de Euler i-ésima®

de Fé

Zz(,(t) - fi(t7Q1(t)7 e 7Zi(t)7 e 7Qn(t)7Qi(t)7 e 7Z£(t)7 T 7Q;L<t))

Sean

A’L' = mgxfi(t7$17”' y ns Y1, -0 ayn)>

. - -/
Mazx ‘BHZ@Z(O’Z (t))z§ = Ci,
0 0z
. — =/
Mazx OHi(t,2(1), 7 (t)) ‘ = d;,
o ot
. — =/
Min | ZHEGZO.Z@)] _
o) 0z

Sea ¢;(qQ)=(q1,...,4},---,qn), es decir, que ¢/ minimiza F% y , por tanto, ¢;(q)
verifica la proposicién 6.1. Asi, tendremos que:
e Si ¢ es punto de discontinuidad de (L%) ,» entonces, por hipétesis, g; "(t) =0,
Z;
de donde ¢"'(t) = 0.

o Si Himin < Hi(t,q(¢),q(t)) < Himax, ¢ satisface la ecuacién de Euler de
Fg, luego

" (t) = filt,q1(t), - @i (), an(t), 1 (), - i (1), () < A

e Si Hi(t,q;(t),q’(t)) = Himm o Hi(t,q(t),q’(t)) = H;max, calculando la
derivada total respecto de t,

5 - . -
°Para cada componente i-ésima ha de verificarse la ecuacién de Euler:

!
Z(,(t) _ in — in/t - in/zi 2
! inlzi/

En el término correspondiente a L./, queda descartado que puedan aparecer caudales de otras

centrales hidrdulicas, (2}), pues OH )
» (%), P (')zéaz; -
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aHi(t,QZ(t),ﬁf/(t)) + aHi(t’q;(t)vc_lZ/(t))q*/ + aHi(t’qf(t)vc_lZ/(t))q*//

t t) =
ot 0z (0 0z (=0
de donde
(1) = 0% : ot . (1)
’ OHi(t,q; (1), q;' (1))
0z,
Por tanto,
8Hi(t,ﬁf(t)7(_lf/(t)) ! aHl(tvc_lz( (t)’azd(t))
g'(t)| + g
’qikl/(t)’ < 822 ot < Cz—i-dl Y
i W= R CHONHO) Toa
0z,
y, en definitiva,
7" (t)| < Bi := Maz{A;,X;}
Tomemos M := Erlléx {B;}.
i) Si 9=(q1,---,qn) 6 ’[UM , por los razonamientos antes realizados, se verifica
que

16i@lloo <M Vi=1,---,n.
Y, obviamente, siendo ® = ¢,, o - - - 0 ¢, tenemos que

12@@)]]0 < M.

Ademss, ¢ € C? Vi = 1,...,n, puesto que, o bien satisface la ecuacién de Euler
del funcional, o bien verifica la ecuacién (1), o ¢;”'(t) = 0, por lo que sélo serd
discontinua en aquellos puntos donde lo sea H o

Por tanto, ®(q) € Uy,.

ii) Sea {q,,, }men C Ups. Por las consideraciones realizadas anteriormente, pode-
mos afirmar que |, |le < méx (D}, [alloe < méx (G} y |[@plloe < M por

tanto, las sucesiones {q,, }men, {@,}tmen ¥ {QL, }men son uniformemente acotadas.
Asipues, {Q,,}men ¥ {Q), }men, en virtud del lema 6.2, son equicontinuas y estamos
en condiciones de utilizar el teorema de Arzela-Ascoli, que nos asegura que existe una
subsucesién {(_lmk}]'CGN que converge uniformemente a un cierto q € ©. Adema4s, en
virtud del lema 6.3, {q,,, }xen converge también uniformemente a q'. En definitiva,
existe una subsucesion {q,,, }ren convergente en el espacio topolégico (6, ]| |[[*).

iii) Sea la sucesion {q,, }men convergente en (0, || |[*). Supongamos que {q,,, } men
vy {@),}men convergen uniformemente a q y q respectivamente.
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Como para cada m € N, q,, € (Cl[O,T])n, en virtud de la proposicién 6.1,
¢; (@,,) € (C'0,77)"; de donde deducimos que {¢; (q,,)}men es uniformemente
acotada y equicontinua en ©. La aplicacién reiterada de este razonamiento nos ase-
gura que {® (q,,) }men es uniformemente acotada y equicontinua en ©.

Ademds, como {¢;(@,,) tmen € (C°[0,77)", sin mds que tomar el méximo de las

cotas para cada una de ellas, resulta que {®(q,,,) }men es uniformemente acotada.
Por otro lado, siguiendo las consideraciones hechas al comienzo de esta demostra-

(1)
cién, al aplicar ¢;, cada componente i-ésima, q;",’L’ ;> de {¢;(q,,) }men verifica que estd

acotada. Al considerar la composicién ® = ¢,, o --- o ¢; tendremos asegurada la
L 1]

*//

mi Vi =1,...,n, es decir, {®(Q,,)}men es uniformemente acotada y,

acotaciéon de q

[ ]
teniendo en cuenta el lema 6.2, podemos afirmar que {®(q,,) }men €s equicontinua
en O.

L]
Al ser {®(q,,)}men ¥ {2(qQ,,)}men uniformemente acotadas y equicontinuas
en O, la continuidad secuencial de ® estd asegurada por el corolario 6.3.

iv) Si {qQ,, }men converge a q € © con la topologia || ||*, significa que {q,, }men
y {@,,, }men convergen uniformemente a q y a q respectivamente.

Tomando Lz(t) := L(t,Z(t),Z'(t)), estamos en condiciones de utilizar el lema 6.4,
que nos garantiza que

{Lg,, }men converge uniformemente a Lg

y, por tanto,

{ra.)- | ' L5, (). (35| comvenge a Fla) = [ " L, (s). T (5))ds.

meN
Por otro lado, como se desprende de la propia definicién de ¢;, es obvio que si
¢;(X) # X entonces F(¢;(X)) < F(X), de donde

B(X) £X = F(O(X)) < F().
|

Teorema 6.4 Para todo q, € Uy, la sucesion generada por el algoritmo,
{@,, = ®(Q,,,_1)}men, posee una subsucesion que converge uniformemente y su
limite es un punto fijo de ®. Ademds, cualquier subsucesion convergente de {q,, }meN
convergerd a un punto fijo de ®.

Demostracién. Basta demostrar que efectivamente la sucesion {q,,}men C
Ups posee una subsucesiéon que converge uniformemente y, como en virtud de la
proposicion 6.3, tenemos garantizada la verificacién de las hipdtesis del teorema 6.2,
podemos concluir que {q,,, }men posee una subsucesién que converge uniformemente
a un punto fijo de ®. Por el propio teorema 6.2 tendremos asegurado que cualquier
subsucesién convergente de {q,, }men convergerd a un punto fijo de ®.
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Vemos, por tanto, que la sucesién {q,, }men C Ups posee una subsucesion que
converge uniformemente.

Para cualquier q, € Uy, por (i) de la proposicién 6.3, sabemos que la sucesién
q,, = ®(q,,_;) estd contenida en Uy, y, siguiendo un razonamiento andlogo al
punto (ii) de esta misma proposicién, podemos concluir que existe una subsucesién
{Q, }xen que converge en ©.

|

Por tanto, bajo las condiciones establecidas, el algoritmo desarrollado, para el
problema hidrotérmico generalizado con restricciones, es convergente.

Queremos hacer notar que, si consideramos el problema sin restricciones, la suce-
sién generada puede no converger e, incluso, puede ocurrir también que el proble-
ma carezca de solucién. De hecho, cualquier problema que conste de dos centrales
hidraulicas de funciones de generacion efectiva

Hi(t,z1(t), z1(t)) = f(21(2) - 21(t) 'y Ha(t, 22(t), 25(t)) = g(t) - 25(t)

respectivamente, no va a tener solucién para ninguna pareja de volimenes disponible.

En efecto, consideremos el sistema hidrotérmico formado por la térmica equi-
valente y dos centrales hidraulicas de generacién efectiva senalada anteriormente.
Sea q(t) = (q1(),q2(t)) € © = {Z € (C’l[O,T])2 / Z(0) =0,Z(T) :E}. En esta

situacion,

Hy(t,z1,21) = Hi(t,z1(t),2(t) + Ha(t, ¢2(t), g5(t))
HZ(t,22,29) = Hi(t,qu(t),qi(t)) + Ha(t, 22(t), 25(1)),

consideramos la minimizacién del funcional Fg,

Fi(z) = /0 U (Pa(t) — Hg(t, 2i(t), 2i(t))) dt,

sobre la componente i-ésima suponiendo un determinado comportamiento para la
otra central hidrdulica (volumen y caudal fijos).

En este caso, si q(t) es minimo del funcional F', ha de verificarse, para cada
i = 1,2, el teorema fundamental de coordinacién® correspondiente.

Entonces, para ¢ = 1, tendremos que

' (Py(t) — Hi(t, qu(t), q1(t)) — Ha(t, g2(t), g5(t))) - f(qr(t))-

o [ @) ),
- | faE) o=

y, para la componente correspondiente a la segunda central hidrdulica, ¢ = 2,

U(Py(t) = Hi(t, qu(), q1(t) — Ha(t, g2(t), g5(1))) - g(t) = Ka.

5Como no hay restricciones sobre las funciones admisibles, la extremal solucién del problema
debe verificar la ecuacién de Euler para cada i, es decir, existirdn K7, K2 tales que Y%(t) =Ky
YZ(t) = Ko.
q
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De la primera ecuacién, deducimos que la potencia térmica Sptima debe ser
constante.

Proposicién 6.4 Para toda extremal q(t) del funcional F' en las condiciones antes
senaladas existe una constante, Kq = Py(0)— f(¢1(0))-¢;(0)—g(0)-g5(0), verificando
que

Py(t) = f(@r(t) - 1 (1) — g(t) - ga(t) = Kq, V€0, T]

Demostracién. Si observamos la primera ecuacién obtenida del teorema fun-
damental de coordinacion,

U(Pa(t) — Hi(t, q1(t), 41 () — Ha(t, g2(t), 5(1))) - f(qr(t))-
[T f(@(s) g
-exp| /0 7

tendremos que

' (Pa(t) = fq1(t))-q1(t) —g(t)-qa(t))- f(qu(t))-exp [=In f(q1(t)) + In f(q1(0))] = K1;

como ¢1(0) = 0, entonces

W (Pa(t) — F@(®) - dh(0) — 9(t) - o(0)) - Flar(8)) - LD = Ky,

de donde
U(Py(t) — f(a(t) - 1 (1) — 9(t) - 5(t)) = K

Pa(t) — f(ai(1) - 4L (t) — g(t) - gh(t) = (V') (K) = Kq,

es decir, la potencia térmica 6ptima es constante.

Al verificarse, por tanto, que
Pa(t) = Hi(t, q1(t), a1 (1) — Ha(t, q2(t), ¢5(t)) = Kq, ¥t €[0,T7,

de la ecuacién obtenida para i = 2,

W' (Py(t) — Hi(t, qu(t), q1 (1)) — Ha(t, q2(t), g5(1))) - g(t) = Ko,

obtenemos que
V' (Kq) - g(t) = K2,

de donde
g(t) = constante

Por tanto, el problema (para cualquier g(t) # constante) no tiene solucién.
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6.4.3. Aumento de la velocidad de convergencia

Como ya hemos comentado, la diferencia entre los distintos métodos de descenso
radica en la regla mediante la cual se selecciona la coordenada de descenso en cada
paso del algoritmo. En el caso del ciclico, se sigue el orden canénico, desde la primera
coordenada hasta la tltima. En el caso del método de descenso coordenado de Gauss-
Southwell se selecciona la coordenada del gradiente’ con mayor magnitud (mayor
valor absoluto), lo que aumenta la rapidez de convergencia.

Inspirados en esta idea y con el objetivo de aumentar la velocidad de convergen-
cia del método propuesto, tratamos de adaptar la versién del algoritmo de Gauss-
Southwell a nuestro problema variacional con restricciones.

Proponemos, a continuacién, un método de seleccién de ”coordenada"de descen-
so introduciendo un concepto sustitutorio del gradiente que mide, en algiin sentido,
el desajuste (alejamiento) de cada componente con respecto a la condicién de mini-
malidad proporcionada por el teorema de coordinacion.

Con este fin vamos a considerar la funcién Y%(t) en el conjunto de instantes y
donde a la componente i-ésima no le afecten las discontinuidades de L, ni estén
activas las restricciones:

¢ 5,q(s),q (s
Yi(t) = — Loy (6,(), T (1)) - exp [— /0 Zﬁﬁ;%ﬁsi’%ﬁsiﬁds

X = {t € [0>T] | qg(t) 7é 0 Yy Himl’n < H’L(taq(t)aa,(t)) < Himzix Vi = 1a ,TL} .

Definicién 6.7 Llamaremos desajuste i-ésimo de q al nimero positivo

P syl ;i
0g = max Ya(t) — min Ya(t).

Se determina, en cada iteracién k-ésima, el valor de los desajustes en @ para
todo ¢ = 1,...,n y se ordenan de forma decreciente. Denotemos por o, € X,
la permutacién que establece el orden inducido por los desajustes en la iteracién
k-ésima. El algoritmo propuesto efectia, a lo largo de esta iteracion, el descenso
siguiendo este orden. }

Denotaremos por ® a la aplicacién descendente ® : © — © tal que para cada
qeo .

®(q) = (¢g( ) © ('bo(nfl) 00 ¢a’(2) © (/50(1))(Q)7

siendo ¢ € ¥, la permutacién que establece el orden inducido por los desajustes.

En cada iteracién k-ésima del algoritmo se habrdn ”minimizado las n centrales
hidraulicas” a través de las aplicaciones minimizadoras i-ésimas en el orden estable-
cido por oy, obteniéndose el nuevo elemento, q;,, admisible,

n

qi = (i)(ak:—l) = (¢ © ¢5k(n,1) oo ¢0k(2) © ¢o‘k(1))(ak_1)

op(n)

TObviamente se supone que la funcién es diferenciable.



6. PROBLEMA MULTIDIMENSIONAL 122

La demostracién de la convergencia del algoritmo en (O, || ||*), considerando
como conjunto solucién los puntos fijos, no ha sido establecida, por el momento. Sin
embargo, si es posible justificar la convergencia del algoritmo en un nimero finito
de pasos sin mds que considerar como conjunto solucién el siguiente:

@l Fla-r|o@]<el

es decir, el conjunto de elementos admisibles sobre los que, tras actuar una iteracién
del algoritmo, el funcional no ha disminuido méas de €. No hay mds que tener en
cuenta que el valor del funcional estd acotado inferiormente y, en consecuencia, no
puede darse una sucesién infinita de descensos mayores que €.

En la seccién siguiente, mostraremos un ejemplo en el que comparamos, mediante
los resultados de dos tests, el método desarrollado en este capitulo (basado en el de
descenso coordenado ciclico) con el obtenido con la modificacién propuesta para
aumentar la velocidad de convergencia (basada en el método de Gauss-Southwell).

6.5. APLICACION A PROBLEMAS HIDROTERMI-
COS

Mostramos, a continuacién, varios ejemplos que ponen de manifiesto la impor-
tancia de la teoria desarrollada en este capitulo. Consideramos un sistema hidrotér-
mico que conste de ocho centrales térmicas y utilizaremos diferentes modelos de red
hidraulica en nuestro estudio.

En todos los ejemplos tomaremos como sistema térmico el formado por las cen-
trales térmicas de la red Asturiana. Los datos de estas centrales son los representados
en la tabla I del ejemplo 3.1, siendo las unidades de los coeficientes las ya resefiadas
en este mismo ejemplo al igual que la equivalente minimizadora, Y (z), obtenida en
el apartado (c) para funciones de costo incorporando pérdidas de transmisién del
sistema y restricciones en sus potencias generadas.

Consideramos que la red hidraulica tiene varias cuencas de plantas hidraulicas
distribuidas en diferentes rios, asi como plantas aisladas. En algunos casos, supon-
dremos que el caudal de descarga de una central va a influir en el caudal de entrada
de la central inmediatamente aguas abajo, esto es, diremos que las centrales estdn
acopladas hidraulicamente y consideraremos que las pérdidas de transmisién de las
centrales hidrdulicas estdn expresadas por el modelo de Kirchmayer.

En el primer ejemplo, realizaremos el estudio considerando siete centrales hidrduli-
cas, con la configuracién de red hidrdulica que mostramos en la figura 6.1, teniendo
dos de ellas capacidad de bombeo. En el segundo ejemplo, verificaremos la rapidez
de convergencia del método inspirado en Gauss-Southwell frente al desarrollado en
la seccién 6.4.

Ejemplo 6.1 En este ejemplo supondremos que el sistema hidrotérmico consta de
siete centrales hidrdulicas y que la potencia de generacion activa Py; de la central
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hidrdulica i-éstima i = 1,...,5, estd dada por
Ppi(t) = Ai(t)z(t) — Bizi(t) [2:(t) — Acop;(t)];
ast, la funcion de generacion hidrdulica efectiva es
Hi(t) = Pyit) — bis (Pui(t))?,
donde A;(t), y B; son los coeficientes

1 B

Yi .
G;’

y Acop;(t) representa el acoplamiento hidrdulico entre centrales. Astmismo consi-
deraremos que las centrales hidrdulicas 6 y 7 tienen capacidad de bombeo siendo su
funcion de generacién hidrdulica la funcidon definida a trozos por:

{A(t).z'(t)—B-z(t)-z'(t) si 2/(t) >0

Pp(t, 2(1),2'(t)) := M - 2'(t) si 2'(t) <0

Ast, la funcion de generacion hidrdaulica efectiva es:

Pu(t, 2(t),2'(t)) — b P2(t, 2(1),2'(t)) si 2'(t) >0

H(t, 2(t),2'(t)) := { Py(t, 2(1), 2 (1)) si 2'(t) <0,

Consideremos que las centrales estdn dispuestas como indicamos en la figura
siguiente.

RED HIDRAULICA

R

—Le |—[7 |—

| 4

| |

| 5 |
3 W—‘

EQUIVALENTE TERMICA

OO

Fig. 6.1. Sistema hidrotérmico.

En este sistema tenemos que
Acopi(t) = 0; Acopa(t) = z1(t); Acops(t) = z2(t); Acops(t) = 0; y Acops(t) = z4(t).

En el caso de las centrales de bombeo tomaremos, para la central hidraulica 6,
M = 5,71936 1076 y, para la central hidraulica 7, M = 5,88794 1076.
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Expresamos los datos de las centrales hidrdulicas en la siguiente tabla.

Tabla I. Coeficientes de las centrales hidrdulicas.

?

1

2

3

4

Gi (m4/th)

526,315 10°

526,315 103

570,834 10°

536,315 103

bi (m3)

141,6 10°

141,6 10°

791,2 10°

141,6 10°

bi; (1/Mw)

220 10°°

220 10~

160 10°°

200 106

ii (m*/h)

101,952 10°

101,952 10°

301,952 10°

101,952 10°

Soi (mg)

203,904 10°

203,904 109

407,808 10°

203,904 109

By, (m~?)

149,51 10~12

149,51 10~12

149,51 10~ 11

159,51 1012

-P'L' max (M’LU)

60

60

390

60

t

5

6

7

GZ' (m4/th)

580,834 103

546,315 10°

540,834 103

bi (m3)

691,2 10°

101,6 10°

91,2 10°

bii (1/Mw)

170 107

220 1076

160 1075

ii (m°/h)

401,952 10°

101,952 10°

101,952 10°

So, (m”)

407,808 10%

203,904 10°

207,808 108

By, (m”?)

159,51 10~

149,51 10~12

149,51 10~ 12

P)i max (M’LU)

360

60

80

Consideraremos el problema de coordinacién hidrotérmica a corto plazo en un
intervalo de optimizacién [0, 24] con una discretizacién de 96 subintervalos.
Mostramos en la figura 6.2 la gréfica de la potencia demandada y la potencia
o6ptima de la térmica equivalente.

P(Mw)
2000
1700 Py
1400 o F‘:e
woo|  ~—

800 t(h)

6

12

18 24

Fig. 6.2. Potencia demandada P;(t) y potencia térmica 6ptima Py (t).

En las figuras 6.3 y 6.4 representamos la potencia éptima de cada una de las
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R (Mw) R (Mw)
95 95
% 20
— =
85
80
) t(h)
6 12 18 24 6 12 18 24
Central Térmica 1 Central Térmica 2
RMw) R (Mw)
210 220
205 215
200 210
195 205
190 200
t(h) t(h)
6 12 18 24 6 12 18 24
Central Térmica 3 Central Térmica 4
R (Mw) P (Mw)
160
210
155
150 200
145
190
140
t(h) t(h)
6 12 18 24 6 12 18 24
Central Térmica 5 Central Térmica 6
R(Mw) R (Mw)
85
230
80
220
75
210 70
200 65
i(h) t(h)
6 12 18 24 6 12 18 24

Central Térmica 7

Central Térmica 8

Fig. 6.3. Potencia Térmica Optima.

centrales térmicas y la potencia 6ptima de las centrales hidraulicas respectivamente.
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Ph(Mw) Ph(MW)
40 40
20 20
t(h) t(h)
6 12 18 24 6 12 18 24
Central Hidrdulica 1 Central Hidrdulica 2
P (Mw) P (Mw)
400
60
380
360
40
340
320 20
300
t(h) t(h)
6 12 18 24 6 12 18 24
Central Hidr4ulica 3 Central Hidraulica 4

Ph(Mw)

360

340

320

300

280

t(h)
8 12 18 24

Central Hidr4ulica 5
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Ph(Mw) Ph(MW)

20

20
/_/\/\ ® /—/\/\ o
8 12 18 24 12 m o

-20 -20

-40 -40

60 -60

Central Hidraulica 6 Central Hidraulica 7

Fig. 6.4. Potencia Hidrgulica Optima.

Como se puede observar en la Fig. 6.4, la potencia generada por las plantas 3 y
5 (con un volumen de agua grande b) estd limitada por el maximo técnico 390 y 360
respectivamente, mientras que las plantas 1, 2 y 4 (con menos agua disponible) no
alcanzan su méximo valor. Las tres centrales presentan intervalos (de mayor o menor
amplitud) donde se apagan, coincidiendo con el valle de la potencia demandada.
Asimismo, las centrales con capacidad de bombeo 6 y 7 tienen un comportamiento
muy similar bombeando agua en estos instantes de baja demanda.

Utilizaremos el método de la secante para determinar el valor de K; para cada una
de las centrales hidraulicas para el cual qx, (1) — b; = 0. Tomamos como referencia
para acotar el error la suma de las tolerancias permitidas a cada central, tol;, siendo,
en este caso, tol; la diferencia, en valor absoluto, de la K; determinada de una
iteracién y la siguiente. El algoritmo muestra una rapida convergencia a la solucién
6ptima, son suficientes 8 iteraciones para obtener un error menor que el propuesto
inicialmente (10~7). En la Fig. 6.5 se muestra, con escala logarftmica, la variacién
del error relativo en valor absoluto.

Tol.

0.01 f
0.001
0.0001
0.00001

-8
1.10

Iter.

2 4 6 8

Fig. 6.5. Convergencia a la solucién éptima.
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Ejemplo 6.2 En este ejemplo comparamos el método desarrollado en este capitulo
(tipo CCD) con el propuesto (tipo Gauss-Southwell) para aumentar la rapidez de
convergencia.

Para ello, se ha contemplado en el programa, implementado con el Mathemtica,
la opcidn de realizarlo o bien adaptando la versién del algoritmo de Gauss-Southwell
al problema multidimensional con restricciones que estamos considerando o bien la
version del tipo CCD.

En la figura 6.6 presentamos la velocidad de convergencia de cada uno de los
métodos, para el sistema hidrotérmico del ejemplo 6.1, considerando el error menor
que (5,5 - 107'2). Obsérvese que para errores grandes el comportamiento de ambos
métodos es muy similar; sin embargo, al exigir errores mds pequenos se incrementa
la velocidad de convergencia en el método Gauss-Southwell respecto al CCD.

Tol.
0.001 f
0.00001
——  Tipo Gauss-Southwell
-7
1. 10 —_  TipoCCD
-9
1. 10
-1
1. 10

10 20 30 40 5 60 70 80 "

Fig. 6.6. Convergencia con 7 centrales hidraulicas.

A continuacién, aplicamos ambos métodos a un sistema hidrotérmico que consta
de veinte centrales hidraulicas, cuyos coeficientes han sido obtenidos a partir de
datos reales de una central. Hemos considerado que las centrales hidrdulicas son de
carga variable y que no existe acoplamiento hidraulico entre ellas.

Mostramos en la tabla siguiente la expresiéon que genera cada uno de los coefi-
cientes de las centrales hidraulicas consideradas.

Tabla II. Datos de los coeficientes

Central hidrsulica i-ésima
G; (m*/h.Mw) 526315 4 1000 -
b; (m?) (25 +5 1) 10°
bii (1/Mw) 2-1074+1075 -4
i; (m3/h) (10,18 + ) 10°
So, (m3) (200 + 5 -4) 107
By, (m™?) (149,5 —2-i) 10712
Piméx (Mw) 500
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En la fig. 6.7 presentamos la gréfica de la convergencia de ambos métodos para
alcanzar la tolerancia fijada que, en este caso, es de (107!!). Obsérvese de nuevo
cémo el método tipo Gauss-Southwell presenta una convergencia mucho més répida
que el método tipo CCD al disminuir el error exigido.

Tol.
0.001
0.00001 ¢ ——  Tipo Gauss-Southwell
-71 —— Tipo CCD
1. 10
-9
1. 10

Iter .
10 20 30 40

Fig. 6.7. Convergencia con 20 centrales hidrdulicas.

También, es muy importante resaltar que el hecho de considerar mds centrales
hidraulicas no implica que se necesiten mds iteraciones para alcanzar la tolerancia
fijada. Como vemos en los ejemplos resueltos la velocidd de convergencia depende
fundamentalmente de las caracteristicas del problema a resolver. Esto hace de dicho
método una herramienta idénea para trabajar con sistemas de grandes dimensiones.



Capitulo 7

PRIMERA CONDICION DE
WEIERSTRASS-ERDMANN.
CONJUNTOS MOLDEABLES

7.1. INTRODUCCION

Aunque las funciones admisibles consideradas para el problema de optimizacién
hidrotérmica son de clase C?, en [72] se estableci6 la imposibilidad de existencia
de soluciones con puntos angulares en problemas con potencias restringidas. A idén-
tica conclusién se llegé en el capftulo 5 de la presente tesis para problemas cuyo
lagrangiano asociado es no regular (transicién suave). Estas ideas y consideraciones
han permitido iniciar una linea de trabajo que se interesa por cuestiones relacionadas
con la primera condicién de Weierstrass-Erdmann, en problemas variacionales con
restricciones para las funciones admisibles.

La determinacién de las extremales de un funcional pasa por la resolucién de
una ecuacién diferencial de segundo orden (ecuacién de Euler) con condiciones de
contorno. Al considerar que las funciones admisibles pueden tener puntos angulares,
es decir, que los valores extremos del fAuncional pueden alcanzarse en funciones conti-
nuas con derivada continua a trozos C', las extremales del funcional, ademas de ve-
rificar la ecuacién de Fuler, han de satisfacer las condiciones de Weierstrass-Erdmann
en los puntos angulosos.

Las condiciones de Weiertrass-Erdmann aseguran que en los puntos de discon-
tinuidad de ¢/, siendo ¢ extremal del funcional F, se preserva la continuidad de las

{ (i) L (t,q(t),4'(t))
(i) L(t,q(t), ¢'(t)) — ¢'(t) L (t, q(t), ¢'(2))-

Ambas condiciones (correctas cuando se trata de extremos fuertes pero solamente
cierta la primera para extremos débiles) son de extraordinaria importancia a la hora

funciones:

130
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de determinar extremales con puntos angulares, permitiendo también demostrar, en
ocasiones, la imposibilidad de su existencia.

Cuando se consideran restricciones para las funciones admisibles, dichas condi-
ciones no se cumplen necesariamente, debido a que la extremal correspondiente
puede no admitir variaciones bilaterales o, simplemente, no satisface la ecuacién de
Du-Bois-Reymond.

En este capitulo se presenta, en primer lugar, una novedosa demostracién de la
primera condicién de Weierstrass-Erdmann para extremales con puntos angulares,
cuya técnica va a ser aplicable a ciertos problemas variacionales con restricciones
para las funciones admisibles.

A continuacién, presentaremos una generalizacién de la primera condicién de
Weierstrass-Erdmann, donde se establece una condicién necesaria para extremales
con puntos angulares en problemas con restricciones de un determinado tipo. In-
troduciremos el concepto de conjunto moldeable con el fin de delimitar el tipo de
restricciones para las funciones admisibles, ante las cuales la condicién anterior va
a mantener su validez. Apoydndonos en este concepto, se muestra la aplicabilidad
de la nueva demostracién al problema del obstaculo, a problemas variacionales con
velocidad restringida asi como con restricciones de inclusién diferencial.

Por dltimo, presentaremos su aplicacién a dos ejemplos: el primero de tipo
geométrico y el segundo, el problema hidrotérmico generalizado.

El trabajo desarrollado en este capitulo ha dado lugar a la publicacién [20] de
Bayén y otros.

7.2. EXTENSION DE LA PRIMERA
CONDICION DE WEIERSTRASS-ERDMANN

Al imponer cierto tipo de restricciones de desigualdad a las funciones admisibles,
z, de un funcional, F(z), y con determinadas condiciones, se puede establecer una
extension de la primera condiciéon de Weierstrass-Erdmann.

Abordamos, en primer lugar, una nueva demostracién [16] de la citada condicién
de Weierstrass-Erdmann y la definicién del concepto de conjunto moldeable en los
que basaremos la demostracién de la ya mencionada extensién.

7.2.1. Una nueva demostracién de la primera condicién de
Weierstrass-Erdmann

La demostracion cldsica de la primera condicién de Weierstrass-Erdmann se basa
en el uso de la variacion Gateaux del funcional en el caso general en que los puntos
finales son variables o el empleo de la ecuacién de Du-Bois-Reymond satisfecha por
las extremales

Lo(t, q(t), d'(£)) = const. + / Lt 4(5). ¢ (5))ds.
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La demostracién que presentamos en este apartado estd basada en el andlisis de
la variacion Gateaux en ciertas direcciones que denotaremos por A, funciones ya
definidas en la seccién 5 del capitulo 5 de la forma:

Definicién Sea ty € (a,b) y € > 0. Denotamos por h' la funcion definida en
[a, b] del modo:

0 si t € a,tg—e| Uty + &, b
hlo(t)y =3 (t—to+e) si t € [to — &, to]
—(t—to—¢e) si t € [to, to + €]

Noétese que hf;o € al[a, bl, 0 < hgo (t) <9, Vt € [a,b], y que

0 si teato—e)U(to+e,b
(R2)(t)={ 1 s t € (to — & to)
—1 si t € (to, to +¢).

Teorema 7.1 Si L(-,-,-) € C'([a,b] x R2) y q € C*[a,b] es un extremo local (débil)
del funcional

b
F(z):/ L(t, z(t), 2/ (t))dt

en el conjunto

D ={zeC'a,b] | 2(a) = a, 2(b) = B},

entonces, Vt € [a,b], se cumple la primera condicion de Weierstrass-Erdmann:
La(t,q(t),qd (t-)) = La(t,q(t), ¢'(t+))-

Demostracién. Supongamos que ¢ € D es extremal de F' y que para un cierto
to € [a,b] (punto anguloso) se verifica que

L, (th Q(t0)> q,(t(),)) 75 L (t07 Q(to)’ q/(t0+))'

En este caso llegaremos a la contradiccién de que 6 F(q; hf0) # 0, para un cierto
e > 0.
Supongamos, en primer lugar, que

L.i(to, q(to), q'(to-)) < L (to, q(to), ¢ (to+))-

Teniendo en cuenta que 0 < hl°(t) < e, Vt € [a,b], es obvio que existe algiin
e > 0 (suficientemente pequeno) para el cual se verifica la siguiente desigualdad:

sup (L (t,q(t), ¢'(t)) + h(t) - Lo(t, q(t),d'(t)] <

te(t()f&,t())

< tG(ti)IiEJre) [Lz’ (tv q<t)7 q,(t)) - hio (t) : Lz(ta Q(t)v q/(t))]

y de esta relacién se deduce la siguiente cadena de desigualdades:

Il = / 0 [Lz’ (t’ Q(t)7 q/(t)) + héo (t) : Lz(tv Q(t)’ q/(t))]dt <

to—e
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<o [Lalha(0)d (0) + RO Lol d ()] <

=c ‘te(tiorgﬁ) [La(t,q(t), ' () = RO(t) - La(t, q(t),d'(1))] <

to+¢€
< [ (Lotta).d ) - B0 Lot a(t).d/(0))it = I

to

Es bien conocido que Yw € Ct[a, b]

b
OF (q; w) = / [w(t) - L:(t, q(t),q' () +w'(t) - L (2, q(t), ¢'(2))]dt.
Teniendo en cuenta que

hlo(t) = 0, Vt € [a,tg— €] U[to +¢,b)]
(hzo)/(t) = 0, vt € [a’ato - 6) U (tO +e, b]a

se cumple

to+e
SF (q; he) Z/ ) [R2(t) - La(t,a(t), ¢ (8) + () (t) - Lr (8, a(t), ' (t))]dt

to—e

y, por tanto,

5F(Qv h?) - / 0 [h? (t) : Lz(tv Q(t)a ql(t)) +1- Lz’ (tv q(t)7 q,(t))]dt +

to*tj—&-a
+L (BO(8) - Lot a(t), ¢/ (1)) + (—1) - Lo (t, a(8), o' (5],
por lo que
) = [ (La(tale)d0) W00 Lta(0). o ()

to+e
to
= I1—1I,<O.
Si, por el contrario, suponemos que

L (to, q(to), ¢’ (to-)) > L (to, q(t0), ¢ (to+)),

razonando de forma andloga a la anterior, obtendriamos que §F(q; —h%) < 0.
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7.2.2. Conjuntos moldeables

Como ya hemos comentado, no podemos garantizar la verificacién de las condi-
ciones de Weierstrass-Erdmann cuando las funciones admisibles estdn sujetas a cier-
tas restricciones. Esto es debido a que en el extremo, la extremal correspondiente
puede no admitir variaciones bilaterales. No obstante, el método desarrollado para
la demostracién del teorema 7.1 puede ser adaptado al estudio del extremo del fun-
cional restringido a conjuntos de funciones para los que existe

to) _
Ifm F(q+zh?) - F(q)

r—0t x

= 6F(q; he?).

Introducimos, en primer lugar, el concepto de conjunto moldeable, que nos per-
mitird definir un cierto tipo de restricciones en las funciones admisibles del funcional
F' para las que existe el limite anterior.

Definicién 7.1 Sea A espacio afin de espacio director V. Sea ¢ € W C A. Diremos

que w € V es una direccion W-admisible en q si 30 > 0 tal que ¢ + zw € W,
vz € 0,6].

Definicién 7.2 Diremos que un conjunto de funciones ) C C! [a,b] es moldeable
en to € (a,b) si Vg e Q:

i) ¢'(to—) < ¢(to+) = Je > 0 tal que h'® es una direccion Q-admisible en q.
i) ¢ (to—) > ¢ (to+) = Je > 0 tal que —hl° es una direccion Q-admisible en q.

7.2.3. Primera condicién de Weierstrass-Erdmann en problemas
con restricciones de desigualdad

Presentamos, en primer lugar, una condicién necesaria para la existencia de ex-
tremales quebradas (con puntos angulares) en problemas con restricciones definidas
mediante conjuntos moldeables. A continuacién, veremos qué debemos exigir para
que esta condicién necesaria sea una extensién de la primera condicién de Weierstrass-
Erdmann para funciones admisibles con cierto tipo de restricciones de desigualdad.

Teorema 7.2 (Condicion necesaria) Si L(-,-,-) € C1([a,b] x R?), Q es moldeable
en to (punto anguloso) y en q se alcanza el minimo local (débil) del funcional

b
Fz) = / L(t, =(2), 2/ (£))dt
sobre el conjunto
D=0n{ze C%a,b] | 2(a) = a A 2(b) = B},
entonces se verifica

(q'(to-) — q'(to+)) - (L (to, q(to), ¢'(fo-)) — L (to, q(t0), ¢'(to+))) < O.
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Demostracién. Supongamos que

(¢'(to-) — q'(tor)) - (L (to, q(to), ¢ (to—)) — L (to, q(to), ¢ (to1))) > 0.

Se pueden presentar los siguientes casos:

i) Si ¢'(to-) < ¢'(to+), entonces L./ (to, q(to), ¢'(fo-)) < Lz (o, q(to), ¢’ (to+))-
Sea € > 0 tal que h® es una direccién D-admisible en g. Procediendo como en
el teorema 7.1, se cumple que

to) _
5 (q’ hto) — lim F(Q+xhao) F(Q)

z—0t T

<0,

lo que contradice la hipétesis de que en ¢ hay un minimo local de F' en D.

ii) Si ¢'(to—) > ¢'(to+), entonces L./ (to,q(to),q (to—)) > L./ (to, q(to), q (to+)).
Sea € > 0 tal que —h! es una direccién D-admisible en ¢g. Ahora tenemos que

5F( hto) — lim F(Q"’_xhéo) — F(Q)

z—0t X

<0,

que también contradice la hipétesis de partida.
|
Vamos a ver que si imponemos ciertas propiedades a L,s, la condicién nece-

saria establecida en el teorema anterior se convierte en una extension de la primera
condiciéon de Weierstrass-Erdmann.

Teorema 7.3 (Extension de la primera condicion de Weierstrass-Erdmann)

Si L(-,-,-) € C*([a,b] x R?), L.:(tg,q(to),-) es no decreciente, Q es moldeable en tg,
y en q hay un minimo local (débil) del funcional

F(z) = / " Lt 2(0), 2(0))dt
sobre el conjunto
D=Qn{zeCa,b] | z(a) =a A z(b) =3},
entonces se cumple la primera condicion Weierstrass-Erdmann:
L (to,q(to), d (to-)) = La(to, q(to), ' (to+))-

Demostracion. Si L./ (to, q(to),-) es no decreciente, entonces

(to, a(to), ' (to+))
(o, q(t0), q'(to+)),

q'(to—=) < q'(toy) = Lu(to,q(to),q (to-))

< L,
q'(to-) > q'(toy) = L (to,q(to),q (to-)) > L.s

por lo que

(q'(to-) — ¢'(to1)) - (L (to, q(to), ¢' (o)) — Lz (to, q(to), ¢'(to1))) = 0.
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Ahora teniendo en cuenta la condicién del teorema 7.2, se cumple:

(¢'(to—) — q'(tor)) - (L (to, q(to), ¢ (to—)) — L (o, q(to), ¢ (to1))) = 0.

Pero como en los puntos angulosos

q'(to-) # ¢ (toy),

entonces se tiene que cumplir la primera condicién Weierstrass-Erdmann:

L (to, q(to), ¢ (to—)) = L (to, q(to), ' (to+))-

|

Ahora es evidente el siguiente resultado en el que se garantiza que si L, es

estrictamente creciente con respecto a z/, entonces no existen puntos angulosos en
la extremal que proporciona el minimo del funcional.

Teorema 7.4 Si L(-,-,-) € CY([a,b] x R?), y L.(t,z,-) es estrictamente creciente
V(t,z) € (a,b) x R,  es moldeable para cada t € [a,b], y en g hay un minimo local
(débil) del funcional

b
F(z) = / Lt (1), 2/ () )dt
en el conjunto R
D=0n{zeCa,b | 2(a) = a A z(b) = B},

entonces q es C1.

Demostracién. Es obvia a partir del teorema anterior.

7.3. CONSIDERACIONES SOBRE CONJUNTOS
MOLDEABLES

Mostramos a continuacién cémo algunos problemas ya conocidos: el clédsico pro-
blema del obstdculo, problemas con restricciones no holonémicas, etc., pueden ser
descritos en términos de conjuntos moldeables.

Previamente establecemos que la interseccién de conjuntos moldeables es mol-
deable, lo cual permitird considerar problemas con varias restricciones.

Proposicién 7.1 Si Q1 y Q2 son conjuntos moldeables en tog € (a,b), entonces
Q1 N Qo también es moldeable en tg.

Demostraciéon. Evidente teniendo en cuenta la definicién de conjunto mol-
deable.
[ |
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7.3.1. Problema del obstaculo

El problema del obstédculo es un problema variacional con restricciones holonémi-
cas (las funciones admisibles no pueden penetrar en cierta regién limitada por una
curva).

Proposicién 7.2 Si G € Cl[a,b], entonces el conjunto
Q={zeC'ab] | 2(t) > G(t),Vt € [a,b]}
es moldeable Yty € (a,b).

Demostracién. Tomemos ¢q € Q con ¢/ (to+) # ¢'(to—). Serd suficiente considerar
los puntos de unién de g con la curva G(t).
Si q(to) = G(to), es facil ver que ¢'(to+) > ¢'(to—), y obsérvese que Vo > 0y
Ve >0
q(t) + ah2(t) > q(t) > G(t), Vt € [a,b];

por lo tanto, A% es una direccién Q-admisible en ¢, Ve > 0.

Proposicién 7.3 Si G € Cl[a,b], entonces el conjunto
Q={zeCab] | 2(t) < G(t),Vt € [a,b]}
es moldeable Yty € (a,b).

Demostracién. La demostracién es similar a la de la proposiciéon anterior. Serd
suficiente considerar los puntos de unién de ¢ con la curva G(t). Sea ¢ € Q con
q(to) = G(to), entonces ¢'(to+) < ¢'(to—), por lo que Vz > 0y Ve > 0

q(t) +2(=hL(t)) < q(t) < G(t), Vt € [a,0];
por lo tanto, —hl es una direccién Q-admisible en g, Ve > 0.
De forma andloga, se prueba el resultado siguiente:
Proposicién 7.4 Si G1,Gy € Clla,b], entonces el conjunto
Q={z¢€ al[a, bl | G1(t) < z(t) < Ga(t),Vt € [a, b]}

es moldeable Yty € (a,b).
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7.3.2. Problemas con restricciones no holonémicas

Vemos que, bajo ciertas condiciones, considerando restricciones de desigualdad
en las derivadas de las funciones admisibles (problemas de velocidad restringida)
también obtenemos conjuntos moldeables.

Proposicién 7.5 Si G(-) € Cla,b], entonces el conjunto
Q={zeC'a,b] | Z(1t) <G{), Vt € [a,b] a.e}
es moldeable Yty € (a,b).

Demostracién. Tomamos g € Q. Supongamos, en primer lugar, que ¢'(tg—) <

q'(to+) < G(to). ~
Teniendo en cuenta que ¢ € C'[a,b] y la continuidad de G en t,

Je >0tal que sup ¢'(t) < inf G(3).
[to—e.to) [to—etote]

Ahora, tomando

0= inf G(t)— sup ¢(t)>0,
[to—e,to+e] [to—e,to)

tenemos que Vz € [0, 0)
q(t)+x < G(t), Vt € [to — €, to)
qd(t) —x < G(t)—x < G(t), Vt € [to, to + €]
y, consecuentemente,
q+zhl € Q, VY €[0,0) = hl° es una direccién Q-admisible en gq.

Si ¢'(to+) < ¢'(to—) < G(tp), de forma andloga al razonamiento anterior, ten-
dremos que existe € > 0 tal que —h! es una direccién Q-admisible en gq.

|
Proposicién 7.6 Si G(-) € Cla,b], entonces el conjunto
Q={zeCa,b] | Z(t) > G{),Vt € [a,b] a.e}
es moldeable Yty € (a,b).
Demostracién. Es similar a la de la proposicién anterior.
|

A partir de estas dos ultimas proposiciones y de la proposicién 7.1, es inmediato
comprobar la siguiente:

Proposicién 7.7 Si Gi(-),Ga(-) € Cla,b], entonces el conjunto
Q={zeC'a,b) | Gi(t) < #(t) < Ga(t),Vt € [a,b] a.e.}

es moldeable Yty € (a,b).



7. PRIMERA CONDICION DE
WEIERSTRASS-ERDMANN. CONJUNTOS MOLDEABLES 139

7.3.3. Problemas con inclusiones diferenciales
Proposicién 7.8 Si G(-,-) € C([a,b] x R), entonces el conjunto

Q:={zeC'a,b] /2 (t) < G(t 2(t), Vt € [a,b] a.e}
es moldeable para todo ty € (a,b).

Demostracién. Supongamos, en primer lugar, que
q'(to-) < ¢'(to+) < G(to, 2(t0))-
Sea

m = min G(t,q(t)).
t€la,b]

Es evidente que existen ¢ y 6, suficientemente pequenos, tales que, para cada
(t,z) € [to —&,t0) x [0, 0]

se verifica
q'(t) +x(h2) (t) = ¢'(t) + = < G(t,q(t) + zh2(t))

y, ademads, para todo t € (to.to + €],
1< (~t+to+e) -m.
Por el teorema de Lagrange, deducimos que para cada (t,x) € (to,to + €] x [0, 6]

G(t,q(t) +xh?(t)) = G(t,q(t) + (-t +to+e))
G(t,q(t)) + z(—t +to+ )G (L, cr),

donde ¢; € [2(t), 2(t) + x(—t +to + €)].

Por tanto, para cada (t,x) € (to,to + €] x [0, 0]

¢ () +a(h?)(t) = d'(t) -2 <G(tat) +a(~t +to+e) - Gilt,cr)
= G(t,q(t) + zh2(1)).
En definitiva,
q(t) + x(h2) (t) < G(t, q(t) + zh2(t)),

por lo que h% es Q—admisible en t.

En el caso en que

G(to, 2(to)) > ¢'(to—) > ¢'(to+),

razonando de forma andloga, llegamos a la conclusién de que —h% es Q—admisible

en tg.
|
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Proposicién 7.9 Si G(-,-) € C*([a,b] x R), el conjunto
{z € C'a,b] / G(t,2(t)) < Z(t), Vt € [a,b] a.c.}
es moldeable para todo ty € (a,b).

Demostracién. Es andloga a la de la proposicién anterior.

Proposicién 7.10 Si G1(-,-), Ga(+,-) € C([a,b] x R), el conjunto
{z € al[a, b | Gi(t, 2(t)) < 2'(t) < Ga(t, 2(t)), Vt € [a,b] a.e.}
es moldeable para todo ty € (a,b).

Demostracién. Es consecuencia inmediata de las dos proposiciones anteriores
y de la proposicién 7.1.
|
Si aplicamos el teorema 7.3 de la seccién anterior, cumpliéndose las adecuadas
condiciones de convexidad, las soluciones quebradas de ciertos problemas varia-
cionales con restricciones de inclusién diferencial satisfacen la primera condicién de
Weierstrass-Erdmann. De la misma forma, aplicando el teorema 7.4 de la
seccién anterior, se cumple que en el caso de langrangianos estrictamente convexos
con respecto a 2z’ el valor mfnimo del funcional se da necesariamente en funciones de
clase C1.

Observacién 7 Los problemas con restricciones de inclusion diferencial son, pre-
cisamente, los que aparecen en el problema hidrotérmico generalizado con res-tricciones
derivadas de las limitaciones de generacion para las centrales térmicas e hidrdulicas:

O = {z € C'[0, 7] /2(0) = 0,2(T) = b, Hn < H(t,2(t), 2 (1)) < H(1)}.

Ejemplos de conjuntos no moldeables.
Caso 1. (Restriccién de punto interior).
Suponiendo que ty € (a,b), el conjunto

Qo ={z € Ca,b] | 2(ty) = a}.

no es moldeable en tg.
Caso 2. (Problema de reflexién de extremales).
Supongamos que G € Cla, b]. El siguiente conjunto

QO ={zeC'a,b] | 2(t) < G(t) A to tal que z(to) = G(to)}

no es moldeable en ningin punto.
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7.4. EJEMPLOS

La primera condicién de Weierstrass-Erdmann y también la condicién del teo-
rema 7.2 presentada anteriormente no se satisfacen, como acabamos de sefialar, en
algunos problemas variacionales, cuando las funciones admisibles estdn sujetas a
ciertas restricciones que no resultan de conjuntos moldeables.

Aportamos, a continuacion, algunos ejemplos en que las restricciones de las fun-
ciones admisibles pueden ser descritas en términos de conjuntos moldeables. En el
primero de ellos se muestra cémo se puede verificar la condicién del teorema 7.2
al trabajar sobre un conjunto moldeable pero no se verifica el teorema 7.3, en el
que las exigencias son mayores. En el segundo ejemplo se muestra cémo, mediante el
teorema 7.4, se puede obtener la unica solucién de un funcional de forma muy simple
al descartar la existencia de puntos angulares. En el tltimo ejemplo mostramos la
aplicacién de la teoria desarrollada a un problema hidrotérmico.

Ejemplo 7.1 Consideremos el problema de minimizacion del funcional
1
Flz) = / Lt, 2(t), 2/ (1))dt
-1
con L(t,z(t),2'(t)) = —2'(t)%, en el conjunto
Q={zeC'-1,1] | 2(=1) = 2(1) = 0A | (t)| < 1}.
Es obvio que

[ t+1 si te[-1,0]
q(t){l—t si telo,1]

es una solucién del problema 1 = ¢'(0_) # ¢/(04) = —1.
Nétese que la primera condiciéon de Weierstrass-Erdmann no se verifica:

Lz’(oa 1, q/(O*)) = —2C],(0—) 75 _2q,(0+) = Lz’(07 1, q,(OJr))'

Esto es debido a que L,/ es decreciente, y por tanto las hipétesis del teorema 7.3
no se satisfacen. Sin embargo la condicién del teorema 7.2, presentada anteriormente,
se satisface

(¢'(to-) — d'(to+)) - (L (to, q(to), 4 (to-)) — Lar(to, a(to), ¢ (to+))) =
=(1=(=1)-(-2-(2) <0,
ya que {2 es moldeable.

Ejemplo 7.2 Sea L(:) € CYR] con L' estrictamente creciente. Consideremos el
problema de minimizar

D=0Qn{zeC'0,1] | 2(0) =0, 2(1) = b},

donde
Q:={zeCY0,1] | 2(t) +t < 2'(t) < z(t) + t + 2, Vt € [0,1]}.
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Denotaremos por fs la solucién de la ecuacién diferencial 2/(t) = z(t) +t + 2
con la condicién inicial z(0) = 0; y por f; la solucién de la ecuacién diferencial
2'(t) = z(t) + t con la condicién final z(1) = b.

La solucién ¢ estard formada por arcos de extremal (C 4+ Cat) y arcos frontera
(=1 —t+C3e! 0o =3 —1t+ Cye), por lo que serd de la forma

-3 —t+ 3¢ si t€10,q]
q(t) = €1+ cot si té€a,a+ ]
—1—t+(2+bet si tela+ps1].
Debido a que ) es moldeable en todo punto, y en virtud del teorema 7.4, su
derivada tiene que ser continua, por lo que tnicamente puede ser de la forma

—1+3e¢t si tel0,q]
qdt)=< —1+3e* si te€la,a+/f
—14Cyet si tea+b,1]
paraazln%, B = 35% yCi=(2+ble ! = 6%.
Denotamos por ke, la pendiente de la extremal; k¢ = f1(0); kg = f1(1).
En general, se camplird que si kg5 > b > ky;, entonces la solucién serd la extremal
libre(Fig. 7.1-a): q(t) = bt.
A continuacién analizamos los diversos casos con més detalle

AZ A Z
*b
ﬁ"/f J; exs
Tsp a4 2 Is Lo R
1 z / 1 ¢
0 . (@) 0 (®)
'\ z
A f;.
% /
. fi
e kﬁ . b
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,;: t T t
0 0 s 1
@

Fig. 7.1. Solucién gq.

Caso a) Si ks < b; kyp; < b, la solucién estd formada por un arco frontera fy(t)
y un arco extremal tangente a fs(t) (Fig. 7.1-b). Por lo que v + 5 = 1.

Caso b) Si kgs > b; kg > b, la solucién estd formada por un arco de extremal
seguido por un arco frontera f;(t) (Fig. 7.1-c). Por lo que o = 0.

Caso c¢) Si kgs < b < ky;, la solucién consiste en dos arcos frontera y un arco
extremal entre ellos (Fig. 7.1-d).
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Ejemplo 7.3 Consideremos un sistema hidrotérmico formado por m centrales tér-
micas y una hidrdulica que deben satisfacer una potencia demandada que se ajusta
a la siguiente funcion:

Py(t) = 350 + 5t(24 — t)

en un intervalo de optimizacion de 24 horas.

Tomamos como modelo para el costo de combustible de la equivalente térmica
el cuadrético

U(P(t)) = a+ BP(t) +yP(t)

y no vamos a considerar pérdidas de transmisién en el sistema, por lo que la potencia
hidraulica efectiva coincidird con la generacién de la planta hidrdulica, que viene
dada por la siguiente expresién

H(t) = Py(t) = —A(t)2'(t) — B (t)2(t) — CZ'(t)%,
donde los coeficientes A, By C son

-1 B Br
At)= —=B,(So+t-i), B=-, C=—=.
( ) G y( 0 + Z) G G
En la tabla siguiente aportamos los datos de los coeficientes de la equivalente
térmica y de la central hidrdulica, asi como el volumen de agua disponible, b, para

la central hidraulica.

Tabla I.- Coeficientes

Q 16} 0 G 1
9127.31 | 19.8841 | 0.0012718 | 570.834-10% | 301.952-10°
So Br B b

Yy
407.808-10% | 219.597-10~8 | 149.5-10~11 | 90.120-10°

En estas condiciones el problema planteado es la minimizacién del funcional

T
Fz) = /0 L(t, (), 2 (£))dt,
con L de la forma
L(t, (1), 2'(t)) = U(Pu(t) — H(t, 2(1), 2 (1))
sobre el conjunto
D=0n{zeCY0,T]| 2(0) =0, 2(T) = b},

donde
Q:={zecC0,T) / 0 < H(t z(t),2'(t)) < Py(t)}.
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Tenemos, por tanto, un problema que involucra restricciones no holonémicas de
desigualdad en la derivada 2/(t). Es facil ver que € es moldeable si tenemos en cuenta
que H es estrictamente creciente con respecto a 2z’ y que puede ser expresado como

Q:={z¢ ct [0, 7] | Gi(t, 2(t)) < 2'(t) < Ga(t, 2(t)), Vt € [0,T]},

donde H(t,z(t),G1(t,2(t))) =0y H(t,2(t),Ga(t, z(t))) = Py(t).

La solucién ¢ debe constar necesariamente de arcos de extremal y arcos fronte-
rizos (¢'(t) =00 H(t,q(t),q (t)) = Py(t)). Al ser L./(t,z,) estrictamente creciente
y £ moldeable en todo punto, en virtud del teorema 7.4, la derivada de la solucién,
¢, debe ser continua.

Con el modelo considerado de generaciéon hidrdaulica, H es decreciente con
respecto a z (H, < 0) y, debido a la influencia del orden de magnitud de los términos
que aparecen en H,/, podemos afirmar que H,s es creciente con respecto al tiempo
(H,+ > 0). Esto nos permite asegurar de modo sencillo que la potencia térmica 6pti-
ma P (t) = Py(t) — H(t, 2(t),2'(t)) es decreciente en los intervalos correspondientes
a arcos de extremal. Efectivamente, la exponencial

[ / H, (s, 2(5), #(5)) }
exp |— - ds
0 Hz/('S? 2(5)7 z (S))
es creciente con respecto al tiempo; en los arcos de extremal se verifica la ecuacién
de coordinacién

t s,2(8),7' (s
CL(t,2(t), #(2)) - exp [— /0 g((s Z((S)) Z/((S)))) ds} — L0, 2(0),(0) = K € R

y, como la constante de coordinacién se mantiene, la expresién
—L(t, 2(t), 2/ (t)) = W' (Pa(t) — H(t, 2(t), 2' (1)) - Hu (¢, 2(t), 2/ (¢))

es decreciente con respecto al tiempo y, por las observaciones antes realizadas
(H,+ > 0), podemos concluir que la potencia térmica 6ptima es decreciente.

Esta circunstancia nos permite afirmar que existen 7, 6 € [0,7] tales que la
solucién ¢ satisface

H(t,q(t),q'(t)) =0 st te]0,]
extremal libre si te[y,y+9]
H(t,q(t),q'(t)) = Pu(t) si te[y+06,T]

donde § se puede calcular a partir de ~.
En estas condiciones, se trata de considerar para cada v € [0,77] la funcién g,
€ C10,T] que cumple g,(0) = 0 y la condicién siguiente

H(t, qa(t),qa(t) =0 st t€[0,9]
extremal libre siotey,y+6dy]
H(t,qa(t),q,(t)) = Py(t) si te[y+0,y,T],

y determinar el valor de o para el cual la condicién de volumen final ¢ (7") = b se
satisface.
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Aplicando el programa desarrollado en el capitulo anterior para la resolucién de
este tipo de problemas, obtuvimos la solucién que representamos graficamente en
la figura siguiente donde P, es la potencia demandada, P;. es la potencia térmica
6ptima, v = % y 04 =15.

P (Mw)
1000
800

600
400

200

~ t(h)
6 12 18 24

Figura 7.2. Solucién.



Capitulo 8

APORTACIONES Y
PERSPECTIVAS DE FUTURO

8.1. APORTACIONES

A continuacion, y como consecuencia del trabajo desarrollado, podemos resumir
las aportaciones y principales conclusiones, tanto desde el punto de vista matemaético
como de la gestion 6ptima de la generacién eléctrica. Entre las principales aporta-
ciones destacan las siguientes:

e Construccién formal de la equivalente minimizadora para funciones de costo
generales bajo restricciones de potencia minimas y médximas y demostracién de la
conservacién del caracter C1.

e Teoremas de coordinacién con los que se establecen condiciones necesarias
de minimo en los distintos problemas abordados. En todos los casos, el teorema
correspondiente proporciona la clave para la construccion aproximada de la solucién.

e Teorema de transicién suave en problemas con lagrangiano no regular. Este
resultado asegura, bajo ciertas condiciones de convexidad, que la solucién es de clase
C' y que, en términos de centrales de bombeo, el transito de la zona de generacién a
la de bombeo se produce con suavidad permaneciendo un cierto intervalo de tiempo
en situacién de parada.

e Demostracién, bajo ciertas condiciones, de la ausencia de puntos angulares en
la solucién de problemas que involucran restricciones de desigualdad. Introducimos
el concepto de conjunto moldeable con el fin de delimitar el tipo de restricciones ante
las cuales podemos asegurar la pertenencia a C' de la solucién. Comprobamos que
las restricciones no holonémicas de desigualdad en las funciones admisibles pueden
ser representadas a través de un conjunto moldeable (problema con inclusiones dife-
renciales), lo que garantiza la aplicabilidad de este resultado a los problemas de
optimizacién hidrotérmica con las restricciones consideradas.
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e Demostracién de la convergencia del algoritmo desarrollado para la resolu-
cién de problemas variacionales multidimensionales con restricciones, inspirado en
el método de descenso coordenado ciclico. Su implementacién en Mathematica se ha
revelado sumamente eficaz a la hora de resolver de modo aproximado una amplia
clase de problemas.

8.2. PERSPECTIVAS DE FUTURO

Planteamos algunas cuestiones que no se han abordado en este trabajo, pero que
son, sin duda, la continuacién natural del trabajo presentado.

e Estudio de condiciones suficientes de extremo local en problemas con
restricciones y con lagrangiano no regular. Para ello, habrd que considerar, en lugar
de campos de extremales, campos de funciones qx que satisfagan las condiciones
expresadas en los teoremas de coordinacién. Este tipo de campos contemplara nece-
sariamente la posibilidad de que por un punto pasen varias extremales con idéntica
inclinacién. Naturalmente, el primer escollo que habra que salvar es el anélisis de la
factibilidad de la construccién de las funciones gg, lo cual parece estar relacionado
con el cardcter creciente de L,/ con respecto a 2’.

e Los sistemas hidrotérmicos que constan de varias centrales hidrdulicas que
estdn significativamente alejadas como para que haya que tener en consideracién el
denominado "retraso en el transporte” (tiempo que tarda el agua de una central
aguas arriba en llegar al embalse de la situada aguas abajo) no han sido consi-
derados en este trabajo. Es un problema de interés que va a involucrar ecuaciones
diferenciales con retardo.

e Se propuso un método inspirado en Gauss-Southwell que mejora la velocidad de
convergencia del basado en el de descenso coordenado ciclico. Queda por determinar
el estudio de la convergencia de este nuevo método.

e Elaboracién de Estrategias Competitivas de Oferta para el Mercado Diario
de Energfa. En este marco surge para las compainfas generadoras la necesidad de
elaborar nuevas estrategias de oferta que les permitan lograr mayores beneficios. La
determinacion de la estrategia éptima de oferta de un agente generador en un mer-
cado competitivo depende de varios factores, como su tamarno y tipo de tecnologia y
el de sus competidores, el precio marginal y las restricciones técnicas de las unidades
de generacién. Por lo tanto, es necesario desarrollar herramientas que combinen las
restricciones técnicas y modelen adecuadamente el mercado de energfa.
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Capitulo 10

ANEXO I. LISTA DE
SIMBOLOS

Coeficiente que depende de las caracteristicas del embalse de una
central hidraulica.

Volumen de agua disponible que puede turbinar la central hidraulica
i-ésima hasta el instante 7'

Vector de volimenes disponibles de las n centrales hidraulicas.

Coeficiente de pérdidas de la central i-ésima.

Pardmetro que depende de la geometria del embalse de una central
hidraulica.

Pardmetro que depende de la geometria del embalse de una central
hidraulica.

Conjunto de valores de las potencias generables en cada instante por
la central térmica i-ésima.

Funcional a minimizar.

Funcién de costo de la central térmica ¢-ésima.

Funcién de costo de la central térmica i-ésima incorporando pérdidas.
Funcional a minimizar sobre la componente i-ésima suponiendo un
cierto comportamiento para el resto de las centrales.

Eficiencia de una central hidraulica.

Funcién de costo de la central térmica ¢-ésima considerando pérdidas.

Funcién de generacién hidrdulica efectiva.

Funcién de generacién hidraulica efectiva de la central i-ésima.

Potencia méxima de generacién de una central hidrdulica.

Conjunto de elementos admisibles para H.

Potencia generada por el sistema hidraulico, como funcién de la
central ¢-ésima, suponiendo un determinado comportamiento
para las restantes.

Altura del salto de agua.

Problema hidrotérmico que consta de m centrales térmicas y
n hidraulicas.

Problema hidrotérmico que consta de n centrales hidraulicas y
1 térmica.

Flujo natural del agua.

Constante de coordinacién.

Ntimero de centrales térmicas.

Numero de centrales hidraulicas.



