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Capítulo 1

INTRODUCCIÓN Y
ESTRUCTURA

1.1. INTRODUCCIÓN Y OBJETIVOS

Los sistemas eléctricos de potencia representan un elemento de primordial im-
portancia en la actualidad. El sistema eléctrico nacional está regulado por el acuerdo
alcanzado entre el Ministerio de Industria y Energía y las empresas más represen-
tativas del sector denominado Protocolo Eléctrico, en vigor desde finales del año
1999. Su objetivo es el abaratamiento del precio de la energía eléctrica y la libertad
de elección del suministrador por parte del consumidor. Razones por las cuales se
están realizando notables esfuerzos técnicos para lograr un mejor aprovechamiento
de los recursos energéticos tanto en la generación de energía, como en el diseño,
construcción y operación de los citados sistemas. La planificación y programación
de la producción de energía en sistemas que constan de centrales térmicas e hidráuli-
cas (hidrotérmicos) permitirá decidir la secuencia horaria de funcionamiento de las
mismas a un coste óptimo (Optimización de sistemas hidrotérmicos).

Este es el marco en el que se pretende desarrollar este trabajo. Tomando co-
mo base el problema de optimización hidrotérmica, el propósito es abordarlo desde
una perspectiva fundamentalmente matemática sin olvidarnos de las características
específicas del problema. Trataremos de desarrollar y aplicar técnicas matemáticas
para su resolución, sin olvidar el significado eléctrico y práctico del mismo.

No se trata únicamente de plantear un problema de optimización de un sistema
hidrotérmico real, modelizarlo y resolverlo. Existen una gran variedad de modelos
matemáticos que aproximan la realidad con mayor o menor grado de precisión y
nuestro interés se centra en realizar un estudio general que resuelva cualquier pro-
blema hidrotérmico con independencia de las características concretas de las cen-
trales y todo ello con un soporte matemático que lo avale.

En esta tesis perseguimos varios objetivos:
i) obtener resultados cuyo campo de aplicación no se vea limitado por la casuística
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1. INTRODUCCIÓN Y ESTRUCTURA 2

de modelizaciones particulares,

ii) poner de relieve la importancia de la delimitación de los campos de actuación
y de validez de los resultados,

iii) continuar la línea de trabajo iniciada por Grau en [72] con pretencisones
generalistas y de aplicabilidad a cualquier problema de optimización de recursos en
el que una determinada función de demanda deba ser satisfecha por dos fuentes de
naturaleza distinta,

iv) obtener resultados matemáticos de carácter general, mostrando su aplicación
a nuestro problema, y

v) aplicar los métodos de resolución desarrollados a sistemas eléctricos reales.
Reseñaremos, a continuación, los trabajos e investigadores más relevantes que

han conformado la historia de esta línea de investigación, cuyos orígenes se remontan
a la década de los 50.

1.2. ANTECEDENTES Y ESTADO ACTUAL DEL
TEMA

La programación óptima de un sistema hidrotérmico es un problema de gran
complejidad. Existen numerosas aproximaciones al problema, según consideremos
programación a largo, medio o corto plazo, sistemas sólo térmicos o hidrotérmicos,
con optimización del flujo de cargas o sin ella, multiobjetivo o uniobjetivo, etc.. Por
otro lado, la importancia del modelo considerado en el problema de optimización es
indudable y así podemos trabajar con centrales hidráulicas de carga fija o variable,
aisladas o con acoplamiento hidráulico entre ellas, retraso en el transporte, cuencas
ramificadas o no, con o sin pérdidas de transmisión, etc.. No es de extrañar, por
tanto, que se hayan adoptado diferentes metodologías de trabajo y exista un número
impresionante de referencias en el estudio de los sistemas hidrotérmicos. Esta es la
razón por la cual queremos, a continuación, hacer especial mención de aquellos que
se relacionan de forma más directa con esta tesis.

Los primeros pasos en el campo de la programación óptima de un sistema de po-
tencia de dimensiones reales se deben a Ricard [121], George y otros [65], Kirch-
mayer y Stagg [89] y Glimn y Kirchmayer [69], aunque el verdadero avance
en los trabajos de optimización surgió con la utilización del análisis funcional por
parte de El-Hawary y Christensen [46], [47] y [48]. El-Hawary y Kumar [55]
realizan un estudio comparativo de los distintos modelos que se pueden considerar
para estudiar las plantas hidráulicas de carga variable. Un estudio similar, aunque
algo más detallado, es el realizado por El-Hawary y Ravindranath [52] con-
siderando centrales hidráulicas sin acoplamiento y eliminando, para simplificar, la
variable retraso en el transporte. Estos mismos autores, en [51], eligen el modelo de
Glimn-Kirchmayer y resuelven un sistema hidrotérmico CHT sin retraso, utilizando
el método de Newton-Raphson. Debido a la importancia de los valores iniciales, se
dan algunas normas sobre cómo obtener aproximaciones iniciales aceptables, como
por ejemplo suponer, en una primera aproximación, nulas las pérdidas por trans-



1. INTRODUCCIÓN Y ESTRUCTURA 3

misión. Suárez [128] conecta la ya mencionada técnica del análisis funcional con la
discretización del problema de contorno obtenido. Proporciona así, la solución en
forma de un sistema no lineal al que se le puede aplicar el teorema del punto fijo,
técnica iterativa de fácil implementación.

Son diversos los autores que han utilizado técnicas de relajación lagrangiana a
la hora de resolver problemas de coordinación hidrotérmica (CHT) a corto y largo
plazo. La capacidad de descomponer el problema primal relajado en un subproblema
por cada central térmica y en un subproblema por cada cuenca hidráulica permite
seleccionar la técnica de optimización más adecuada a la estructura de cada sub-
problema. Brannlund y otros [26] abordan el estudio a corto plazo dividiendo el
sistema hidrotérmico en tres subsistemas: el térmico, el hidráulico y la red de trans-
misión. Resuelven cada subsistema por separado usando el método del gradiente
conjugado para las ecuaciones no lineales, con restricciones también no lineales, que
resultan de su planteamiento. Ernan y otros [57] realizan el estudio con sistemas
hidráulicos acoplados y Demartini y otros [40] consideran la coordinación a corto
plazo de un problema de grandes dimensiones (100 unidades térmicas) y con una
fina subdivisión para la programación diaria. Castillo y otros [35] utilizan también
técnicas de relajación lagrangiana para la coordinación a corto plazo y resaltan el
significado económico de las variables del problema dual (los multiplicadores de La-
grange) y Castro y González [36] trabajan con un horizonte temporal a largo
plazo incluyendo centrales nucleares y obteniendo a través de un nuevo algoritmo
implementado con los paquetes de optimización no lineal Minos o Snopt el resultado
óptimo.

Otra técnica para abordar estos problemas es la programación dinámica.Wood
[?] presenta un estudio especial de los periodos de alta demanda de potencia y
analiza cómo se comporta el sistema ante estos picos de carga. También Hobbs y
otros [77] utilizan esta técnica, basada en la discretización de las variables continuas,
introduciendo hipótesis para simplificar el problema y hacerlo computacionalmente
tratable. Salam [125] realiza un estudio comparativo, de tiempos de ejecución y
costos en sistemas reales, de los métodos de relajación lagrangiana y programación
dinámica para problemas de coordinación hidrotérmica a largo plazo.

Borre y Kapoor [25] estudian la gestión económica de un sistema de poten-
cia hidrotérmico y lo resuelven mediante el empleo de la programación lineal. En
Brannlund y otros [27] utilizan técnicas de la programación lineal entera-mixta
para simplificar y linealizar el problema. También Mwakabuta y Kyaruzi [110]
desarrollan un modelo de programación lineal utilizando Matlab para un sistema
de coordinación hidrotérmica a corto plazo. Técnicas de programación lineal entera-
mixta han sido también empleadas por otros autores como Dillon y otros [42], y
Medina y otros [100]. Ibraham [80] en el problema de optimización del flujo de
carga considera restricciones dinámicas de agua de las centrales hidráulicas y da
un nuevo impulso a la programación no lineal al combinarla con el método del gra-
diente, las aproximaciones sucesivas, y una estimación realista de los valores iniciales
del algoritmo.Mostafa y otros [107], [108] utilizan las ecuaciones de flujo en forma
polar y el modelo de la matriz de admitancias y, para implementar el algoritmo, el
paquete MINOS de optimización no lineal. Bayón y otros [10] utilizan el cálculo
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variacional junto con el método de Han-Powell para resolver de forma conjunta el
problema de coordinación hidrotérmica y el cálculo del óptimo flujo de carga, con
la ventaja de poder determinar de forma más exacta los coeficientes de pérdidas, de
gran importancia en este tipo de problemas. Estos mismos autores, en [11], siguiendo
la misma técnica, prestan atención al diagnóstico de fallos en las redes, como son
los fallos de los generadores, violación de las restricciones de la tensión en los nudos,
etc.

Técnicas probabilísticas también han sido empleadas en estos problemas. Lee
y otros [92] realizan un trabajo dentro del campo de la programación a largo pla-
zo, diseñando sistemas, para periodos de 10 y 15 años. Introducen como elemento
novedoso, para reducir el costo y la utilización de combustibles fósiles, el uso de las
centrales de bombeo. Christensen y Soliman [37] añaden a la teoría del análisis
funcional un estudio estadístico que estima la probabilidad del aporte de agua na-
tural que pueden tener las centrales hidráulicas en función de la tendencia pasada y
realizan una predicción a un año de plazo. Un estudio similar en la cuenca brasileña
es realizado por Carvalho y Soares [34]. Soliman y Christensen [126] propo-
nen un algoritmo para estimar los parámetros del sistema, de tanta influencia en
la optimización. Trabajando en una línea paralela, El-Hawary y Mbamalu [50]
proponen modelos estadísticos para predecir algunos de estos parámetros y Mba-
malu y El-Hawary [98] estudian la minimización de las pérdidas de potencia,
incluyendo incertidumbre en la potencia demandada. Modarres y Farrokhzad
[103] trabajan con sistemas hidrotérmicos que constan de embalses en casacada.
Consideran incertidumbre en los flujos naturales de agua, en la energía demandada
y parámetros estocásticos; aplicando un algoritmo híbrido genético y un método
de optimización análitica para obtener la solución óptima del sistema. Combinando
programación dinámica y estocástica Halliburton [75] resuelve sistemas de coordi-
nación hidrotérmica a medio y largo plazo; mientras queNowak y otros [112] combi-
nan programación lineal entera mixta y estocástica para optimizar simultáneamente
la producción y comercialización de potencia con un día de anticipación.

Algoritmos genéticos están siendo también utilizados en problemas de opti-
mización de sistemas hidrotérmicos y de flujo de carga. Carneiro y Leite [32]
comparan los métodos clásicos de programación no lineal con los algoritmos genéti-
cos (GAs). Los primeros presentan deficiencias tales como las dificultades de con-
vergencia, excesiva simplificación del problema original o dificultades asociadas a
la aproximación de la función objetivo. Por su parte, los GAs evitan estos incon-
venientes y presentan un menor coste operativo. Gil y otros [67] utilizan un algo-
ritmo genético para el problema de optimización del flujo de carga, introducien-
do una nueva técnica para considerar los candidatos a solución y un conjunto de
operadores expertos para mejorar el comportamiento del algoritmo. Zoumas y otros
[?] trabajan sobre un problema de coordinación hidrotérmica formulándolo como un
problema de optimización no lineal, entero mixto y lo resuelven con un GA mejo-
rado caracterizando un conjunto de operadores genéticos de problemas específicos.
Modarres y otros [104] se centran en un problema de coordinación a largo plazo
considerando embalses en cascada y flujos de agua estocásticos. Como las variables
de decisión son continuas utiliza en el GA códigos de números reales antes que bina-
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rios; mostrando, con algunos ejemplos, la ventaja de este algoritmo frente a métodos
convencionales de relajación lagrangiana. Por otra parte,Wang y Zhang [?] mejo-
ran un algoritmo basado en una técnica de optimización estocástica (PSO) y lo
comparan, aplicándolo a ejemplos de optimización del flujo de carga con los algorit-
mos genéticos, destacando frente a ellos la precisión en la solución y la rapidez de
convergencia.

Otros autores utilizan métodos de punto interior logrando gran precisión y fle-
xibilidad en la modelización de sistemas hidráulicos. Garzillo y otros [63] tratan
el tema de la optimización de sistemas hidrotérmicos teniendo en cuenta las res-
tricciones eléctricas de la red. Por otra parte, Kimball y otros [87] también desarro-
llan un algoritmo de punto interior, que aprovecha la estructura diagonal por bloques
del sistema de Newton para las condiciones necesarias de primer orden, para resolver
el despacho económico de sistemas hidrotérmicos en multiperiodos considerando las
características de la red.

La minimización de las emisiones contaminantes así como la optimizacion de
multiples objetivos también ha suscitado el interés de diversos autores. El-Hawary
y Ravindranath [53] realizan una aproximación al problema de la optimización
de múltiples objetivos. Consideran un sistema muy sencillo, con plantas hidráulicas
de carga fija y sin acoplamiento, para poder abordar la minimización del costo
de combustible, junto con la minimización de las pérdidas de transmisión. Estos
mismos autores [54], realizan un estudio comparativo para la optimización del flujo
de carga de un sistema hidrotérmico (HTOPF) considerando centrales hidráulicas
de carga variable y de carga fija. Río y otros [123] tratan el problema multiobjetivo
en el marco del nuevo mercado eléctrico español. Talaq y otros [129] realizan un
estudio de la sensibilidad de la minimización de emisiones ante la modificación de
los datos iniciales del sistema, considerando centrales hidráulicas de carga fija, sin
acoplamiento y sin retraso en el transporte. Bayón y Suárez [7] realizan un estudio
de las emisiones contaminantes producidas por las centrales térmicas, tomando datos
de la cuenca asturiana. En esta misma línea y para sistemas sólo térmicos, King
y otros [88] desarrollan una técnica para la optimización combinada de coste de
combustible y contaminación, basada en el empleo de redes neuronales, mientras
que Talaq y otros [131] utilizan la aproximación desacoplada de Newton para el
mismo estudio.

En los últimos tiempos, y ante el proceso de liberalización que surge en el marco
del nuevo mercado eléctrico, son necesarias estrategias que minimicen el coste de
la energía eléctrica, Eguíluz [45]. Tufegdzic y Hyslop [133] desarrollan un al-
goritmo para la optimización de un sistema hidrotérmico complejo en tiempo real,
permitiendo cambiar de modo continuo el precio de oferta y consiguiendo el má-
ximo aprovechamiento de los recursos hidráulicos. También Barquin y otros [3], y
Fabra [58] abordan este problema, con enfoques totalmente distintos, enmarcados
en la teoría de juegos. Granville y otros [71] utilizan la optimización estocásti-
ca, en el marco de un mercado competitivo, para realizar un estudio del costo,
aprovechamiento de potencia y distribución a través de la red eléctrica aplicándolo
a sistemas hidrotérmicos brasileños.

Con esto finalizamos un breve repaso que sólo pretende señalar algunos de los
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trabajos más interesantes o representativos en el estudio de los sistemas hidrotérmi-
cos.

Establecemos, a continuación, la planificación del trabajo desarrollado.

1.3. ESTRUCTURA DEL TRABAJO

Veamos una breve descripción de los contenidos de los siguientes capítulos de
este trabajo, así como las herramientas matemáticas que utilizaremos para abordar
los problemas que se plantean:

CAPÍTULO 2: DESCRIPCIÓN DEL PROBLEMA

En un sistema hidrotérmico y para un volumen fijo de agua disponible en cada
central hidráulica, el objetivo es minimizar el consumo de combustible empleado
por las centrales térmicas para satisfacer, conjuntamente con las hidráulicas, una
cierta demanda de potencia eléctrica durante el intervalo de optimización (problema
hidrotérmico generalizado). Es posible, también, considerar restricciones en la ge-
neración de potencia tanto térmica como hidráulica. Si además se asigna un costo al
agua consumida en las centrales hidráulicas, el costo de producción de energía de los
sistemas hidrotérmicos no dependerá exclusivamente del consumo de combustible de
las centrales térmicas (problema hidrotérmico de Bolza).

En este capítulo se plantean y formulan matemáticamente estos problemas.

CAPÍTULO 3: EQUIVALENTE MINIMIZADORA

Dadas varias centrales térmicas, se destaca la importancia de obtener una cen-
tral (equivalente térmica) que se comporte de modo equivalente a ellas en su fun-
cionamiento óptimo. Ante la variedad de modelos matemáticos utilizados para re-
presentar la función de costo de combustible de una central térmica, nuestro primer
objetivo será realizar un estudio general del problema cuya validez, bajo ciertas
condiciones, sea extensible a todo tipo de central térmica, independientemente del
modelo considerado para su función de costo y considerando restricciones de ge-
neración de potencia derivadas de las características de diseño de las propias cen-
trales.

CAPÍTULO 4: CONTROL ÓPTIMO. PROBLEMA DE BOLZA

Se estudia el problema que se suscita cuando imponemos ciertas limitaciones a las
potencias térmicas e hidráulicas (restricciones de desigualdad de tipo no holonómi-
co). Además, plantearemos el problema de modo que el costo de producción de
energía no dependa exclusivamente del consumo de combustible de las centrales tér-
micas, sino también del volumen de agua turbinada en las hidráulicas (problema
hidrotérmico de Bolza).

Ambos problemas son resueltos de modo satisfactorio, tanto desde el punto de
vista teórico, estableciéndose las condiciones para los elementos estacionarios del
funcional, como desde el punto de vista algorítmico y computacional, construyendo
en su caso, de modo aproximado, el mínimo del funcional.
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CAPÍTULO 5: PROBLEMAS CON LAGRANGIANO NO REGU-
LAR. CENTRALES DE BOMBEO

El problema del funcionamiento óptimo de los sistemas hidrotérmicos que in-
cluyen centrales de bombeo, cuestión que está suscitando gran interés en tiempos
recientes, no ha sido abordado en toda su extensión en los trabajos existentes sobre
el tema. La consideración de las centrales de bombeo da lugar a un problema en que
el integrando del funcional es continuo pero no de clase C1: lagrangiano no regular.

El problema lo hemos abordado mediante técnicas del análisis no diferenciable
(gradiente de Clarke) y, en algunos casos particulares, mediante cálculo variacional.

En este capítulo se estudia la existencia de extremales que satisfagan la condición
de mínimo y se construye el algoritmo correspondiente para su obtención.

CAPÍTULO 6: PROBLEMA MULTIDIMENSIONAL

Abordamos el estudio de los sistemas que constan de varias centrales hidráulicas
(problema hidrotérmico generalizado con restricciones). Se establecen las condiciones
necesarias de mínimo y se aplica un método inspirado en el denominado método de
descenso coordenado cíclico, que resuelve el problema como límite de una sucesión
de problemas con una única central hidráulica. Se garantiza la convergencia de esta
sucesión y se resuelven, de modo satisfactorio, diversos problemas de optimización
hidrotérmica.

CAPÍTULO 7: PRIMERA CONDICIÓN DE WEIERSTRASS-
ERDMANN. CONJUNTOS MOLDEABLES

En este capítulo se establece una condición para extremales con puntos angulares
que constituye una generalización de la primera condición de Weierstrass-Erdmann
a problemas con cierto tipo de restricciones. Introducimos el concepto de conjun-
to moldeable con el fin de delimitar, para las funciones admisibles, el tipo de res-
tricciones ante las cuales la condición anterior va a mantener su validez. Apoyándonos
en este concepto se muestra la aplicabilidad de la nueva demostración al pro-blema
del obstáculo, a problemas variacionales con velocidad restringida así como con
restricciones de inclusión diferencial.

CAPÍTULO 8: APORTACIONES Y PERSPECTIVAS DE FUTURO

Mostramos las aportaciones realizadas en los problemas estudiados y planteamos
otras cuestiones relativas a los mismos así como otros problemas, que aún no ha-
biendo sido abordados en este trabajo, constituyen, sin duda, la continuación natural
del mismo.

CAPÍTULO 9: BIBLIOGRAFÍA

Recogemos en este capítulo una relación de libros y publicaciones que consti-
tuyen, a nuestro entender, las fuentes bibliográficas más adecuadas para el seguimien-
to de las investigaciones realizadas. Mostramos mayor número de publicaciones rela-
cionadas con el análisis de sistemas hidrotérmicos, especialmente con el estudio de
optimización del coste de combustible que son los de mayor incidencia en el desarrollo
del trabajo.



Capítulo 2

DESCRIPCIÓN DEL
PROBLEMA

2.1. INTRODUCCIÓN

Un sistema de energía eléctrica está compuesto por generadores, una red de
transporte y diversas redes de distribución. En este trabajo nos centraremos en el
estudio del sistema de generación y su explotación en el corto plazo.

Consideraremos un sistema de generación formado por centrales térmicas e hidráu-
licas. La planificación a corto plazo oscila entre un día y una semana. Requiere el de-
sarrollo de ideas, procedimientos y herramientas que hagan posible la programación
de la producción de energía eléctrica de todo el sistema hora a hora, minimizando
los costes totales de explotación. Así pues, consideraremos un sistema hidrotérmico
constituido por centrales hidráulicas y térmicas que deben satisfacer conjuntamente,
a lo largo de un determinado intervalo de tiempo, una cierta demanda de potencia
eléctrica.

Las centrales térmicas generan la potencia a costa del consumo de combustible
(que es objeto de minimización), y las centrales hidráulicas la obtienen a partir de
la energía liberada por el agua al mover una turbina, disponiendo para ello de una
cantidad limitada de agua. En caso de que no exijamos que esta cantidad de agua sea
consumida durante el intervalo de optimización, plantearemos un problema diferente
en el que se asigna un costo al agua consumida.

Incluimos en nuestro estudio las centrales hidráulicas de bombeo. Estas centrales
permiten almacenar energía, de forma económica, mediante operaciones de bombeo,
única tecnología disponible para este fin. Además, es de destacar que, por su ca-
pacidad y elevada flexibilidad, gozan de una situación privilegiada en un mercado
competitivo. No en vano las centrales hidráulicas son las que suelen cubrir los picos
de demanda y las que fijan el precio marginal en estos periodos.

Existen dos métodos posibles de abordar el problema hidrotérmico: acoplado
y desacoplado. El método acoplado se basa en la resolución simultánea de los sub-

8
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problemas hidráulicos y térmicos, y, por su gran complejidad, son escasos los autores
que lo emplean. El método más difundido, y que nosotros seguiremos, se basa en la
utilización de modelos desacoplados. Se procede en dos etapas: en primer lugar se
obtiene la secuencia de generación exclusivamente hidroeléctrica y, una vez conocido
este dato, se emplea en la optimización del problema térmico. La utilización de una
sola función de coste térmico que represente el coste total de funcionamiento de las
centrales térmicas es una condición indespensable para la utilización de este modelo.

Pasamos, a continuación, a describir con más detalle las características del sis-
tema hidrotérmico.

2.2. SISTEMA HIDROTÉRMICO

En el desarrollo de este trabajo vamos a considerar un sistema hidrotérmico que
consta de m centrales térmicas y n centrales hidráulicas. Veamos la definición de
algunos de los elementos presentes en todo problema hidrotérmico.

2.2.1. Centrales Térmicas

Definición 2.1 Se denomina función de costo de la central térmica i-ésima la apli-
cación

Fi : Di ⊂ R −→ R

que relaciona el consumo instantáneo de combustible de la central térmica i-ésima
con la potencia generada por ella.

De este modo si denotamos por Pi(t) la potencia generada en el instante t, el
costo de combustible consumido durante el intervalo de optimización [0, T ] seráZ T

0
Fi(Pi(t))dt

Se denota por Di el conjunto de valores de la potencia generable en cada instante
por la central térmica i-ésima.

Definición 2.2 Se dirá que P : [0, T ] −→ R es admisible para Fi si

∀t ∈ [0, T ] , P (t) ∈ Di

Definición 2.3 Se denomina T i el conjunto de elementos admisibles para Fi.

Y se denota por T a
mQ
i=1

T i.

Definición 2.4 Se denomina función de aportación efectiva de la central térmica
i-ésima la aplicación

φi : Di → R



2. DESCRIPCIÓN DEL PROBLEMA 10

que asigna a cada valor de la potencia generada por la térmica i-ésima la aportación
que supone al sistema.

Definición 2.5 Se denomina función de pérdidas de la central térmica i-ésima la
aplicación definida en Di

pi(x) = x− φi(x)

que mide la diferencia entre la potencia generada por la central térmica i-ésima y la
aportación efectiva al sistema.

Observación 1 La función de costo, utilizada en una gran parte de los estudios
relativos al tema, es un polinomio de segundo grado

Fi(x) = αi + βix+ γix
2

Es también habitual considerar como función de pérdidas pi(x) = bii ·x2 (fórmula
de Kirchmayer1).

Así pues, tomando las funciones de costo Fi : [0,
1

bii
] −→ R de la forma

Fi(x) = αi + βix+ γix
2

y las funciones de aportación efectiva φi : [0,
1

2bii
] −→ [0,

1

4bii
] (bii > 0) de la forma

φi(x) = x− biix
2

siendo pi(x) = biix
2 la función de pérdidas, las funciones φi son biyectivas y sus

inversas son

φ−1i (x) =
1−
√
1− 4biix
2bii

con lo cual las nuevas funciones de costo, que incorporan las pérdidas que se producen
en el sistema, tal como demostraron Bayón y otros [13], serán expresadas en la formaeFi = (Fi ◦ φ−1i )

eFi(x) = (Fi ◦ φ−1i )(x) = Fi

µ
1−
√
1− 4biix
2bii

¶
o, más concretamente

eFi(x) = αi + βi

µ
1−
√
1− 4biix
2bii

¶
+ γi

µ
1−
√
1− 4biix
2bii

¶2
1 bii es el denominado coeficiente de pérdidas.
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2.2.2. Centrales Hidráulicas

Definición 2.6 Se denomina función de generación hidráulica efectiva la aplicación

H : ΩH −→ R

donde
H(t, z1(t), z2(t), . . . , zn(t), z

0
1(t), z

0
2(t), . . . , z

0
n(t))

representa el valor de la potencia aportada al sistema en el instante t por las centrales
hidráulicas en su conjunto, siendo:

B zi(t) el volumen turbinado hasta el instante t (en adelante volumen) por la

central i-ésima.
B z0i(t) el caudal descargado en el instante t (en adelante caudal) por la central

i-ésima.
B ΩH ⊂ [0, T ]×R2n el dominio de definición de H.

Definición 2.7 Se dirá que z = (z1, z2, . . . , zn) es admisible para H si:

I) zi es de clase bC1, ∀i = 1, . . . , n (Continua con derivada continua a trozos2).
II) (t, z(t), z0(t)) ∈ ΩH , ∀t ∈ [0, T ]
Se denota por H el conjunto de elementos admisibles para H.

Todos los modelos parten de la estimación de que la potencia H(t) generada en
cada instante es función del caudal q0(t) descargado y de la altura h(t) del salto de
agua que, a su vez, dependerá de la geometría del depósito, características técnicas
de la central y simplificaciones del problema:

H(t) = Φ(q0(t), h(t))

2.3. PROBLEMA DE OPTIMIZACIÓN
HIDROTÉRMICA

En este apartado se presenta y formula matemáticamente el problema de op-
timización hidrotérmica3, teniendo presente, también, la posibilidad de considerar
limitaciones en las potencias generadas por las centrales y la valoración del agua
consumida por las hidráulicas.

2Es natural consentir que las derivadas de las funciones admisibles tengan discontinuidades, pues
equivale a permitir variaciones bruscas del caudal descargado, lo cual es en la práctica perfectamente
posible.

3A lo largo de todo el trabajo, se utilizarán términos propios y exclusivos de los sistemas hidrotér-
micos con el fin de facilitar la interpretación de determinadas hipótesis que se utilizan y de los
resultados que se obtienen. No obstante, las formulaciones y conclusiones mantendrán su validez en
cualquier problema de optimización de recursos que comparta con los problemas de optimización
hidrotérmica los aspectos esenciales.
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Definición 2.8 Se denomina potencia demandada la función

Pd : [0, T ] −→ R

que expresa la potencia que hay que suministrar al sistema en cada instante del
intervalo de optimización [0, T ].

Denotaremos por bi el volumen de agua disponible que puede turbinar la central
hidráulica i-ésima hasta el instante T y por b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn el vector de
volúmenes disponibles de las n centrales hidráulicas.

2.3.1. Problema hidrotérmico generalizado

Presentamos, a continuación, el problema hidrotérmico generalizado.

Definición 2.9 Se denomina problema hidrotérmico generalizado el problema de
minimizar el funcional

F (y1, . . . , ym, z) =

Z T

0

mX
i=1

Fi(yi(t))dt

dentro del conjunto ∆ de elementos admisibles definido de la manera siguiente

∆ = {(y1, . . . , ym, z) ∈ T ×H / satisfacen 1) y 2)}

1) Ecuación de equilibrio:

mX
i=1

φi(yi(t)) +H(t, z(t), z0(t)) = Pd(t) , ∀t ∈ [0, T ]

2) Restricciones de volumen disponible:

zi(0) = 0 , zi(T ) = bi (i = 1, . . . , n)

Obsérvese que pueden imponerse limitaciones en la generación de potencia tanto
térmica como hidráulica sin más que precisar los conjuntos de funciones admisi-
bles, T y H. Si no imponemos restricciones a la función de generación hidráulica
permitiendo que pueda tomar valores negativos, estudiaremos en este problema las
centrales de bombeo. En las secciones siguientes detallaremos más explícitamente
este comentario.

Definición 2.10 Se dirá que (P1, . . . , Pm,q) ∈ ∆ es solución del problema si

∀(y1, . . . , ym, z) ∈ ∆ se verifica:Z T

0

mX
i=1

Fi(Pi(t))dt ≤
Z T

0

mX
i=1

Fi(yi(t))dt
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2.3.2. Problema hidrotérmico de Bolza

El problema hidrotérmico se centra en la minimización del consumo de com-
bustible de las centrales térmicas para unos determinados volúmenes de agua disponi-
ble para cada una de las centrales hidráulicas. Sin embargo, dependiendo de las zonas
donde están situadas las centrales hidráulicas y de sus condiciones atmosféricas, tal
vez sea necesario, con el objeto de ser dedicada a otras necesidades (consumo hu-
mano, regadío,...), valorar la cantidad de agua utilizada al final del horizonte tem-
poral en que se realiza el estudio. Es natural, por tanto, plantear el problema de
tal modo que el coste de producción de energía de los sistemas hidrotérmicos no
dependa exclusivamente del consumo de combustible de las centrales térmicas, sino
también del volumen de agua turbinada. En este caso se precisa incorporar en el
funcional objetivo un sumando en el que se valore la cantidad de agua consumida
en el instante final del intervalo de optimización.

Definición 2.11 Se denomina función de valoración del agua la aplicación

S : Rn −→ R

continua y con derivadas parciales primeras continuas, donde

S(z1(t), z2(t), . . . , zn(t))

representa el valor del agua turbinada hasta el instante t por las centrales hidráulicas
en su conjunto.

Definición 2.12 Con la notación utilizada en las definiciones anteriores, se de-
nomina problema hidrotérmico de Bolza el problema de minimizar el funcional

F (y1, . . . , ym, z) =

Z T

0

mX
i=1

Fi(yi(t))dt+ S[z(T )]

dentro del conjunto de elementos admisibles definido de la manera siguiente

∆B = {(y1, . . . , ym, z) ∈ T ×H / satisfacen 1) 2) y 3)}
1) Ecuación de equilibrio:

mX
i=1

φi(yi(t)) +H(t, z(t), z0(t)) = Pd(t) , ∀t ∈ [0, T ]

2) Restricciones de potencia térmica e hidráulica

Pmı́ni ≤ yi(t) ≤ Pmáxi y 0 ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ Pd(t)

3) Restricciones de volumen disponible:

zi(0) = 0 , zi(T ) ≤ bi (i = 1, . . . , n)
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Definición 2.13 Se dirá que (P1, . . . , Pm,q) ∈ ∆B es solución del problema si

∀(y1, . . . , ym, z) ∈ ∆B se verifica:Z T

0

mX
i=1

Fi(Pi(t))dt+ S[q(T )] ≤
Z T

0

mX
i=1

Fi(yi(t))dt + S[z(T )]



Capítulo 3

EQUIVALENTE
MINIMIZADORA

3.1. INTRODUCCIÓN

En este capítulo vamos a estudiar la construcción de la térmica equivalente.
Es fundamental la importancia de poder sustituir un problema con m centrales
térmicas (Hn-Tm) por otro equivalente (Hn-T1) con una sola: la térmica equivalente.
De hecho, su construcción es una condición indispensable para el trabajo realizado
en esta tesis, al utilizar un modelo desacoplado para la resolución del problema
hidrotérmico.

La idea de la térmica equivalente fue contemplada por El-Hawary y Chris-
tensen [49] en problemas sólo térmicos y para funciones de costo polinómicas de
segundo grado, obviando la restricción de positividad de las potencias. En esta línea
de trabajar en problemas sólo térmicos, Kannan y Nityanandan [83] utilizan la
aproximación por mínimos cuadrados para la construcción de la equivalente sin con-
siderar pérdidas de transmisión en el sistema y Ramraj [120] usa la misma técnica
para el estudio de problemas con limitaciones de combustible en algunas centrales.
La construcción de la térmica equivalente de funciones de costo de tercer orden ha
sido abordada por Narendiran y otros [111] e imponiendo limitaciones de com-
bustible por Kannan y Kayalvizhi [84]. Un estudio más riguroso determinando la
equivalente minimizadora e incluyendo la restricción de positividad de las potencias
para funciones de costo polinómicas de segundo grado fue desarrollado por Bayón
y otros [15] en problemas con componente hidráulica que es donde adquiere su ver-
dadera importancia. Estos mismos autores en [13] aproximan, usando el método de
mínimos cuadrados, la función de costo que incorpora las pérdidas del sistema (y,
por tanto, no es cuadrática) por una cuadrática, obteniendo la térmica equivalente
de esta última.

Es indudable la importancia de poder sustituir varias centrales térmicas por una
equivalente en su comportamiento óptimo. De hecho, muchos autores han hecho uso

15
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de la térmica equivalente para la resolución de problemas hidrotérmicos considerando
modelos concretos para la función de costo térmico. De todo lo anterior se pone de
manifiesto el gran interés en construir la equivalente térmica independientemente
del modelo de función de costo considerado.

En este capítulo se desarrolla, en primer lugar, la posibilidad de construir la
equivalente minimizadora de m centrales térmicas, independientemente del modelo
de función de costo utilizado; imponiendo la natural restricción de positividad para
las potencias.

Por otra parte, para una mejor aproximación a la realidad, esta restricción debe
ser sustituida por una potencia mínima positiva pero no nula necesariamente. Las
centrales térmicas tienen una limitación sobre su potencia de salida. La potencia
mínima, llamada mínimo técnico, se debe a criterios de diseño de la caldera, del
propio generador y a aspectos de estabilidad de la combustión. La potencia máxima
que pueden producir las centrales, debido a las características del diseño de las mis-
mas, se denomina potencia máxima nominal. Surgen, por tanto, unas restricciones
mínimas y máximas de potencia derivadas de la capacidad técnica de generación de
las propias centrales (no necesariamente iguales para todas ellas). Razones por las
cuales también procederemos a la construcción de la equivalente minimizadora de
m centrales térmicas, independientemente del modelo de función de costo utilizado,
imponiendo unas restricciones mínimas y máximas de generación de potencia.

Finalmente, se han desarrollado dos programas, con el paquete Mathematica,
para la obtención de la equivalente minimizadora y mostramos algunos ejemplos de
su aplicación al caso de centrales térmicas de la red Asturiana.

El trabajo desarrollado en este capítulo ha dado lugar a una publicación de
Bayón y otros [21].

3.2. REDUCCIÓN DEL PROBLEMA Hn-Tm
AL Hn-T1

La determinación de la equivalente minimizadora radica en la posibilidad de, a
partir del conocimiento de la aportación instantánea de las centrales térmicas en su
conjunto, asignar a cada central térmica la generación de potencia que haga mínimo
el costo instantáneo global de combustible.

En términos matemáticos esto se traduce en la construcción de una función

Ψ(ξ) = mı́n
Cξ
(F1(x1) + ...+ Fm(xm))

en el conjunto de elementos de la forma

Cξ := {(x1 + ...+ xm) / x1 + ...+ xm = ξ }.
siendo Di el conjunto de valores de potencia que puede ser generada por la central
térmica i-ésima y Fi su función de costo. Suponemos que:

∀ξ ∈ D = D1 +D2 + · · ·+Dm ⊆ R ∃(x1, . . . , xm) ∈
mY
i=1

Di
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único mínimo de
mP
i=1

Fi(xi) en Cξ.

En suma, supondremos que ∀ξ ∈ D el problema de calcular el mínimo de la

función
mP
i=1

Fi(xi) sujeto a la condición
mP
i=1

xi = ξ admite una única solución.

Definición 3.1 Llamaremos función equivalente minimizadora de {Fi}mi=1 la apli-
cación

Ψ : D1 +D2 + · · ·+Dm −→ R

definida por:

Ψ(ξ) = mı́n
Cξ

mX
i=1

Fi(xi)

Definición 3.2 Llamaremos función i-ésima de reparto la aplicación

Ψi : D1 +D2 + · · ·+Dm −→ Di

que satisface:

i)
mX
i=1

Ψi(ξ) = ξ

ii)
mX
i=1

Fi(Ψi(ξ)) = Ψ(ξ).

En Bayón y otros [15] se estableció el siguiente resultado:

Teorema Sea Ψ función equivalente minimizadora de {Fi}mi=1 y sean
{Ψi}mi=1 las funciones de reparto.
Si (P (t),q(t)) es solución del problema

Λ∗ ≡ Hn-T1{Pd, {Ψ},H,b}

entonces
(Ψ1(P (t)),Ψ2(P (t)), . . . ,Ψm(P (t)),q(t))

es solución del problema,

Λ ≡ Hn-Tm{Pd, {Fi}m1 ,H,b}

y se construyó la térmica equivalente para funciones de costo cuadráticas:
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Teorema. La función equivalente minimizadora de funciones de costo
cuadráticas, Fi(x) = αi + βix+ γix

2, es polinómica de segundo grado a
trozos

Ψ(ξ) =
mX
i=1

Fi(Ψi(ξ)) = eαk + eβkξ + eγkξ2 si δk ≤ ξ < δk+1,

siendo

δk =
1

2

"
βk

kX
i=1

1

γi
−

kX
i=1

βi
γi

#

con eγk = 1
kP
i=1

1

γi

; eβk = eγk kX
i=1

βi
γi

y eαk = mX
i=1

αi +
eβ2k
4eγk −

kX
i=1

β2i
4γi

Además es de clase C 1 y verifica Ψ0(δk) = βk para i = 1, . . . ,m.

Sobre la base de estas definiciones y resultados planteamos la construcción de la
equivalente minimizadora de m centrales térmicas considerando un modelo general
en sus funciones de costo. En primer lugar, demostraremos que si F 0i es estrictamente
creciente (i = 1, ...,m), siendo Fi funciones cualesquiera1, con la natural restricción
de positividad, entonces la equivalente minimizadora, Ψ, de {Fi}mi=1 existe y es
única.

Teorema 3.1 Sea {Fi}mi=1 ⊂ C1[0,∞) una colección de funciones tales que F 0i es
estrictamente creciente (i = 1, ...,m), ordenadas de modo que F 0i (0) ≤ F 0i+1(0), y sea
la función F : [0,∞)m −→ R

F (x1, . . . , xm) :=
mX
i=1

Fi(xi)

Sea

Ca :=

(
(x1, . . . , xm) ∈ Rm / xi ≥ 0 ∧

mX
i=1

xi = a

)
.

Entonces existe una colección única {Ψi}mi=1 tal que ∀a ≥ 0,
(1) (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) ∈ C̊a proporciona el mínimo de F sobre Ca si y sólo si

a > (
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0m)(0) (o, equivalentemente,
Ã

mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0m

!−1
(a) > 0 )

1La simple consideración de las pérdidas de potencia transforma la función de costo en no
cuadrática, surgiendo así la necesidad de realizar un estudio de la equivalente minimizadora para
funciones de costo más generales.
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siendo Ψk(a) =

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a).

(2) Si (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) /∈ C̊a y proporciona el mínimo de F sobre Ca y
Ψi(a) = 0 entonces Ψi+1(a) = ... = Ψm(a) = 0

Demostración. La existencia de mínimo en Ca está asegurada por su compaci-
dad; la convexidad estricta de F asegura la unicidad.

(1) Necesidad
Si (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) ∈ C̊a es mínimo de F en Ca, entonces es también mínimo

local de F en {(x1, . . . , xm) ∈ (0,∞)m /
mP
i=1

xi = a}

Por consiguiente, para algún λa ∈ R, (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) es punto crítico de

F ∗(x1, . . . , xm) = F (x1, . . . , xm)− λa.(x1 + · · ·+ xm − a)

con lo cual, tendremos

0 =
∂F ∗(Ψ1(a), . . . ,Ψm(a))

∂xi
= F 0i (Ψi(a))− λa, ∀i = 1, ...,m

de donde se deduce que Ψi(a) = F 0−1i (λa) y, puesto que
mX
i=1

Ψi(a) = a, tendremos

a =
mX
i=1

F 0−1i (λa) =⇒ λa =

Ã
mX
i=1

F 0−1i

!−1
(a)

y, en consecuencia,

Ψk(a) = F 0−1k

Ã
mX
i=1

F 0−1i

!−1
(a) =

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a)

Ahora bien, puesto que 0 < Ψi(a) y F 0i y F 0−1i son estrictamente crecientes,
tendremos que para cada iÃ

mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0i

!
(0) <

Ã
mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0i

!
(Ψi(a)) = a

en particular, Ã
mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0m

!
(0) <

Ã
mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0m

!
(Ψm(a)) = a

⇐=)Suficiencia
Consideremos

Ψk(a) =

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a)
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Veamos, en primer lugar, que Ψk(a) > 0 para cada k ∈ {1, ...,m}.
Teniendo en cuenta que F 0m(0) ≥ F 0k(0) para cada k ∈ {1, ...,m}, el carácter

creciente de F 0i y de su inversa,

a >

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0m

!
(0) ≥

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!
(0) =⇒ Ψk(a) > 0

de modo que (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) ∈ C̊a.
Prestando atención a las consideraciones hechas en la implicación directa,

(Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) es punto crítico del funcional convexo

F ∗(x1, . . . , xm) = F (x1, . . . , xm)− λa.(x1 + · · ·+ xm − a)

considerado en (0,∞)m , donde

λa =

Ã
mX
i=1

F 0−1i

!−1
(a).

De modo que (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) es mínimo de F ∗ y, en consecuencia, es también
mínimo de la restricción de F en C̊a.

(2) Supongamos que Ψi(a) = 0 y que Ψi+1(a) > 0.
Consideremos la función f : [0,Ψi+1(a)] −→ R

f(ε) = F (Ψ1(a), . . . ,Ψi(a) + ε,Ψi+1(a)− ε, . . . ,Ψm(a))

Teniendo en cuenta que (Ψ1(a), . . . ,Ψi(a)+ε,Ψi+1(a)−ε, . . . ,Ψm(a)) ∈ Ca para
cada ε ∈ [0,Ψi+1(a)), será suficiente observar que f 0+(0) < 0, lo cual es contradictorio
con el carácter mínimo de (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)).

Efectivamente,

f 0(ε) = F 0i (Ψi(a) + ε)− F 0i+1(Ψi+1(a)− ε) = F 0i (ε)− F 0i+1(Ψi+1(a)− ε)

f 0(0) = F 0i (0)− F 0i+1(Ψi+1(a)) < F 0i (0)− F 0i+1(0) < 0

¥
El significado del último punto del teorema es el siguiente: funcionando las cen-

trales térmicas de forma óptima, si una de ellas está desconectada (genera cero),
también deben estarlo todas aquéllas cuya derivada de la función de costo en cero
es mayor o igual que la correspondiente de aquélla.

Teorema 3.2 Sean {Fi}mi=1 , F, y Ca en las condiciones del teorema 3.1. Entonces

existe {δk}m+1k=1 ⊂
_
R siendo δm+1 = ∞ y {Ψk}mk=1 ⊂ C[0,∞) de tal modo que para

cada a > 0, el mínimo de F en Ca se alcanza en (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)), siendo

δk =
kX
i=1

(F 0−1i ◦ F 0k)(0) ≤
k+1X
i=1

(F 0−1i ◦ F 0k+1)(0) = δk+1
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Ψk(a) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Ã

jX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a) si δk ≤ δj ≤ a < δj+1

0 si a < δk

Demostración. Procederemos por inducción.
Si m = 1 es obvio que Ψ1(a) = a.
Supongamos cierto el teorema hasta m − 1 y veamos que ello implica que es

cierto para m.
Si a > δm, en virtud del apartado (1) del teorema 3.1

Ψk(a) =

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a) > 0, ∀k.

Si a ≤ δm, según (2) del teorema 3.1, Ψm(a) = 0 y estamos en condiciones
de utilizar la hipótesis de inducción según la cual (Ψ1(a), ...,Ψm−1(a)) minimiza
m−1X
i=1

Fi(xi) restringido a
m−1X
i=1

xi = a.

Por tanto, (Ψ1(a), ...,Ψm(a)) minimiza
mX
i=1

Fi(xi) restringido a
mX
i=1

xi = a.

¥

Observación 2 En este teorema hemos construido las funciones de reparto Ψk,
concluyendo, además, que si δj ≤ a < δj+1, el “reparto” se efectúa entre las centrales
térmicas de la primera a la j-ésima, permaneciendo las restantes inactivas.

Probaremos, a continuación, que para un modelo general de funciones de costo,
la equivalente minimizadora es una función de clase C1. Veamos, en primer lugar,
el siguiente lema.

Lema 3.1 Sean {Fi}2i=1 ⊂ C1[0,∞) funciones tales que F 0i es estrictamente cre-
ciente (i = 1, 2) de modo que F 01(0) ≤ F 02(0). Sea δ ∈ R+ tal que F 01(δ) = F 02(0) y la
función

g(ξ) =

½
ξ si ξ < δ

[(F 02)
−1 ◦ F 01 + Id]

−1(ξ) si ξ ≥ δ.

Entonces se verifica:
i) Para cada a > 0 (g(a), a− g(a)) proporciona el mínimo valor de
F (x, y) = F1(x) + F2(y) en el conjunto {(x, y) |x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ x+ y = a}.
ii) La función ϕ(a) = F1(g(a)) + F2(a− g(a)) es de clase C1.

Demostración. i) Se trata del teorema 3.2 en el caso particular de m = 2.
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ii) El único punto conflictivo es δ. Ahora bien, teniendo en cuenta que g es
continua y que g(δ) = δ

ϕ(δ−) = F1(δ) + F2(0)

ϕ(δ+) = F1(g(δ)) + F2(δ − g(δ)) = F1(δ) + F2(0)

de modo que ϕ es continua.
Veamos las derivadas laterales en δ :

ϕ0(δ−) = g0(δ−)F 01(g(δ−)) + (1− g0(δ−))F 02(δ − g(δ−))

ϕ0(δ−) = F 01(δ)

ϕ0(δ+) = g0(δ+)F 01(δ+) + (1− g0(δ+))F 02(0)

ϕ0(δ+) = g0(δ+)[F 01(δ+)− F 02(0)] + F 02(0)

ϕ0(δ+) = F 02(0) = F 01(δ)

Así pues ϕ0(δ+) = ϕ0(δ−).
¥

Teorema 3.3 Sean {Fi}mi=1 , F, y Ca en las condiciones del teorema 3.1. Entonces
la equivalente minimizadora

Ψ(a) =
mX
k=1

Fk(Ψk(a)) = mı́n
v∈Ca

F (v)

es de clase C1.

Demostración. Procederemos por inducción. Para m = 1 es obvio.
Consideremos la operación

(F ¯G)(x) := mı́n
a∈[0,x]

F (a) +G(x− a) = mı́n
(a,b)∈Cx

F (a) +G(b).

Es fácil darse cuenta de que ¯ es asociativa y conmutativa. En estos términos

Ψ = F1 ¯ F2 ¯ · · · ¯ Fm = (F1 ¯ F2 ¯ · · · ¯ Fm−1)¯ Fm.

Ahora bien, por hipótesis de inducción, Θ = F1 ¯ F2 ¯ · · · ¯ Fm−1 es de clase
C1, de modo que estamos en condiciones de utilizar el lema anterior y llegar a que
Θ¯ Fm = Ψ es de clase C1.

¥
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3.3. RESTRICCIONES MÁXIMAS Y MÍNIMAS

En este apartado analizamos la existencia y unicidad de la equivalente mini-
mizadora para m centrales térmicas, independientemente del modelo de función de
costo utilizado, considerando restricciones de potencia.

Presentamos, en primer lugar, la posibilidad de sustituir las centrales térmicas
a las que imponemos una restricción de generación máxima de potencia por una
equivalente para cualquier modelo de función de costo considerado.

Teorema 3.4 Sea {Fi}mi=1 ⊂ C1
£
0, Pmáxi

¤
una colección de funciones tales que F 0i

es estrictamente creciente (i = 1, ...,m), ordenadas de modo que F 0i (0) ≤ F 0i+1(0),
con F 0m(0) ≤ F 0i (P

máx
i ), ∀i. Sea la función

F :
h
0, Pmáx1

i
×
h
0, Pmáx2

i
× ...×

h
0, Pmáxm

i
−→ R

F (x1, . . . , xm) :=
mX
i=1

Fi(xi)

Sea

Da := {(x1, . . . , xm) ∈
h
0, Pmáx1

i
×
h
0, Pmáx2

i
× ...×

h
0, Pmáxm

i
/

mX
i=1

xi = a}.

Entonces existe una colección única {Ψi}mi=1 tal que ∀a, 0 ≤ a ≤
mX
i=1

Pmáxi ,

(1) (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) ∈ D̊a y proporciona el mínimo de F sobre Da si y

sólo si (
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0m)(0) < a < (
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0h)(Pmáxh )

siendo F 0h(P
máx
h ) = mı́n{F 0i (Pmáxi )} ∀i ∈ {1, ...,m} y

Ψk(a) =

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a).

(2) (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) /∈ D̊a y proporciona el mínimo de F sobre Da, entonces:
i) si para cierto i ∈ {1, ...,m− 1}, Ψi(a) = 0, entonces Ψi+1(a) = 0.
ii) si para cierto i ∈ {1, ...,m}, Ψi(a) = Pmáxi , entonces ∀k ∈ {1, ...,m} tal
que F 0k(P

máx
k ) ≤ F 0i (P

máx
i )

Ψk(a) = Pmáxk .

Demostración. La existencia de mínimo en Da está asegurada por su compaci-
dad; la convexidad estricta de F asegura la unicidad.

(1) Necesidad
Si (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) ∈ D̊a es mínimo de F en Da, entonces es también mínimo

local de F en {(x1, . . . , xm) ∈ (0, Pmáx1 )× (0, Pmáx2 )× ...×
¡
0, Pmáxm

¢
|

mP
i=1

xi = a}.
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Por consiguiente, para algún λa ∈ R, (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) es punto crítico de

F ∗(x1, . . . , xm) = F (x1, . . . , xm)− λa.(x1 + · · ·+ xm − a),

con lo cual tendremos

0 =
∂F ∗(Ψ1(a), . . . ,Ψm(a))

∂xi
= F 0i (Ψi(a))− λa, ∀i = 1, ...,m,

de donde se deduce que Ψi(a) = F 0−1i (λa) y, puesto que
mX
i=1

Ψi(a) = a, tendremos

a =
mX
i=1

F 0−1i (λa) =⇒ λa =

Ã
mX
i=1

F 0−1i

!−1
(a)

y, en consecuencia,

Ψk(a) = F 0−1k

Ã
mX
i=1

F 0−1i

!−1
(a) =

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a).

Ahora bien, puesto que 0 < Ψi(a) < Pmáxi y F 0i y F 0−1i son estrictamente cre-
cientes, tendremos que para cada iÃ

mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0i

!
(0) <

Ã
mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0i

!
(Ψi(a)) = a <

Ã
mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0i

!
(Pmáxi );

en particular, Ã
mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0m

!
(0) <

Ã
mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0m

!
(Ψm(a)) = a

y Ã
mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0h

!
(Ψh(a)) = a <

Ã
mX
k=1

F 0−1k ◦ F 0h

!
(Pmáxh ).

⇐=)Suficiencia
Consideremos

Ψk(a) =

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a)

Veamos, en primer lugar, que Pmáxk > Ψk(a) > 0 para cada k ∈ {1, ...,m}.
Teniendo en cuenta que F 0m(0) ≥ F 0k(0) y F

0
h(P

máx
h ) ≤ F 0k(P

máx
k ) para cada

k ∈ {1, ...,m}, el carácter creciente de F 0i y de su inversa,

a >

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0m

!
(0) ≥

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!
(0) =⇒ Ψk(a) > 0
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y

a <

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0h

!
(Pmáxh ) ≤

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!
(Pmáxk ) =⇒ Ψk(a) < Pmáxk

de modo que (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) ∈ D̊a.
Prestando atención a las consideraciones hechas en la implicación directa, sabe-

mos que (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) es punto crítico del funcional convexo

F ∗(x1, . . . , xm) = F (x1, . . . , xm)− λa.(x1 + · · ·+ xm − a)

considerado en (0, Pmáx1 )× (0, Pmáx2 )× ...× (0, Pmáxm ) , donde

λa =

Ã
mX
i=1

F 0−1i

!−1
(a).

De modo que (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) es mínimo de F ∗ y, en consecuencia, es también
mínimo de la restricción de F en D̊a.

(2) i) Ya demostrado en (2) del teorema 3.1
ii) Supongamos que para cierto i ∈ {1, ...,m},Ψi(a) = Pmáxi y que Ψj(a) < Pmáxj

siendo F 0j(P
máx
j ) ≤ F 0i (P

máx
i ).

Consideremos, sin pérdida de generalidad, que i < j, y la función

g : [0, Pmáxj −Ψj(a)] −→ R,

g(ε) = F (Ψ1(a), . . . ,Ψi(a)− ε, ...,Ψj(a) + ε, . . . ,Ψm(a)).

Teniendo en cuenta que (Ψ1(a), . . . ,Ψi(a) − ε, ...,Ψj(a) + ε, . . . ,Ψm(a)) ∈ Da

para cada ε ∈ [0, Pmáxj − Ψj(a)), será suficiente observar que g0+(0) < 0, lo cual es
contradictorio con el carácter mínimo de (Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)).

Efectivamente,

g0(ε) = −F 0i (Ψi(a)− ε) + F 0j(Ψj(a) + ε) = −F 0i (Pmáxi − ε) + F 0j(Ψj(a) + ε)

g0(0) = −F 0i (Pmáxi ) + F 0j(Ψj(a)) < −F 0i (Pmáxi ) + F 0j(P
máx
j ) < 0.

¥
El significado de (2) ii) es el siguiente: funcionando todas las centrales térmicas

de forma óptima, si una central i alcanza su potencia máxima, también la habrán
alcanzado ya todas aquéllas cuya derivada de la función de costo en su potencia
máxima es menor o igual que la correspondiente a dicha central i.

Bajo estas condiciones, probamos el teorema siguiente:

Teorema 3.5 Sean {Fi}mi=1 , F, y Da en las condiciones del teorema 3.4 y sea
σ ∈ Σm la permutación tal que

F 0σ(i)(P
máx
σ(i) ) ≤ F 0σ(i+1)(P

máx
σ(i+1)), ∀i = 1, . . . ,m.

Entonces existen {δk}mk=1 ⊂ R y {θk}mk=1 ⊂ R, siendo θm =
mX
i=1

Pmáxi y

{Ψk}mk=1 ⊂ C[0, Pmáxk ], de tal modo que
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i) δk ≤ δk+1 ∀k ∈ {1, ...,m}, δm < θ1, y θk ≤ θk+1, ∀k ∈ {1, ...,m}, siendo

δk =
kX
i=1

(F 0−1i ◦ F 0k)(0)

y

θk =
mX
i=k

(F 0−1σ(i) ◦ F
0
σ(k))(P

máx
σ(k) ) +

k−1X
i=1

Pmáxσ(i) .

ii) Para cada a ∈
"
0,

mX
i=1

Pmáxi

#
, el mínimo de F en Da se alcanza en

(Ψ1(a), . . . ,Ψm(a)) siendo

Ψk(a) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 si a < δkÃ
jX

i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a) si δk ≤ δj ≤ a < δj+1

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a) si δm ≤ a < θ1

⎛⎝ mX
i=j+1

F 0−1σ(i) ◦ F
0
k

⎞⎠−1 (a− jX
i=1

Pmáxσ(i) ) si θj ≤ a < θj+1

Pmáxk si θσ−1(k) ≤ a

Demostración. i) Dado el carácter creciente de F 0i y de F 0−1i , teniendo en
cuenta que ∀i, F 0i (0) ≤ F 0i+1(0) y F

0
m(0) ≤ F 0i (P

máx
i ), resulta evidente que

δk =
kX
i=1

(F 0−1i ◦ F 0k)(0) ≤
k+1X
i=1

(F 0−1i ◦ F 0k+1)(0) = δk+1

δm =
mX
i=1

(F 0−1i ◦ F 0m)(0) ≤
mX
i=1

(F 0−1i ◦ F 0σ(1))(Pmáxσ(1) ) = θ1

θk =
mX
i=k

(F 0−1σ(i) ◦ F
0
σ(k))(P

máx
σ(k) ) +

k−1X
i=1

Pmáxσ(i) =

=
mX

i=k+1

(F 0−1σ(i) ◦ F
0
σ(k))(P

máx
σ(k) ) + (F

0−1
σ(k) ◦ F

0
σ(k))(P

máx
σ(k) ) +

k−1X
i=1

Pmáxσ(i) ≤

≤
mX

i=k+1

(F 0−1σ(i) ◦ F
0
σ(k+1))(P

máx
σ(k+1)) +

kX
i=1

Pmáxσ(i) = θk+1.
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ii)Procederemos por inducción.
Si m = 1 es obvio que Ψ1(a) = a.
Supongamos cierto el teorema hasta m − 1 y veamos que ello implica que es

cierto para m.
Si δm < a < θ1, en virtud del apartado (1) del teorema 3.4,

0 < Ψk(a) =

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a) < Pmáxk , ∀k.

Si a ≤ δm, según (2) del teorema 3.4, Ψm(a) = 0 y estamos en condiciones de uti-

lizar la hipótesis de inducción según la cual (Ψ1(a), ...,Ψm−1(a))minimiza
m−1X
i=1

Fi(xi)

restringido a
m−1X
i=1

xi = a. Por tanto, (Ψ1(a), ...,Ψm(a)) minimiza
mX
i=1

Fi(xi) restringi-

do a
mX
i=1

xi = a.

Si θ1 ≤ a ≤ θm, según (2) del teorema 3.4, ∃h / Ψh(a) = Pmáxh y considerando
a − Pmáxh estamos, de nuevo, en condiciones de utilizar la hipótesis de inducción
según la cual

(Ψ1(a− Pmáxh ), ...,Ψh−1(a− Pmáxh ),Ψh+1(a− Pmáxh ), ...,Ψm(a− Pmáxh ))

minimiza
mX
i=1
i6=h

Fi(xi) restringido a
mX
i=1
i6=h

xi = a − Pmáxh . Por tanto, por cómo están

definidas las funciones Ψi(a), se verifica que (Ψ1(a), ...,Ψm(a)) minimiza
mX
i=1

Fi(xi)

restringido a
mX
i=1

xi = a.

¥
De este teorema, concluimos que, si δj ≤ a < δj+1, el “reparto” se efectúa

entre las centrales térmicas de la primera a la j-ésima, permaneciendo las restantes
inactivas. Por otro lado, en el momento en que θj ≤ a < θj+1 habrá j centrales que
ya han alcanzado su potencia máxima.

Probamos, a continuación, que para un modelo general de funciones de costo,
a las que imponemos, además de la restricción de positividad, unas limitaciones de
potencias máximas, la equivalente minimizadora es una función de clase C1. En
primer lugar, vemos el siguiente lema.

Lema 3.2 Sean {Fi}2i=1 ⊂ C1[0, Pi] funciones tales que F 0i es estrictamente cre-
ciente (i = 1, 2), de modo que F 01(0) ≤ F 02(0). Sea δ ∈ R+ tal que F 01(δ) = F 02(0) y
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supongamos que F 01(P1) ≤ F 02(P2). Sea θ1 =
2X

i=1

(F 0−1i ◦ F 01)(P1) y la función

g(ξ) =

⎧⎨⎩
ξ si ξ < δ

[(F 02)
−1 ◦ F 01 + Id]

−1(ξ) si δ ≤ ξ < θ1
P1 si θ1 ≤ ξ

Se verifica:

i) Para cada a, 0 ≤ a ≤
2X

i=1

Pi, (g(a), a− g(a)) proporciona el mínimo valor de

F (x, y) = F1(x) + F2(y) en el conjunto

{(x, y) / 0 ≤ x ≤ P1 ∧ 0 ≤ y ≤ P2 ∧ x+ y = a}.

ii) La función ϕ(a) = F1(g(a)) + F2(a− g(a)) es de clase C1.

Demostración. i) Se trata del teorema anterior en el caso particular de m = 2.
ii) Los únicos puntos conflictivos son δ y θ1. La continuidad y derivabilidad ϕ

en δ ha sido probada en el lema 3.1. Teniendo en cuenta que g es continua y que
g(θ1) = θ1

ϕ(θ1−) = F1(g(θ1)) + F2(θ1 − g(θ1)) = F1(θ1) + F2(θ1 − P1)

ϕ(θ1+) = F1(P1) + F2(θ1 − P1)

de modo que ϕ es continua. Veamos las derivadas laterales en θ1 :

ϕ0(θ1−) = g0(θ1−)F 01(g(θ1−)) + (1− g0(θ1−))F 02(θ1 − P1)

como θ1 =
2X

i=1

(F 0−1i ◦ F 01)(P1), se obtiene que F 02(θ1 − P1) = F 01(P1); por tanto,

ϕ0(θ1−) = g0(θ1−)F 01(P1) + (1− g0(θ1−))F 01(P1) = F 01(P1)

ϕ0(θ1+) = g0(θ1+)F
0
1(P1) + (1− g0(θ1+))F

0
1(P1) = F 01(P1).

Así, pues, ϕ0(θ1+) = ϕ0(θ1−).
¥

Observación 3 Si fuese F 02(P2) ≤ F 01(P1), se razonaría de manera análoga a la

anterior, tomando θ2 =
2X

i=1

(F 0−1i ◦ F 02)(P2) y la función

g(ξ) =

⎧⎨⎩
ξ si ξ < δ

[(F 02)
−1 ◦ F 01 + Id]

−1(ξ) si δ ≤ ξ < θ2
ξ − P1 si θ2 ≤ ξ
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Teorema 3.6 Sean {Fi}mi=1 F, y Da en las condiciones del teorema 3.4. Entonces
la equivalente minimizadora

Ψ(a) =
mX
k=1

Fk(Ψk(a)) = mı́n
v∈Da

F (v)

es de clase C1.

Demostración. Se desarrolla de forma análoga a la del teorema 3.3, apoyán-
donos en el lema 3.2.

¥
Una vez demostrada la existencia y unicidad, bajo ciertas condiciones, de la

equivalente minimizadora de varias centrales térmicas, independientemente del mo-
delo de función de costo utilizado e imponiendo unas restricciones de potencia má-
xima, nos planteamos la introducción de restricciones de potencia mínima distintas
de cero2.

Planteamos determinar la equivalente minimizadora de la familia de funciones
{Gi}mi=1 ⊂ C1

£
Pmı́ni , Pmáxi

¤
tales que G0i es estrictamente creciente (i = 1, ...,m),

ordenadas de modo que G0i(P
mı́n
i ) ≤ G0i+1(P

mı́n
i+1 ), con G0m(P

mı́n
m ) ≤ G0i(P

máx
i ), ∀i,

siendo la función

G :
h
Pmı́n1 , Pmáx1

i
×
h
Pmı́n2 , Pmáx2

i
× ...×

h
Pmı́nm , Pmáxm

i
−→ R

G(y1, . . . , ym) :=
mX
i=1

Gi(yi)

en el conjunto

D̃a :=

⎧⎨⎩ (y1, . . . , ym) ∈
£
Pmı́n1 , Pmáx1

¤
×
£
Pmı́n2 , Pmáx2

¤
× ...×

£
Pmı́nm , Pmáxm

¤
/

mP
i=1

yi = a

⎫⎬⎭ .

Obsérvese que este problema es equivalente al desarrollado anteriormente sin más
que considerar el cambio de variable yi = xi+Pmı́ni . En estas condiciones, podemos
tomar {Fi}mi=1 ⊂ C1

£
0, Pmáxi − Pmı́ni

¤
con Fi(xi) = Gi(yi) = Gi(xi+P

mı́n
i ) tales que

F 0i estrictamente creciente (i = 1, ...,m), F
0
i (0) ≤ F 0i (0) y F 0m(0) ≤ F 0i (P

máx
i −Pmı́ni ),

∀i. Estamos en las condiciones del teorema 3.4 y podemos asegurar la existencia de
la equivalente minimizadora Ψ sobre el conjunto

D
a−

mP
i=1

Pmı́n
i

:=

⎧⎨⎩ (x1, . . . , xm) ∈
£
0, Pmáx1 − Pmı́n1

¤
× ...×

£
0, Pmáxm − Pmı́nm

¤
/

mP
i=1

xi = a−
mP
i=1

Pmı́ni

⎫⎬⎭
2Las centrales térmicas también tienen una limitación mínima sobre su potencia de salida. Desde

el punto de vista económico puede ser interesante que una central siga produciendo a una potencia
mínima distinta de cero, Pmı́n

i , en lugar de que pare.
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con

Ψ(a−
mX
i=1

Pmı́ni ) =
mX
k=1

Fk(Ψk(a−
mX
i=1

Pmı́ni )),

y denotando por Pmı́n =
mP
i=1

Pmı́ni , tenemos que

Ψk(a−Pmı́n) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 a−Pmı́n < δkÃ
jX

i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a−Pmı́n) δk≤ δj≤ a−Pmı́n< δj+1

Ã
mX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!−1
(a−Pmı́n) δm≤ a−Pmı́n< θ1

⎛⎝ mX
i=j+1

F 0−1σ(i) ◦ F
0
k

⎞⎠−1Ãa−Pmı́n − jX
i=1

(Pmáxσ(i) − Pmı́nσ(i) )

!
θj≤ a−Pmı́n< θj+1

Pmáxk −Pmı́nk θσ−1(k)≤ a−Pmı́n

siendo

δk =

Ã
kX
i=1

F 0−1i ◦ F 0k

!
(0)

y

θk =
mX
i=k

(F 0−1σ(i) ◦ F
0
σ(k))

³
Pmáxσ(k) − Pmı́nσ(k)

´
+

k−1X
i=1

³
Pmáxσ(i) − Pmı́nσ(i)

´
.

Ahora bien, tomando δ̃k = δk +P
mı́n y θ̃k = θk +P

mı́n,

δ̃k =

Ã
kX
i=1

G0−1i ◦G0k

!³
Pmı́nk

´
+

mX
i=k+1

Pmı́ni

θ̃k =
mX
i=k

(F 0−1σ(i) ◦ F
0
σ(k))

³
Pmáxσ(k) − Pmı́nσ(k)

´
+

k−1X
i=1

³
Pmáxσ(i) − Pmı́nσ(i)

´
+Pmı́n =

=

Ã
mX
i=k

G0−1σ(i) ◦G
0
σ(k)

!³
Pmáxσ(k)

´
+

k−1X
i=1

Pmáxσ(i)

Para expresar la equivalente minimizadora en términos de las funciones de costo
{Gi}mi=1 , tomaremos las funciones de reparto, Υk, de la forma



3. EQUIVALENTE MINIMIZADORA 31

Υk(a) := Ψk(a−Pmı́n) + Pmı́nk , que expresamos como

Υk(a) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Pmı́nk si a < δ̃kÃ
jX

i=1

G0−1i ◦G0k

!−1
(a−

mP
i=j+1

Pmı́ni ) si δ̃k ≤ δ̃j ≤ a < δ̃j+1

Ã
mX
i=1

G0−1i ◦G0k

!−1
(a) si δ̃m ≤ a < θ̃1

⎛⎝ mX
i=j+1

G0−1σ(i) ◦G
0
k

⎞⎠−1Ãa− jX
i=1

Pmáxσ(i)

!
si θ̃j ≤ a < θ̃j+1

Pmáxk si θ̃σ−1(k) ≤ a

obteniendo que

Ψ(a−Pmı́n) =
mX
i=1

Fk

³
Ψk(a−Pmı́n)

´
=

mX
i=1

Fk(Υk(a)− Pmı́nk ) =

=
mX
i=1

Gk (Υk(a)) = Υ(a)

es la equivalente minimizadora de {Gi}mi=1 ⊂ C1
£
Pmı́ni , Pmáxi

¤
en el conjunto

D̃a :=

⎧⎨⎩ (y1, . . . , ym) ∈
£
Pmı́n1 , Pmáx1

¤
×
£
Pmı́n2 , Pmáx2

¤
× ...×

£
Pmı́nm , Pmáxm

¤
/

mP
i=1

yi = a

⎫⎬⎭ .

En estas condiciones, y de forma análoga a los teoremas anteriores, se pueden
demostrar los siguientes:

Teorema 3.7 Sea {Gi}mi=1 ⊂ C1
£
Pmı́ni , Pmáxi

¤
una colección de funciones tales que

G0i es estrictamente creciente (i = 1, ...,m), ordenadas de modo que
G0i(P

mı́n
i ) ≤ G0i+1(P

mı́n
i+1 ), con G0m(P

mı́n
m ) ≤ G0i(P

máx
i ), ∀i, siendo la función

G :
h
Pmı́n1 , Pmáx1

i
×
h
Pmı́n2 , Pmáx2

i
× ...×

h
Pmı́nm , Pmáxm

i
−→ R

G(y1, . . . , ym) :=
mX
i=1

Gi(yi)

Sea

D̃a :=

⎧⎨⎩ (y1, . . . , ym) ∈
£
Pmı́n1 , Pmáx1

¤
×
£
Pmı́n2 , Pmáx2

¤
× ...×

£
Pmı́nm , Pmáxm

¤
/

mP
i=1

yi = a

⎫⎬⎭ .
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Entonces existe una colección única {Υi}mi=1 tal que ∀a,
mP
i=1

Pmı́ni ≤ a ≤
mP
i=1

Pmáxi ,

(1) (Υ1(a), . . . ,Υm(a)) ∈
◦

D̃a y proporciona el mínimo de G sobre D̃a si y

sólo si (
mX
i=1

G0−1i ◦G0m)(Pmı́nm ) < a < (
mX
i=1

G0−1i ◦G0σ(1))(Pmáxσ(1) ),

siendo G0σ(1)(P
máx
σ(1) ) = mı́n{G0i(Pmáxi )} ∀i ∈ {1, ...,m} y

Υk(a) =

Ã
mX
i=1

G0−1i ◦G0k

!−1
(a).

(2) (Υ1(a), . . . ,Υm(a)) /∈
◦

D̃a y proporciona el mínimo de G sobre D̃a, entonces:
i) si para cierto i ∈ {1, ...,m− 1}, Υi(a) = Pmı́ni , entonces

Υi+1(a) = Pmı́ni+1 , ...,Υm(a) = Pmı́nm ;

ii) si para cierto i ∈ {1, ...,m}, Υi(a) = Pmáxi entonces ∀k ∈ {1, ...,m} tal
que G0k(P

máx
k ) ≤ G0i(P

máx
i ),

Υk(a) = Pmáxk .

Teorema 3.8 Sean {Gi}mi=1 , G, y D̃a en las condiciones del teorema 3.7. Entonces

existe {δ̃k}m+1k=1 ∈ R, siendo δ̃m+1 =
mX
i=1

Pmáxi y {Υk}mk=1 ⊂ C[Pmı́nk , Pmáxk ], de tal

modo que

i) δ̃k ≤ δ̃k+1 ∀k ∈ {1, ...,m}, δ̃m < θ̃1 y θ̃k ≤ θ̃k+1, ∀k ∈ {1, ...,m}, siendo

δ̃k =
kX
i=1

(G0−1i ◦G0k)(Pmı́nk ) +
mX

i=k+1

Pmı́ni

y

θ̃k =

Ã
mX
i=k

G0−1σ(i) ◦G
0
σ(k)

!³
Pmáxσ(k)

´
+

k−1X
i=1

Pmáxσ(i) .

ii) Para cada
mP
i=1

Pmı́ni ≤ a ≤
mP
i=1

Pmáxi , el mínimo de G en D̃a se alcanza en
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(Υ1(a), . . . ,Υm(a)) siendo

Υk(a) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Pmı́nk si a < δ̃kÃ
jX

i=1

G0−1i ◦G0k

!−1
(a−

mP
i=j+1

Pmı́ni ) si δ̃k ≤ δ̃j ≤ a < δ̃j+1

Ã
mX
i=1

G0−1i ◦G0k

!−1
(a) si δ̃m ≤ a < θ̃1

⎛⎝ mX
i=j+1

G0−1
σ(i)
◦G0k

⎞⎠−1Ãa− jX
i=1

Pmáxσ(i)

!
si θ̃j ≤ a < θ̃j+1

Pmáxk si θ̃σ−1(k) ≤ a

Teorema 3.9 Sean {Gi}mi=1 , G, y D̃a en las condiciones del teorema 3.7. Entonces
la función

Υ(a) =
mX
k=1

Gk(Υk(a)) = mı́n
v∈D̃a

G(v)

es de clase C1.

3.4. ALGORITMOS DE APROXIMACIÓN

En esta sección presentamos dos algoritmos de construcción aproximada de la
térmica equivalente, con el programa Mathematica, que pasamos a describir a con-
tinuación.

3.4.1. Algoritmo 1

Este primer algoritmo, publicado en [21] y de carácter particular, está basado en
la utilización de aproximaciones poligonales de la derivada de cada función de costo,
que pueden ser interpretadas como la derivada de la equivalente minimizadora de
varias funciones de costo cuadráticas.

El procedimiento seguido es el siguiente:
1. En lugar de aproximar directamente la función de costo de cada térmica, Fi(x)

i = 1, ..., n aproximamos linealmente su derivada en el intervalo de generación de
potencia de la central. Esta aproximación se puede hacer tan fina como se desee,
sin más que aumentar el número de ”splines” en dicho intervalo. La integración de
estas funciones nos conduce a una función Ψi(x) definida a trozos que aproxima a
la función de costo de cada central térmica considerada.
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Ψi(x) =

( eαik + eβikx+ eγikx2 si δik ≤ x < δik+1 k = 1, ...,m− 1eαim + eβimx+ eγimx2 si x ≥ δim

2. A continuación, interpretamos cada función Ψi(x) como la equivalente mini-
mizadora de m centrales térmicas cuyas funciones de costo, que denotamos por
{Fi1(x), Fi2(x), · · · , Fim(x)}, son polinómicas de segundo grado:

Fik(x) = αik + βikx+ γikx
2 k = 1, ...,m.

Las fórmulas que nos conducen a la determinación de estas funciones (deducidas
de las ya conocidas de la equivalente minimizadora de funciones de costo cuadráticas)
son las siguientes:

βik = 2eγikδik + eβik
γi1 = eγi1

γik =
eγik

1− eγik
Ã
k−1P
j=1

1
γij

! k = 2, ...,m

mP
j=1

αij = eαik − eβ2ik
4eγik − kP

j=1

β2ij
4γik

donde los δik son los extremos de los intervalos de definición de Ψi(x).
3. Por último, construimos la equivalente minimizadora de todas las funciones

obtenidas {Fij} i=1,...,n
j=1,...,m

.

Aunque el procedimiento parecía muy prometedor a primera vista, inmediata-
mente se observó que lleva implícita una exigente condición: las pendientes de las
poligonales deben ser decrecientes; único modo de que puedan ser interpretadas como
equivalente minimizadora de funciones cuadráticas. En consecuencia, este método
tiene el inconveniente de ser válido únicamente para funciones de costo cuya derivada
es cóncava, pues sólo en ese caso las poligonales que la aproximen lo serán también.

Así pues, aunque una amplia clase de funciones de costo podrían ser tratadas
por este método (xa con 1 ≤ a ≤ 2), existen otras muchas que no podrían ser
consideradas como es el caso de las funciones de costo que incorporan las pérdidas
de transmisión del sistema.

3.4.2. Algoritmo 2

Este algoritmo es de carácter general y está basado en los desarrollos teóricos
realizados en este capítulo. Nos permitirá obtener la térmica equivalente, indepen-
dientemente del modelo de función de costo utilizado y con restricciones de potencia
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máximas y mínimas. Así, la equivalente térmica Υ(a) de centrales con restricciones
nos vendrá dada por la expresión del teorema 3.9, siendo las funciones de reparto
Υk(a) las especificadas en el teorema 3.8. En estas expresiones sólo aparecen las
derivadas de las funciones de costo, las cuales vamos a aproximar mediante poli-
gonales, circunstancia que nos permitirá una manipulación sencilla de sus inversas
desde el punto de vista computacional. La aproximación, tan fina como deseemos,
implica el trabajar con funciones definidas a trozos. El hecho de tener que considerar
las composiciones de éstas con sus inversas aumenta el número de trozos resultantes
en la definición de cada función de reparto Υk(a) y, por consiguiente, de la equiva-
lente Υ(a).

En el Anexo I presentamos, implementado con el programa Mathematica, el
desarrollo de este algoritmo.

3.5. EJEMPLOS

Mostramos, a continuación, dos ejemplos que ilustran la importancia práctica
de los resultados teóricos obtenidos. Consideramos el sistema térmico que consta de
ocho centrales de la red térmica Asturiana. En el primer ejemplo, utilizando el se-
gundo algoritmo planteado, determinamos la equivalente minimizadora considerando
como modelo de función de costo, en primer término, funciones polinómicas de se-
gundo grado y, en segundo, funciones que incorporan las pérdidas del sistema y,
por tanto, no son cuadráticas, sin establecer, en primer lugar, más restricción que
la po-sitividad de las potencias y, en segundo lugar, impondremos limitaciones de
potencia tanto mínimas como máximas a cada central. Mostraremos, también, las
gráficas de las funciones de reparto, es decir, la potencia aportada por cada central
térmica al sistema y compararemos, por último, los costos de producción de deter-
minadas potencias demandadas en cada uno de los casos. En el segundo ejemplo,
comparamos este método de construcción de la equivalente minimizadora y obten-
ción de las potencias a producir por cada central térmica del sistema con otros ya
existentes observando que ofrece mejores resultados.

Ejemplo 3.1 Construimos la equivalente minimizadora considerando:

a) funciones de costo cuadráticas y la restricción natural de positividad de las
potencias generadas,

b) funciones de costo incorporando las pérdidas de transmisión del sistema y la
restricción natural de positividad de las potencias generadas, y

c) funciones de costo incorporando las pérdidas de transmisión del sistema con
restricciones en sus potencias generadas.

Los desarrollos teóricos realizados en este trabajo nos garantizan la existencia y
unicidad de la equivalente minimizadora en todos los casos, así como su pertenencia
a las funciones de clase C1.
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Denotamos por fi a la función de costo polinómica de segundo grado (func. de
costo sin pérdidas):

fi(x) = αi + βix+ γix
2

y por gi, como vimos en observación 1, la función de costo que incorpora las pérdidas
del sistema utilizando el modelo de Kirchmayer:

gi(y) = αi + βi
1−
√
1− 4 bii y
2 bii

+ γi

µ
1−
√
1− 4 bii y
2 bii

¶2
Los datos de las centrales se representan en la tabla I. Las unidades de los

coeficientes son: αi en (C=/h);βi en (C=/h.Mw); γi en (C=/h.Mw2) y los coeficientes
de pérdidas bii en (1/Mw). Proporcionamos los datos de las centrales ya ordenadas
en la forma f 0i(0) ≤ f 0i+1(0)

Tabla I: Coeficientes de las centrales térmicas.

Central i αi βi γi bii
1 (Narcea 2) 2248.16 -7.984 0.17026 0.000353
2 (Lada 3) 1625.43 6.347 0.09803 0.000220
3 (Soto 3) 1615.35 16.676 0.01659 0.000100
4 (Aboño 1) 1227.83 17.621 0.01325 0.000103
5 (Lada 4) 2155.62 17.745 0.01982 0.000097
6 (Aboño 2) 743.78 20.842 0.00311 0.000220
7 (Soto 2) 77.72 21.277 0.00286 0.000172
8 (Narcea 3) 1459.44 21.569 0.01489 0.000121

Por otra parte, como ya hemos comentado, cuestiones de funcionamiento de las
centrales térmicas (costo de arranque) exigen no sólo la positividad de las poten-
cias generadas sino también que no sean nulas (no se apaguen) y se mantengan,
como mínimo, en una determinada cota para cada central (mínimo técnico). Es ob-
vio también que cuestiones técnicas de capacidad de las propias centrales limitan
su producción, lo que nos hace establecer unas determinadas potencias máximas.
Establecemos en la siguiente tabla las restricciones de potencia mínima y máxima
de cada central térmica para desarrollar el apartado c).

Tabla II: Restricciones de potencia.

Central i 1 2 3 4 5 6 7 8

Pmı́ni 5 5 10 10 10 15 10 5
Pmáxi 170 150 340 300 320 550 310 240
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a) La equivalente minimizadora Ψ(x) en (C=/h) de las funciones de costo {fi}81,
con x en Mw, resulta ser:

Ψ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

11153,3− 7,984x+ 0,17026x2 si 0 ≤ x ≤ 42,09
10962 + 1,1106x+ 0,06221x2 si 42,09 ≤ x ≤ 125,1
10193,3 + 13,399x+ 0,01309x2 si 125,1 ≤ x ≤ 161,18
10024,2 + 15,498x+ 0,00658x2 si 161,18 ≤ x ≤ 170,59
9976,36 + 16,058x+ 0,00494x2 si 170,59 ≤ x ≤ 483,82
9266,01 + 18,995x+ 0,00191x2 si 483,82 ≤ x ≤ 597,75
8992,96 + 19, 908x+ 0,00114x2 si 597,75 ≤ x ≤ 725,27
8949,96 + 20,027x+ 0,00106x2 si 725,27 ≤ x

función definida a trozos polinómica de segundo grado con coeficientes constantes
como se muestra en la figura siguiente :

Figura 3.1: Térmica equivalente sin considerar pérdidas.

b) Por otra parte, para hallar la equivalente minimizadora de las funciones de cos-
to {gi}8i=1, procederemos de la siguiente manera: consideramos sus derivadas (g0i(y)) ,
comprobando fácilmente que son funciones crecientes y que g0i(0) ≤ g0i+1(0); a con-
tinuación, las aproximamos mediante poligonales, aproximación que se puede hacer
tan fina como deseemos y, por último, trabajamos con estas funciones de manera
análoga al desarrollo teórico realizado.

Ante la magnitud de las expresiones obtenidas, sólo presentaremos los resultados
de la equivalente minimizadora Υ(x) en (C=/h) de las funciones de costo {gi}8i=1, con
x en Mw en los cinco intervalos iniciales:

Si 0 ≤ x ≤ 38,2
683022− 671868

p
1− 0,001412x−482,32x

Si 38,2 ≤ x ≤ 114,23
1,70926 106−1,02713 106

p
1,02144− 0,000561266x−

−671868
p
0,965594− 0,000511424x−458,895x
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Si 114,23 ≤ x ≤ 146,28

2,59593 106−912880
√
1,03578− 0,000313209x−

1,02713 106
√
0,971241− 0,000121782x−671868

√
0,91985− 0,000110968x−229,473x

Si 146,28 ≤ x ≤ 154,48

3,29876 106−710009
√
1,02933− 0,000200509x−

−912880
√
1,01348− 0,000160778x−1,02713 106

√
0,962571− 0,000062514x−

−671868
√
0,91195− 0,000056962x−180,4x

Si 154,48 ≤ x ≤ 393,37

4,44442 106−710009
√
1,02146− 0,000149523x−912880

√
1,00716− 0,000119895x−

−1,14472 106
√
1,01524− 0,000098662x−1,02713 106

√
0,960116− 0,000046617x−

−671868
√
0,909712− 0,000042478x−186,486x

En la figura siguiente mostramos la gráfica de la equivalente minimizadora que
como podemos observar es una función, definida a trozos, de clase C1:

Figura 3.2: Térmica equivalente considerando pérdidas.

c) Es fácil comprobar que también en este caso se verifican las condiciones exigi-
das en los desarrollos teóricos realizados para garantizar la existencia, unicidad y
pertenencia a C1 de dicha equivalente.

La siguiente figura muestra la gráfica de la equivalente minimizadora:



3. EQUIVALENTE MINIMIZADORA 39

Figura 3.3. Térmica equivalente con restricciones de potencia.

Mostramos en la siguiente figura las funciones de reparto que nos indican la
producción de cada central térmica observando que se respetan las restricciones
impuestas a cada una de ellas.

Figura 3.4. Producción de cada central térmica.

Por último, en la tabla siguiente indicamos el costo de generación de la equiva-
lente minimizadora, para determinadas potencias demandadas, en cada uno de los
casos tratados en estos ejemplos:
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Tabla III: Costo de producción.

Potencia x Ψ(x) γ(x) γ(x) con restricciones
0 11153.3 11153.3 -
250 14299.9 14364.4 14451.6
500 19240.6 19398.4 19400.6
750 24568.1 24852.8 24852.3
1000 30040. 30568.7 30568.4
1250 35644.7 36559 36559
1500 41382.3 42838.8 42838.9
1750 47252.8 49423.7 49474.1
2000 53256.2 56330.8 56614.3
2250 59392.5 63577.7 65304.5

Es obvio que la consideración de las pérdidas que se producen en el sistema
conlleva un aumento del costo de generación. Por otra parte, obsérvese que cuando se
introducen limitaciones de potencia en las centrales térmicas se produce un aumento
del costo hasta que comienzan a trabajar todas las centrales de forma libre, esto es,
sin que las restricciones de potencia mínima influyan en su funcionamiento (sucede
cuando la potencia demandada es mayor que 604.421 Mw) hasta que comienzan a
hacerlo las restricciones máximas (potencia demandada mayor que 1514.43 Mw).

En el ejemplo siguiente ponemos de manifiesto la efectividad del algoritmo pro-
puesto (basado en los desarrollos teóricos realizados) para la determinación de la
térmica equivalente considerando funciones de costo que incorporan las pérdidas y,
por tanto, no son cuadráticas. Compararemos, en primer lugar, la equivalente mi-
nimizadora obtenida en el ejemplo anterior con la función de costo óptima obtenida
resolviendo el problema mediante los multiplicadores de Lagrange (trabaja de forma
exacta). A continuación, considerando una función de demanda de potencia concreta
compararemos los resultados de este método con los obtenidos por Bayón y otros
en [13]. Estos autores aproximan las funciones de costo asumiendo las pérdidas de
transmisión por funciones cuadráticas a través del método de mínimos cuadrados,
construyendo la equivalente minimizadora de estas últimas. Aportaremos las gráficas
de las potencias reales a producir por las diferentes centrales térmicas (funciones de
reparto) para la potencia demandada en cada instante.

Ejemplo 3.2 Consideremos las centrales térmicas del sistema asturiano del ejemplo
anterior y la expresión de la equivalente minimizadora tomando como funciones de
costo las {gi}8i=1.

Mostramos la gráfica de la equivalente minimizadora obtenida en el ejemplo an-
terior y la obtenida aplicando multiplicadores de Lagrange para resolver el problema
propuesto. Como se puede observar el algoritmo desarrollado en este capítulo pro-
porciona una solución aproximada (térmica equivalente) que es casi coincidente con
la del problema original.
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Figura 3.5. Equivalente minimizadora y función de costo óptima.

Sea la función expresada en la gráfica siguiente la correspondiente a la potencia
demandada al sistema en el intervalo horario de 0 a 24 horas:

Figura 3.6. Potencia demandada.

En primer lugar, resolvemos el problema a través de los multiplicadores de La-
grange y obtenemos la solución de costo óptima. A continuación, resolvemos uti-
lizando el método desarrollado en [13] y, por último empleamos el expuesto en este
capítulo construyendo la equivalente minimizadora. En la tabla siguiente presenta-
mos una comparación de los costos totales de generación obtenidos en cada uno de
los tres procesos:

Tabla IV. Comparación de costos.

Lagrange Bayón [13] Equivalente γ(x)
Costo total (C=) 1310750 1310770 1310760
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En las siguientes gráficas mostramos el error cometido al distribuir la potencia
a generar por las centrales térmicas comparando, en la figura 5, el método de los
multiplicadores de Lagrange y el empleado por Bayón y otros en [13] y, en la figura
6, el método de los multiplicadores de Lagrange con el desarrollado en este capítulo.

Figura 3.7. Lagrange-Bayón [13]. Figura 3.8. Lagrange-método actual.

Como se puede observar, con el método desarrollado para la construcción de la
térmica equivalente y reparto de la potencia demandada entre las centrales térmicas
del sistema, se reduce considerablemente el error cometido comparado con el de-
sarrollado por Bayón [13]. Por último, mostramos la gráfica de reparto de potencia
entre las distintas centrales térmicas para satisfacer en cada instante la potencia
demandada al sistema. Representamos la potencia real a producir por las distintas
centrales teniendo en cuenta las pérdidas que se van a producir en el sistema.

Figura 3.9. Producción de potencia de las distintas térmicas.
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3.6. REPLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Una vez demostrado que todo problema de tipo (Hn-Tm), bajo ciertas condi-
ciones, puede ser sustituido por otro de la forma (Hn-T1), independientemente del
modelo de costo utilizado e incorporando, si se desea, restricciones tanto mínimas
como máximas (iguales o distintas), nos centraremos en los de tipo (Hn-T1), que
constituyen el auténtico problema variacional. Además, dicho problema variacional
presenta una ligadura (ecuación de equilibrio)

y(t) +H(t, z(t), z0(t)) = Pd(t) , ∀t ∈ [0, T ]

que puede suprimirse juntamente con la función incógnita y(t). El valor de esta
incógnita, que desaparece como tal con el nuevo planteamiento y que representa el
aporte de las centrales térmicas al sistema, se recupera una vez conocidos los valores
de las demás incógnitas. Para determinar la aportación particular de cada una de
las centrales habrá que recurrir a las funciones de reparto.

Trasladamos así el problema hidrotérmico generalizado a la minimización del
funcional

F (z) =

Z T

0
Ψ
¡
Pd(t)−H(t, z(t), z0(t))

¢
dt

con las condiciones de contorno z(0) = 0 , z(T ) = b.

Definición 3.3 Se dirá que una función q es admisible para el problema

Hn-T1{Pd,Ψ,H,b}

si:

i) q es admisible para H.
ii) Pd(t)−H(t,q(t),q0(t)) es admisible para Ψ.

iii) q(0) =
→
0 , q(T ) = b.

Se denota por Θb el conjunto de funciones admisibles.

Definición 3.4 Se dirá que q es solución del problema Hn-T1{Pd,Ψ,H,b} si es
admisible yZ T

0
Ψ
¡
Pd(t)−H(t,q(t),q0(t))

¢
dt = mı́n

z∈Θb

Z T

0
Ψ
¡
Pd(t)−H(t, z(t), z0(t))

¢
dt

De manera análoga a la anterior se replantea el problema hidrotérmico de Bolza.



Capítulo 4

CONTROL ÓPTIMO.
PROBLEMA DE BOLZA

4.1. INTRODUCCIÓN

En este capítulo, consideraremos el problema hidrotérmico generalizado im-
poniendo ciertas limitaciones a las potencias generadas, planteando así un problema
con restricciones de desigualdad de tipo no holonómico.

El problema hidrotérmico generalizado con restricciones de desigualdad con-
secuencia de la imposición de limitaciones a las potencias, tanto térmicas como
hidráulicas, ha sido abordado por diferentes autores usando técnicas de la teoría de
control. Ya El-Hawary y Christensen [49] mencionan el Principio del Mínimo de
Pontryagin para proporcionar un candidato a óptimo del problema planteado. En
trabajos más recientesWong y otros [?] resuelven, mediante una secuencia de prob-
lemas de control óptimo en tiempo discreto, sistemas hidrotérmicos a largo plazo,
aproximando la función de costo por una función suave e incorporando a la misma las
restricciones de desigualdad. También en problemas a largo plazo, Pursimo y otros
[118] proporcionan una ley de control óptimo para minimizar la función hamiltoni-
ana del sistema hidrotérmico, dando un peso a la potencia de cada central hidráulica
para asegurar la existencia de solución. Mousavi y Ramamurthy [109] utilizan
el Principio de Pontryagin para seleccionar el mejor de tres modelos de suministro
de agua en un sistema con centrales acopladas hidráulicamente. La ma-yoría de los
estudios relativos al tema (incluidos los antes citados) emplean modelos concretos
para la función de costo térmico y el sistema hidráulico. Así, si el modelo cambia,
los algoritmos desarrollados para la solución del problema no son válidos.

Este problema queda resuelto en el estudio realizado por Bayón y otros [19] en
el que obtienen, realizando algunas simplificaciones, la solución mediante técnicas de
control óptimo. También en Bayón y otros [17] se aborda este problema utilizando
exclusivamente técnicas del cálculo variacional. En ambos trabajos, se introdujo el
concepto de influencia débil del volumen para establecer las condiciones necesarias

44
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de existencia de mínimo.
Nos parece de gran interés el desarrollo de un algoritmo que resuelva este pro-

blema independientemente del modelo de sistema hidrotérmico y evitando el in-
conveniente de trabajar con la influencia débil del volumen. Además, tratamos de
que sea extensible al problema en el que se valora el agua utilizada por la central
hidráulica. Otros autores también han trabajado considerando esta cuestión. Así,
Ruzic y otros [124] modelizan el costo asociado a un consumo excesivo de agua en
el periodo de optimización; lo que consiguen añadiendo un término de penalización
a la función objetivo. Barros y otros [4] consideran el problema de optimización
de un sistema hidráulico brasileño con múltiples objetivos considerando un modelo
de programación no lineal para cada uno de ellos y utilizando técnicas diferentes de
linealización para su resolución. También Lee y Chang [93] trabajan con multi-
objetivos (calidad del agua, capacidad de asimilación y tratamiento del costo del
agua perdida) considerando vaguedad e imprecisión en los datos y abordando el
problema con técnicas difusas.

Realizaremos, para simplificar el desarrollo, el estudio del problema en el caso
particular en que el sistema hidrotérmico1 conste de una única central hidráulica
H1−T1, extendiendo el estudio, en un capítulo posterior, al caso general de n cen-
trales hidráulicas Hn−T1.

Hemos optado por plantear el problema en términos de control óptimo en tiempo
continuo con el funcional de tipo Lagrange. Veremos que, con este nuevo planteamien-
to, el tratamiento de las restricciones del problema es más sencillo y estableceremos
la condición necesaria de existencia de las funciones estacionarias del funcional.

A continuación, plantearemos el problema de modo que el coste de producción
de energía no dependa exclusivamente del consumo de combustible de las centrales
térmicas, sino también del volumen de agua turbinada en las hidráulicas. En estas
condiciones, asignando un costo al agua, generalizamos el problema anterior plan-
teando el problema de Bolza correspondiente y estableciendo, también en este caso,
las condiciones necesarias de existencia de mínimo.

Por último, construimos, para cada uno de los problemas, un algoritmo de re-
solución implementado con el programa Mathematica. Mostramos su aplicación a
la resolución de problemas de optimización hidrotérmica con una central hidráulica,
analizando y comparando los resultados de ambos problemas, tanto en el caso en el
que se asigna un costo al agua como en el que no.

El trabajo desarrollado en este capítulo ha dado lugar a dos publicaciones [22] y
[24] de Bayón y otros.

4.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capítulo, partiendo de una sola central hidráulica, vamos a efectuar el
estudio del sistema hidrotérmico imponiendo las restricciones naturales existentes
en los sistemas que carecen de centrales de bombeo.

1Se considera que T1 está representando la térmica equivalente de m centrales térmicas.
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SeaH(t, z, z0) : ΩH ⊂ [0, T ]×R+×R+ −→ R+ la función de generación hidráulica.
El conjunto de funciones admisibles, H, serán aquellos volúmenes, z, no negativos,
pertenecientes a bC1[0, T ], que verifiquen las restricciones de volumen disponible, con
caudales, z0, no negativos.

Sea Ψ : R+ −→ R+ la función de costo de la térmica equivalente. El conjunto de
funciones admisibles, T , serán aquellas potencias, y, no negativas.

Con estas consideraciones, procuraremos que las aplicaciones Pd, Ψ y H sean lo
más generales posible. A lo largo de todo el capítulo supondremos, por comodidad,
que son suficientemente derivables y haremos las siguientes suposiciones adicionales:

I La función de costo térmico Ψ verifica

Ψ0(x) > 0 , ∀x ∈ R+

y es, en consecuencia, estrictamente creciente2.

I También verifica
Ψ00(x) > 0 , ∀x ∈ R+

y es, por tanto, estrictamente convexa3.

I La función de generación hidráulica H(t, z, z0) es estrictamente creciente4 con
respecto a z0.

I Supondremos también la concavidad5 de H(t, z, z0) con respecto a z0.
Obsérvese que H(t, z, z0) ∈ R+ y, en consecuencia,

0 ≤ H(t, z(t), z0(t))

Además, solamente admitimos potencias térmicas no negativas en la función de
costo térmico Ψ(Pd(t)−H(t, q(t), q0(t))), es decir:

Pd(t) ≥ H(t, q(t), q0(t))

Bajo estas condiciones, denotaremos por Πb al problema que consta de una única
central hidráulica, esto es, al problema de minimizar el funcional

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt

con L(·, ·, ·) función de clase C1, de la forma
2Esta exigencia es absolutamente natural toda vez que significa “más consumo a mayor potencia

generada”.
3Esta suposición, a pesar de satisfacerla los modelos habituales, no es natural como la anterior;

sin embargo, es una propiedad clave para determinar el carácter minimizante de una extremal.
4Significa “más potencia a mayor caudal”.
5Si suponemos concavidad estricta, podemos rebajar la hipótesis de convexidad estricta de Ψ a

simple convexidad.
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L(t, z(t), z0(t)) = Ψ(Pd(t)−H(t, z(t), z0(t)))

dentro del conjunto

Θb = {z ∈ bC1[0, T ] / z(0) = 0, z(T ) = b, 0 ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ Pd(t)}.

Consideraremos también las siguientes hipótesis:

I Cualesquiera que sean el instante y el volumen, la central hidráulica puede
generar la totalidad de la potencia demandada, es decir:

∀(t, z) ∈ [0, T ]×R+ , ∃z0 tal que H(t, z, z0) = Pd(t)

Esta hipótesis se introduce con el propósito de que existan funciones admisibles
con arcos fronterizos superiores.

I En los casos de caudales nulos, la potencia hidráulica ha de ser siempre inferior
a la demandada:

∀(t, z) ∈ [0, T ]× [0, b] , H(t, z, 0) < Pd(t).

Esta hipótesis se introduce con el propósito de que los arcos fronterizos superiores
e inferiores no puedan tener puntos comunes.

Obsérvese que las restricciones impuestas a las funciones admisibles hacen que el
extremo del funcional pueda no ser “algebraicamente interior”, en el sentido de que
puede constar de unos arcos que no admiten variaciones bilaterales (arcos fronterizos)
y de otros que satisfagan la ecuación de Euler (arcos interiores).

Notemos que en el conjunto Θb también se pueden considerar restricciones téc-
nicas del tipoH(t, z(t), z0(t)) ≤ Hmáx. Todos los desarrollos teóricos que se realizan a
continuación seguirán teniendo validez, sin más que tomar la funciónmin {Hmáx, Pd(t)}
como límite superior para H(t, z(t), z0(t)) en cualquier instante.

En [72], Grau realizó un estudio de este problema Πb. Destacamos los siguientes
resultados:

* El carácter no vacío del conjunto de funciones admisibles6 garantiza la exis-
tencia de solución del problema.

Teorema Si ∀τ ∈ [0, T ] , ∃Mτ tal que

H(t, q(t), q0(t)) ≤ Pd(t) en [0, τ} =⇒ q0(t) < Mτ en [0, τ},

entonces:
i) La ecuación diferencial H(t, z(t), z0(t))− Pd(t) = 0, con z(0) = 0,

tiene solución única en [0, T ].

6Se ha supuesto la acotación uniforme de las derivadas de las funciones admisibles.
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ii) Si denominamos ω(t) a la solución de la ecuación anterior y hace-
mos7 c = ω(T ), entonces

∀b ∈ [0, c] el problema Πb tiene soluci ón.

* La solución del problema carece de puntos angulares.

Teorema Si q es solución del problema Πb, entonces

q ∈ C1 [0, T ]

En [13] Bayón y otros establecen las condiciones necesarias de existencia de
extremo del problema Πb. También en [17] Bayón y otros se aborda este problema
mediante técnicas de cálculo variacional. En ambos trabajos se hace necesaria la
introducción del concepto de influencia débil del volumen para la demostración del
teorema que proporciona esta condición.

Definición Diremos que en un problema Πb el volumen influye dé-
bilmente si ∀g admisible, ∀h ∈ bC1[0, T ] y ∀t1, t2 ∈ [0, T ] verificando:
i) H(t, g(t), g0(t)) = Pd(t) en [t1, t2]
ii) h(0) = h(T ) = 0
iii) h0(t) < 0, ∀t ∈ (t1, t2)
∃ε0 > 0 tal que ∀ε ∈ [0, ε0] y ∀t ∈ [t1, t2]

H(t, g(t) + εh(t), g0(t) + εh0(t)) ≤ Pd(t).

Teorema Sea Uq(x) la función en [0, T ] definida por

Uq(x) =

Z x

0
Lz(t, q(t), q

0(t))dt− Lz0(x, q(x), q
0(x))

Si q es solución del problema Πb, en el que el volumen influye débilmente,
entonces ∃K > 0 tal que:

i) Si q0(t) 6= 0 y H(t, q(t), q0(t)) 6= Pd(t) (t no es punto fronterizo)

Uq(t) = K.

7 c representa el volumen de agua que consumiría la central hidráulica si generara toda la potencia
demandada sin intervención de la térmica.
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ii) Si q0(t) = 0
Uq(t) ≤ K.

iii) Si H(t, q(t), q0(t)) = Pd(t)

Uq(t) ≥ K.

En el primero de los trabajos, [13], los autores, utilizando técnicas de control
óptimo, supusieron para simplificar el problema que

H(t, b, z0(t)) ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ H(t, 0, z0(t)), ∀z ∈ Θb

y, asumiendo que
H(t, b, z0) ' H(t, z, z0) ' H(t, 0, z0),

se sustituyó la restricción

0 ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ Pd(t)

por otras del tipo

0 ≤ H(t, b, z0(t)); H(t, 0, z0(t)) ≤ Pd(t).

El tratamiento matemático de estas últimas restricciones es más sencillo que el de
las anteriores, lo que facilitó la obtención de una solución aproximada del problema.

En el segundo de los trabajos, [17], el problema se aborda mediante técnicas de
cálculo variacional, haciendo uso de una sucesión convergente de funciones {fn(t)}
uniformemente acotadas e integrables en el sentido de Riemann, ∀n, junto con la
influencia débil del volumen para garantizar la existencia de la derivada direccional
δF (q; fm).

Nuestro propósito es considerar el problema original, Πb, y tratar de obtener
su solución considerando las restricciones originales, sin simplificaciones de ningún
tipo, y sin necesidad de recurrir al concepto de influencia débil del volumen.

4.2.1. Nuevo planteamiento en términos de control óptimo

Las cuestiones antes mencionadas nos impulsaron a plantear el problema Πb en
términos de control óptimo en tiempo continuo, con el funcional de tipo Lagrange,
para establecer las condiciones necesarias de extremo y utilizar el Principio del Mí-
nimo de Pontryagin para su demostración.

En nuestro problema Πb, consideraremos que z(t) es la variable de estado y
u(t) = H (t, z(t), z0(t)) la variable de control. Además como Hz0 > 0, la ecuación
u(t) − H (t, z(t), z0(t)) = 0 permite definir en forma implícita la función
z0 = f(t, z(t), u(t)) (ecuación de estado). Así, el problema Πb en términos de control
óptimo se puede expresar como sigue:

mı́n
u(t)

Z T

0
L(t, z(t), u(t))dt con

⎧⎨⎩
z0 = f(t, z(t), u(t))
z(0) = 0, z(T ) = b
u(t) ∈ Ω(t) = {x | 0 ≤ x ≤ Pd(t)}
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con L de la forma
L(t, z(t), u(t)) = Ψ(Pd(t)− u(t)).

Considerando la diferencial de las relaciones u(t) − H (t, z(t), z0(t)) = 0 y
z0 = f(t, z(t), u(t)) se obtiene:

du−Ht

¡
t, z(t), z0(t)

¢
dt−Hz

¡
t, z(t), z0(t)

¢
dz −Hz0

¡
t, z(t), z0(t)

¢
dz0 = 0

de donde,

dz0 =
1

Hz0 (t, z(t), z0(t))
du− Ht (t, z(t), z

0(t))

Hz0 (t, z(t), z0(t))
dt− Hz (t, z(t), z

0(t))

Hz0 (t, z(t), z0(t))
dz

y de la segunda ecuación

dz0 = fu(t, z(t), u(t))du+ ft(t, z(t), u(t))dt+ fz(t, z(t), u(t))dz,

por la invarianza de la diferencial, se obtiene fácilmente que

fz(t, z(t), u(t)) = −
Hz (t, z(t), z

0(t))

Hz0 (t, z(t), z0(t))
; fu(t, z(t), u(t)) =

1

Hz0 (t, z(t), z0(t))
(1)

Previamente a la determinación de las condiciones necesarias de optimalidad
para nuestro problema Πb, obtenemos una expresión, que emplearemos en dichas
condiciones, en los términos siguientes:

Si z satisface la ecuación de Euler para el funcional F, tenemos que, ∀t ∈ [0, T ],
se cumple dicha ecuación

Lz(t, z(t), z
0(t))− d

dt

¡
Lz0(t, z(t), z

0(t))
¢
= 0

Con las suposiciones realizadas se verifica que Lz0(t, z(t), z
0(t)) < 0, ∀t. Divi-

diendo la ecuación anterior por Lz0(t, z(t), z
0(t)), integrando, y teniendo en cuenta

que
Lz(s, z(s), z

0(s))

Lz0(s, z(s), z0(s))
=

Hz(s, z(s), z
0(s))

Hz0(s, z(s), z0(s))
,

obtenemos

−Lz0(t, z(t), z
0(t)) ·exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, z(s), z
0(s))

Hz0(s, z(s), z0(s))
ds

¸
= −Lz0(0, z(0), z

0(0)) = K ∈ R+

Se denota esta relación como ecuación de coordinación para z(t), y la
constante positiva K como constante de coordinación de la extremal.

Definición 4.1 Llamaremos función de coordinación de q ∈ Θb la función en [0, T ],
definida de la manera siguiente:

Yq(t) = −Lz0(t, q(t), q
0(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

Hz0(s, q(s), q0(s))
ds

¸
Veamos a continuación un resultado fundamental, que nos permite caracterizar

las extremales del problema y que, además, va a ser la base para elaborar el algoritmo
de optimización que permita la determinación de la solución óptima del sistema
hidrotérmico.
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4.3. CONDICIONES NECESARIAS DE MÍNIMO

Teorema 4.1 (Primer teorema de coordinación) Si q ∈ bC1 es una solución del
problema Πb, entonces ∃K ∈ R+ tal que

i) Si 0 < H(t, q(t), q0(t)) < Pd(t) (t no es un punto fronterizo) =⇒ Yq(t) = K.
ii) Si H(t, q(t), q0(t)) = Pd(t) =⇒ Yq(t) ≥ K.
iii) Si H(t, q(t), q0(t)) = 0 =⇒ Yq(t) ≤ K.

Demostración. Denotaremos por uopt el control óptimo que, en nuestro caso,
es la función de generación hidráulica efectiva H (t, z(t), z0(t)), y por q(t) el estado
óptimo. Sea H el Hamiltoniano asociado al problema

H(t, z(t), u(t), λ(t)) = Ψ(Pd(t)− u(t)) + λ(t) · f(t, z(t), u(t)).

En virtud del Principio de Pontryagin, existe una función λopt(t) (variable de
coestado) bC1 que satisface las dos condiciones siguientes:

i) λ0opt(t) = −
∂H(t, q(t), uopt(t), λopt(t))

∂z
= −λopt(t) · fz(t, q(t), uopt(t))

ii) H(t, q(t), uopt(t), λopt(t)) ≤ H(t, q(t), u(t), λopt(t)); ∀u(t) / 0 ≤ u(t) ≤ Pd(t)

De la primera condición se sigue que

λ0opt(t)

λopt(t)
= −fz(t, q(t), uopt(t))

e integrando entre 0 y t, obtenemos

λopt(t) = λopt(0) · exp
∙
−
Z t

0
fz(s, q(s), uopt(s))ds

¸
De (ii) se sigue que para cada t, uopt(t) minimiza la función

G(u) = Ψ(Pd(t)− u(t)) + λopt(t) · f(t, q(t), u(t))

en el conjunto {u(t) / 0 ≤ u(t) ≤ Pd(t)}.
Entonces, de acuerdo con el teorema de Kuhn-Tucker, para cada t existen dos

números reales no negativos, α y β, tales que uopt(t) es un punto crítico de

G∗(u) = Ψ(Pd(t)− u(t)) + λopt(t) · f(t, q(t), u(t)) + α · (−u(t)) + β · (u(t)− Pd(t))

verificándose que:
- Si H(t, q(t), q0(t)) > 0, entonces α = 0.
- Si H(t, q(t), q0(t))− Pd(t) < 0, entonces β = 0.

Evaluando G∗0 en uopt(t), por ser punto crítico, tenemos que:

G∗0(uopt(t)) = −Ψ0(Pd(t)− uopt(t)) + λopt(t) · fu(t, q(t), uopt(t))− α+ β = 0.
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Analizamos los distintos casos que se pueden presentar:

I) Si 0 < uopt(t) = H(t, q(t), q0(t)) < Pd(t), entonces α = β = 0.
En este caso,

Ψ0(Pd(t)− uopt(t)) = λopt(t) · fu(t, q(t), uopt(t))

Sustituyendo λopt(t) por su valor

λopt(t) = λopt(0) · exp
∙
−
Z t

0
fz(s, q(s), uopt(s))ds

¸
,

se obtiene

Ψ0(Pd(t)− uopt(t)) = fu(t, q(t), uopt(t)) · λopt(0) · exp
∙
−
Z t

0
fz(s, q(s), uopt(s))ds

¸
,

de donde

Ψ0(Pd(t)− uopt(t))

fu(t, q(t), uopt(t))
· exp

∙Z t

0
fz(s, q(s), uopt(s))ds

¸
= λopt(0).

Teniendo en cuenta (1),

Ψ0(Pd(t)− uopt(t))

fu(t, q(t), uopt(t))
= Ψ0(Pd(t)− uopt(t)) ·Hz0

¡
t, q(t), q0(t)

¢
= −Lz0

¡
t, q(t), q0(t)

¢
,

se cumple

−Lz0(t, q(t), q
0(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

Hz0(s, q(s), q0(s))
ds

¸
= λopt(0) =⇒ Yq(t) = K

II) Si uopt(t) = H(t, q(t), q0(t)) = Pd(t), entonces β ≥ 0 y α = 0.
En este caso

−Ψ0(Pd(t)− uopt(t)) + λopt(t) · fu(t, q(t), uopt(t)) + β = 0,

y al ser β ≥ 0, obtenemos que

−Ψ0(Pd(t)− uopt(t)) + λopt(t) · fu(t, q(t), uopt(t)) ≤ 0

Ψ0(Pd(t)− uopt(t)) ≥ fu(t, q(t), uopt(t)) · λopt(0) · exp
∙
−
Z t

0
fz(s, q(s), uopt(s))ds

¸
y, por ser fu > 0,

Ψ0(Pd(t)− uopt(t))

fu(t, q(t), uopt(t))
· exp

∙Z t

0
fz(s, q(s), uopt(s))ds

¸
≥ λopt(0)
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De nuevo, acudiendo a (1),

Ψ0(Pd(t)− uopt(t))

fu(t, q(t), uopt(t))
= Ψ0(Pd(t)− uopt(t)) ·Hz0

¡
t, q(t), q0(t)

¢
= −Lz0

¡
t, q(t), q0(t)

¢
,

se deduce
Yq(t) ≥ K

III) Si uopt(t) = H(t, q(t), q0(t)) = 0, entonces α ≥ 0 y β = 0.
En este caso

−Ψ0(Pd(t)− uopt(t)) + λopt(t) · fu(t, q(t), uopt(t))− α = 0

Y razonando de forma análoga, tenemos que Yq(t) ≤ K.
¥

Este resultado va a ser la base para resolver los problemas variacionales con
restricciones.

4.3.1. Construcción de la solución

A partir del teorema 4.1 podemos proceder a la búsqueda del mínimo del fun-
cional mediante la construcción de las extremales qK . En ausencia de restricciones
para las funciones admisibles, podría lograrse mediante, por ejemplo, el método de
tiro; téngase en cuenta que se trataría de resolver la ecuación de Euler del funcional
con las condiciones de contorno z(0) = 0 y z(T ) = b. En nuestro caso usaremos
la misma idea, sólo que en lugar de considerar la variación de la condición inicial
para la derivada, que ahora no tiene sentido, tomaremos la variación de la constante
K. Se tratará de construir, para cada K, una función qK que satisfaga la condi-
ción inicial qK (0) = 0 y las condiciones del teorema fundamental de coordinación
y, de entre las qK obtenidas, seleccionar aquella que es admisible (que satisfaga la
segunda condición de contorno qK (T ) = b).

Para la construcción de la solución utilizaremos la ecuación de coordinación,
∀t ∈ [0, T ]

−Lz0(t, z(t), z
0(t)) ·exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, z(s), z
0(s))

Hz0(s, z(s), z0(s))
ds

¸
= −Lz0(0, z(0), z

0(0)) = K ∈ R+

Consideremos caudal nulo en el instante inicial t = 0 para que la central no genere
potencia: H(0, 0, 0) = 0 y denotemos porM el caudal necesario en el instante inicial
t = 0 para satisfacer la central hidráulica toda la potencia demandada, es decir,
H(0, 0,M) = Pd(0). Denotemos también por

Km = −Lz0(0, 0, 0) y KM = −Lz0(0, 0,M)

las constantes de coordinación respectivas para esos caudales iniciales.
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Observemos que ∀x ∈ (0,M) (con la hipótesis Lz0z0(t, z, z
0) > 0) tenemos que

KM < −Lz0(0, 0, x) < Km

La construcción de qK se realiza en diferentes pasos, formando y concatenando
arcos de extremal fronterizos (o la central hidráulica o la central térmica genera
toda la potencia demandada) y arcos interiores (la potencia demandada es generada
conjuntamente por ambas centrales).

Procederemos de la manera siguiente:

1a ETAPA) Para cada K, construimos qK mediante la concatenación de arcos
de extremal:

Primer arco] Dada K, distinguimos los siguientes casos:

i) Si K ≥ Km, tomaremos qK(t) = w(t), la solución de la ecuación diferencial
H(t, w(t), w0(t)) = 0 con w(0) = 0 en el intervalo maximal [0, t1] , donde ∀t ∈ [0, t1]
se verifica que

K ≥ Yω(t) = −Lz0(t, ω(t), ω
0(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
En este caso, la central térmica genera toda la potencia demandada en [0, t1].

ii) Si K ≤ KM , tomaremos qK(t) = w(t), la solución de la ecuación diferencial
H(t, w(t), w0(t)) = Pd(t) con w(0) = 0 en el intervalo maximal [0, t1] , donde ∀t ∈
[0, t1] se verifica que

K ≤ Yω(t) = −Lz0(t, ω(t), ω
0(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
En este caso, la central hidráulica genera toda la potencia demandada en el

intervalo [0, t1].

iii) KM < K < Km (∃x tal que K = −Lz0(0, 0, x)). Ahora qK será el arco de
extremal interior (con qK(0) = 0) que satisface la ecuación de Euler en su dominio
maximal [0, t1] y, por tanto, la ecuación de coordinación

K = YqK (t).

Arco i-ésimo] Caben dos posibilidades:

A) Si qK tiene un arco interior en [ti−1, ti], podemos distinguir, a su vez, dos
casos:

i) Si H(ti, qK(ti), q0K(ti)) = 0, consideraremos el intervalo maximal [ti, ti+1], que
verifica que ∀t ∈ [ti, ti+1]

K ≥ −Lz0(t, ω(t), ω
0(t))·exp

∙
−
Z ti

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds−
Z t

ti

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
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siendo ω(t) una solución de la ecuación diferencial

H(t, ω(t), ω0(t)) = 0 con ω(ti) = qK(ti).

En este caso, tomaremos qK(t) = ω(t), ∀t ∈ [ti, ti+1].

ii) Si H(ti, qK(ti), q0K(ti)) = Pd(ti), consideraremos el intervalo maximal [ti, ti+1]
que verifica que ∀t ∈ [ti, ti+1]

K ≤ −Lz0(t, ω(t), ω
0(t))·exp

∙
−
Z ti

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds−
Z t

ti

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
siendo ω(t) una solución de la ecuación diferencial

H(t, ω(t), ω0(t)) = Pd(t) con ω(ti) = qK(ti).

En este caso, tomaremos qK(t) = ω(t), ∀t ∈ [ti, ti+1].

B) Si [ti−1, ti] es intervalo fronterizo, consideraremos el intervalo maximal [ti, ti+1],
que verifica que ∀t ∈ [ti, ti+1]

K = −Lz0(t, ω(t), ω
0(t))·exp

∙
−
Z ti

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds−
Z t

ti

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
siendo ω(t) un arco interior de la extremal, con ω(ti) = qK(ti), que satisface la
ecuación de Euler en su dominio maximal [ti, ti+1] y, por tanto, satisface la ecuación
de coordinación. Ahora, tomaremos qK(t) = ω(t), ∀t ∈ [ti, ti+1].

2a ETAPA) Elegimos K de tal forma que qK ∈ Θb :
Consideramos la función ϕ(K) := qK(T ) y calculamos la raíz de ϕ(K) − b = 0,

cálculo que podemos realizar de forma aproximada a través de métodos elementales.

4.3.2. Cálculo aproximado de la solución

Este proceso se puede implementar de forma sencilla con el uso de una versión
discretizada de las ecuaciones del teorema 4.1 en los instantes tj = T · j/n, con
j = 0, 1, . . . , n− 1.

Para la construcción computacional de qK utilizaremos, según los casos, las ecua-
ciones discretizadas siguientes en los instantes tj :

Si 0 < H(tj , q(tj), q
0(tj)) < Pd(tj)

−Lz0(tj , z(tj), z
0(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, z(ti), z
0(ti))

Hz0(ti, z(ti), z0(ti))

#
= K

Si H(tj , q(tj), q0(tj)) = Pd(tj)

−Lz0(tj , z(tj), z
0(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, z(ti), z
0(ti))

Hz0(ti, z(ti), z0(ti))

#
≥ K
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Si H(tj , q(tj), q0(tj)) = 0

−Lz0(tj , z(tj), z
0(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, z(ti), z
0(ti))

Hz0(ti, z(ti), z0(ti))

#
≤ K

El algoritmo que proponemos se basa en la construcción, para cada K, de una
sucesión doble (qK(ti), q0K(ti)) definida por recurrencia de la manera siguiente:

i) qK(0) = 0 (volumen inicial).
ii) q0K(0) (caudal inicial) que determinaremos en función de los casos siguientes:

a) Si K ≥ Km, estamos en una zona de parada de la central hidráulica y
tomaremos q0K(0) = 0.

b) Si K ≤ KM entonces determinaremos q0K(0) tal que se verifique la ecuación:

H(0, 0, q0K(0)) = Pd(0)

c) Si KM < K < Km entonces determinaremos q0K(0) tal que se verifique la
ecuación:

K = −Lz0(0, 0, q
0
K(0)).

iii) qK(ti) = qK(ti−1)+
T
n q
0
K(ti−1) (acumulador de caudales

8).

iv) Si existe X tal que se verifica

K = −Lz0(tj , qK(tj), q
0
K(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#

tomamos un q0K(tj) = X.
Si por el contrario no se verifica la igualdad anterior, caben dos posibilidades:

1a) Se verifica que

K > −Lz0(tj , qK(tj), q
0
K(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#

en cuyo caso tomaremos q0K(tj) como aquel que satisface la siguiente igualdad:

H(tj , qK(tj), q
0
K(tj)) = 0

2a) Se verifica que

K < −Lz0(tj , qK(tj), q
0
K(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#

en cuyo caso tomaremos q0K(tj) como aquel que satisface la siguiente igualdad:

H(tj , qK(tj), q
0
K(tj)) = Pd(tj)

8Esto revela que el método de resolución propuesto es de tipo Euler.
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Nótese que en los instantes donde los valores obtenidos para z y z0 violen las
restricciones, se impondrá a la solución qK mantenerse en la frontera hasta que se
den las condiciones (establecidas en el teorema fundamental de coordinación) para
su abandono.

Observación 4 En los arcos fronterizos de tipo H(t, q(t), q0(t)) = 0 la condición

Yq(t) = −Lz0(t, qK(t), q
0
K(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

¸
≤ K

es equivalente a la no existencia de solución, X, en el instante t de la ecuación

−Lz0(t, qK(t),X) · exp
∙
−
Z t

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

¸
= K

siendo X la incógnita.

No hay más que tener en cuenta el carácter estrictamente creciente de Lz0 con
respecto a z0 : si H(t, qK(t), q0K(t)) = 0 y H(t, qK(t),X) > 0, necesariamente

q0K(t) < X y, en consecuencia,

Lz0(t, qK(t),X) > Lz0(t, qK(t), q
0
K(t)).

Observación 5 En los arcos fronterizos de tipo H(t, q(t), q0(t)) = Pd(t), la condi-
ción

Yq(t) = −Lz0(t, qK(t), q
0
K(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

¸
≥ K

es equivalente a la no existencia de solución, X , en el instante t de la ecuación

−Lz0(t, qK(t),X) · exp
∙
−
Z t

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

¸
= K

cumpliéndose, además, que H(t, qK (t),X) ≤ Pd(t).

Efectivamente, si H(t, qK(t), q0K(t)) = Pd(t) y H(t, qK(t),X) < Pd(t), necesaria-

mente q0K(t) > X y, en consecuencia,

Lz0(t, qK(t),X) < Lz0(t, qK(t), q
0
K(t)).
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4.4. EL PROBLEMA DE BOLZA

El estudio realizado hasta ahora se ha centrado en la minimización del consumo
de combustible de las centrales térmicas para un determinado volumen de agua
disponible en la central hidráulica. Con este planteamiento, el agua aparece como
un recurso del que se dispone sin que su valor constituya elemento significativo en
el problema. Es natural, sin embargo, plantear el problema de tal modo que el coste
de producción de energía de los sistemas hidrotérmicos no dependa exclusivamente
del consumo de combustible de las centrales térmicas sino también del volumen de
agua turbinada. Este problema resulta ser más real, pues el agua del embalse, en
muchas centrales hidráulicas, también es utilizada para otros usos: regadío, consumo
doméstico, etc. Así, tiene sentido una solución que consista en no gastar el máximo
de agua disponible en el embalse en el intervalo de optimización [0, T ] . En estas
condiciones, si denotamos por S la función que determina el costo del agua utilizada,
tendremos el problema de Bolza descrito en el apartado 2.3.2 del capítulo 2.

En la sección anterior se han estudiado las condiciones necesarias de optimalidad
que proporciona el Principio del Mínimo de Pontryagin para el problema de control
óptimo, considerando que los instantes inicial 0 y final T están fijados de antemano
y que el estado del sistema en estos instantes viene dado por: z(0) = 0, z(T ) = b.

En este momento nos proponemos trasladar las técnicas utilizadas y los resulta-
dos obtenidos en el problema anterior de volumen final fijo al caso en que el instante
final T está fijado y el estado final está acotado superiormente: z(T ) ≤ b.

Recordamos que sigue presente la restricción 0 ≤ H (t, z(t), z0(t)) ≤ Pd(t).
Hemos, por tanto, planteado el problema de minimizar el funcional:

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt+ S[z(T )]

dentro del conjunto

Θ = {z ∈ bC1[0, T ] / z(0) = 0 , z(T ) ≤ b , 0 ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ Pd(t)}.

Presentamos el problema en términos de control óptimo para realizar un es-
tudio análogo al de la sección anterior. Sea z(t) la variable de estado, u(t) =
H (t, z(t), z0(t)) la variable de control, y z0 = f(t, z(t), u(t)) la ecuación de estado.
El problema de control óptimo planteado es entonces:

mı́n
u(t)

Z T

0
L(t, z(t), u(t))dt+ S[z(T )] con

⎧⎨⎩
z0 = f(t, z(t), u(t))
z(0) = 0, z(T ) ≤ b
u(t) ∈ Ω(t) = {x | 0 ≤ x ≤ Pd(t)}

siendo
L(t, z(t), u(t)) = Ψ(Pd(t)− u(t))

Establecemos, a continuación, las condiciones necesarias de existencia de extremo
del funcional, utilizando el Principio del Mínimo de Pontryagin para la demostración
de este teorema.
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4.4.1. Condición necesaria de mínimo

Teorema 4.2 (Segundo teorema de coordinación) Si q ∈ bC1 es una solución del
problema de Bolza antes descrito, entonces ∃K ∈ R+ tal que

i) Si 0 < H(t, q(t), q0(t)) < Pd(t) (t no es punto frontera) =⇒ Yq(t) = K
ii) Si H(t, q(t), q0(t)) = Pd(t) =⇒ Yq(t) ≥ K
iii) Si H(t, q(t), q0(t)) = 0 =⇒ Yq(t) ≤ K
y

K ≥ ∂S[q(T )]

∂z
· −Yq(T )

Lz0(T, q(T ), q0(T ))

Demostración.
La demostración de i), ii) y iii) es la del teorema 4.1 (primer teorema de coordi-

nación) para el problema hidrotérmico generalizado con restricciones.
La aplicación del Principio del Mínimo de Pontryagin a este problema de Bolza,

nos conduce a que la función λopt (variable de coestado) satisface:

λ0opt(t) = −
∂H(t, q(t), uopt(t), λopt(t))

∂z
= −λopt(t) · fz(t, q(t), uopt(t))

con la condición final

λopt(T )−
∂S[q(T )]

∂z
≥ 0; (= 0 si q(T ) < b)

De la primera ecuación se sigue que

λopt(t) = λopt(0) · exp
∙
−
Z t

0
fz(s, q(s), uopt(s))ds

¸
y sustituyendo en la condición final

λopt(0) · exp
∙
−
Z T

0
fz(s, q(s), uopt(s))ds

¸
− ∂S[q(T )]

∂z
≥ 0

de donde se obtiene

K = λopt(0) ≥
∂S[q(T )]

∂z
· exp

∙Z T

0
fz(s, q(s), uopt(s))ds

¸
=

=
∂S[q(T )]

∂z
· −Yq(T )

Lz0(T, q(T ), q0(T ))

¥
Este teorema nos permite caracterizar las extremales del problema y, además,

constituye la base para la elaboración del algoritmo que resuelve el problema hidrotér-
mico de Bolza de un modo conceptualmente similar al del problema hidrotérmico
generalizado con restricciones.
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4.4.2. Construcción de la solución

Desde el punto de vista computacional, la construcción de la solución se realiza
de forma análoga al caso del problema anterior (sin coste del agua).

La primera etapa será análoga a la que se desarrolló en la sección precedente:

1a ETAPA) Para cada K, construimos una función qK que satisfaga la condición
inicial qK(0) = 0 y las condiciones (i), (ii) y (iii) del teorema de coordinación 4.2.
La construcción se llevará a cabo mediante la concatenación de arcos de extremal
(interiores: 0 < H(t, qK(t), q

0
K(t)) < Pd(t) y frontera: H(t, qK(t), q0K(t)) = Pd(t) o

H(t, qK(t), q
0
K(t)) = 0) hasta completar el intervalo [0, T ]. Para ello, recurriremos a

una versión discretizada de las ecuaciones del teorema 4.2.

2a ETAPA) Variando la constante de coordinación K, buscaremos la extremal
que satisfaga, en el instante final T , la relación

K ≥ ∂S[q(T )]

∂z
· −Yq(T )

Lz0(T, q(T ), q0(T ))

y la segunda condición de contorno z(T ) ≤ b.
En primer lugar, determinamos el valor de K cuya extremal asociada satisfaga

qK(T ) = b. Para ello, consideramos la función ϕ(K) := qK(T ) y calculamos de
forma aproximada la raíz de ϕ(K)− b = 0, cálculo que podemos realizar a través de
métodos elementales.

Si se cumple la relación

K ≥ ∂S[qK(T )]

∂z
· −YqK (T )

Lz0(T, qK(T ), q
0
K(T ))

entonces qK(t) es la solución óptima y se consume toda el agua disponible, b.
Si la K hallada no verifica la citada relación, se busca el valor de K tal que se

cumpla la igualdad

K =
∂S[qK(T )]

∂z
· −YqK (T )

Lz0(T, qK(T ), q
0
K(T ))

siendo la función qK(t) asociada la solución óptima y, en este caso, el volumen final
óptimo consumido resulta ser menor que el disponible, esto es, qK(T ) < b.

4.5. EJEMPLO

Hemos elaborado un programa con el paquete Mathematica que nos permite
obtener, de forma simple, la solución del problema hidrotérmico planteado teniendo
en cuenta el teorema 4.2.

Mostramos su aplicación al problema de optimización de un sistema hidrotérmico
que consta de las centrales térmicas de la red Asturiana señaladas en el ejemplo 3.1
del capítulo 3 y una central hidráulica.
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Tomaremos como modelo de coste de combustible de la térmica equivalente,
Υ(x), el modelo, desarrollado en el apartado (c) del ejemplo 3.1, que incorpora pér-
didas de transmisión del sistema y restricciones de potencia (mínimas y máximas).

Consideraremos un modelo de central hidráulica de carga variable, por lo que la
potencia de generación activa Ph de la central hidráulica está dada por

Ph(t) = A(t)z0(t)−Bz0(t)z(t).

Así, la función de generación hidráulica efectiva es

H(t) = Ph(t)− bll (Ph(t))
2

donde A(t), y B son los coeficientes

A(t) =
1

G
By(S0 + t · i); B =

By

G

En los modelos de carga variable, el término −B · z0(t) · z(t) representa la in-
fluencia negativa del volumen de agua consumido, reflejando el hecho de que a menos
agua consumida, más alta es la efectividad de la central. Representamos en la tabla
siguiente los datos relativos a la central hidráulica

Tabla I: Datos de la central hidráulica.

Eficiencia G: 519840

Restricción de volumen b: 1,1 · 107
Flujo natural de agua i: 1,332 · 105
Coeficiente de pérdidas bll: 0,000166

Volumen inicial S0: 239,5 · 106
Coeficiente By: 434,079 · 10−9

Potencia máxima Pmáx 120

Las unidades de los coeficientes son: la eficiencia G en (m4/h.Mw), la restricción
de volumen b en (m3), el coeficiente de pérdidas bii en (1/Mw), el flujo natural de
agua i en (m3/h), el volumen inicial S0 en (m3) y el parámetro que depende de la
geometría del depósito que es el coeficiente By, en (m−2).

Consideraremos el problema de coordinación hidrotérmica a corto plazo en un
intervalo de optimización [0, 24] con una discretización de 96 subintervalos.

Planteamos, en primer lugar, el problema en el que el costo de producción de-
pende exclusivamente del consumo de combustible de las centrales térmicas (repre-
sentadas por su equivalente) y, a continuación, tomando el mismo sistema hidrotér-
mico asignaremos diferentes valores al costo del agua consumida para ver el compor-
tamiento de la central hidráulica. Compararemos, finalmente, los resultados obtenidos.

Mostramos en la Fig. 4.1 la gráfica de la potencia demandada y la potencia
óptima de la térmica equivalente y en la Fig. 4.2 la potencia óptima de la central
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hidráulica en el problema sin costo del agua.

Figura 4.1. Potencia demandada Pd(t) y potencia térmica óptima Pte(t).

Figura 4.2. Potencia Hidráulica Óptima.

Como se puede observar en la Fig. 4.2, la potencia generada por la central
hidráulica respeta el límite de generación impuesto y presenta un intervalo en el
que se apaga, coincidiendo con el valle de la potencia demandada.

Consideraremos ahora un modelo lineal para el costo asociado al agua

S[z(T )] = ν · z(T )

donde ν es el factor de conversión del agua que cuantifica las unidades de (m3) a
(C=). En este ejemplo, presentamos tres casos: (a) ν = 0,00375, (b) ν = 0,00475 y
(c) ν = 0,00515. El factor de conversión no pretende ser el costo real del agua por
m3 consumido (como es el aplicado por urbanismo, consumo industrial o de riego)
pues el agua turbinada por una central hidráulica ni se contamina ni se pierde.
Este factor simplemente pretende ser similar al factor de penalización asignado a la
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contaminación producida por las centrales térmicas, para asegurar una cierta reserva
de agua. Así, consideramos que el agua continúa fluyendo aguas abajo y puede ser
usada para los consumos antes mencionados (urbano, industrial y de riego).

Mostramos en la Fig. 4.3 la gráfica de la potencia óptima de la hidráulica en
cada uno de los casos presentados.

Figura 4.3. Potencia Hidráulica Óptima.
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Como se puede observar en la Fig. 4.3, la potencia generada por la central
hidráulica disminuye cuando el costo asignado al agua consumida aumenta (casos
(b) y (c)). De hecho, en el primer caso la central hidráulica se comporta exactamente
igual que el caso libre (sin costo del agua) consume todo el agua disponible, mientras
que en el caso (b) consume 9,02803 106 m3 y en el (c) consume 1,90879 106m3 , de
los 11 106 m3 disponibles.

En la siguiente tabla mostramos el incremento del costo cuando se valora el agua
consumida por la central hidráulica:

Tabla II. Costo de la solución óptima.
Libre Caso (a) Caso (b) Caso (c)

Costo térmico 910045, 95C= 910045, 95C= 919222, 44C= 954353, 65C=
Costo agua 41250, 0C= 42883, 16C= 9830, 28C=
Costo total 910045, 95C= 951295, 95C= 962105, 6C= 964183, 93C=

El algoritmo muestra una rápida convergencia a la solución óptima. En este
ejemplo, son suficientes 5 iteraciones para obtener un error menor que 10−1 en el
volumen de agua consumido por la central hidráulica para el caso (a). En los casos
(b) y (c) se necesitan 6 y 9 iteraciones respectivamente para obtener un error menor
que el propuesto inicialmente (10−15) en la condición de transversalidad. En la Fig.
4.4 se muestra la variación del error relativo en valor absoluto.

Caso (a)
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Caso (b)

Caso (c)

Figura 4.4. Convergencia a la Solución Óptima.



Capítulo 5

PROBLEMAS CON
LAGRANGIANO NO
REGULAR.
CENTRALES DE BOMBEO

5.1. INTRODUCCIÓN

En el tercer capítulo se realizaron una serie de consideraciones que permitieron
replantear el problema clásico de optimización hidrotérmica, presentándolo como
un problema variacional sin ligaduras. En este capítulo, planteamos el estudio de
sistemas hidrotérmicos que constan de centrales hidráulicas de bombeo.

En los últimos tiempos, distintos trabajos se han dedicado al estudio de este
problema y son muy diversas las técnicas empleadas en su resolución. Señalamos
algunos trabajos a continuación.

Guan y otros [73] presentan un algoritmo basado en técnicas de relajación la-
grangiana. Descomponen el subproblema hidráulico con centrales de bombeo por
horas. Para evitar oscilaciones en la solución, aproximan de forma cuadrática la
función de generación de estas centrales y determinan su comportamiento óptimo
minimizando una función de una variable.

Allan y otros [1], [2], utilizan la simulación secuencial de Monte-Carlo para
el problema con restricciones del flujo de carga. Prestan especial atención a la
coordinación entre las unidades térmicas y las hidráulicas, apareciendo centrales
de bombeo con limitación de energía en sus simulaciones. Hannett y otros [76] tra-
bajan con un modelo de simulación dinámica, mientras que Puntel y otros [117]
utilizan una aproximación probabilística y Hongwei y otros [78] desarrollan un
nuevo método en el que combinan programación dinámica, algoritmos genéticos y
técnicas de optimización híbridas.

66
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La mayoría de estas técnicas de resolución (relajación lagrangiana, programación
lineal, dinámica,...) son empleadas para, combinadas con otros métodos de análisis,
reducir la complejidad matemática del problema y obtener la solución mediante
un algoritmo de convergencia. Lo que se busca con ellas es que el modelo refleje
la realidad del sistema; demasiadas simplificaciones o malas modelizaciones pueden
conducir a soluciones rápidas pero imprecisas. Nos interesa que el algoritmo emplea-
do reduzca la posibilidad de estancamiento en un mínimo local, que converja con
rapidez y resulte eficaz cuando hay muchas variables.

Nuestro propósito es estudiar, desde un punto de vista teórico, los sistemas
hidrotérmicos que constan de centrales de bombeo, lo cual hace que el lagrangiano
del funcional no sea C1 respecto del caudal. Buscamos garantizar condiciones de
existencia de solución y aportar un algoritmo que nos permita, independientemente
del número de centrales y del modelo de generación-bombeo de las mismas, obtener
la solución.

En este capítulo, planteamos el estudio de sistemas hidrotérmicos que constan de
una única central hidráulica de bombeo. En estos problemas, la derivada de H con
respecto a z0 (Hz0) presenta una discontinuidad en z0 = 0 que es la frontera entre
la zona de generación de potencia (valores positivos de z0) y la zona de bombeo
(valores negativos de z0). Por tanto, nos encontramos en una situación en la que el
integrando del funcional es continuo pero no de clase C1 con respecto a z0.

Para localizar el mínimo de nuestro funcional hemos optado, en primer lugar,
por la utilización de técnicas del análisis no diferenciable. En concreto, del gradi-
ente generalizado o gradiente de Clarke, obteniendo una condición necesaria para la
existencia de mínimo. El estudio se realiza en primer lugar con carácter general, sin
imponer más restricciones a las funciones admisibles que su pertenencia a bC1[0, T ]
y las ya establecidas restricciones de volumen disponible. En segundo lugar, se con-
sidera el caso en que imponemos, además, restricciones naturales de generación y
bombeo a la central hidráulica.

A continuación, presentaremos un estudio, desde el punto de vista del cálculo
variacional, para el caso particular en el que el funcional, con lagrangiano, no C1

respecto de z0, sea convexo y no dependiente de z, obteniendo una condición su-
ficiente de mínimo. Aplicaremos los teoremas desarrollados en este apartado a un
problema hidrotérmico, obteniendo algunos resultados específicos para el mismo.

Seguidamente nos planteamos la generalización de uno de estos resultados. Demos-
traremos que la discontinuidad de la derivada del integrando no se traduce en dis-
continuidad de la derivada para las extremales. De hecho, veremos que la derivada
de todo extremo presenta un intervalo de constancia cuando éste toma el valor para
el cual se presenta la discontinuidad de la derivada del integrando.

Por último, construimos un algoritmo, implementado con el programa Mathe-
matica que resuelve de forma simple el problema y, como ejemplo de su aplicación
práctica, mostramos la resolución de un problema real de optimización hidrotérmica
con una central hidráulica de bombeo.

El trabajo desarrollado en este capítulo ha dado lugar a dos publicaciones, [18] y
[23] de Bayón y otros, a las cuales haremos referencia en la sección correspondiente.
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5.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Planteamos, a continuación, el problema hidrotérmico que consta de una central
térmica (térmica equivalente) y de una única central hidráulica de bombeo: H1-T1.

Permitiremos que las funciones admisibles para H no tengan más restricciones
que su pertenencia a bC1[0, T ] y las restricciones de volumen disponible. Quedarán
de este modo incluidas en nuestro estudio las ya mencionadas centrales de bombeo1

al permitir que la función de generación hidráulica efectiva H(t, z, z0) esté definida
para valores negativos de z0 (caudal).

En estas condiciones, denotamos por ℘b al problema de minimizar el funcional

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt

con L(·, ·, ·) función de clase C0, siendo Lz(·, ·, ·) de clase C0 y Lz0(t, z, ·) función
continua a trozos, de la forma

L(t, z(t), z0(t)) = Ψ(Pd(t)−H(t, z(t), z0(t)))

dentro del conjunto

Θb := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 , z(T ) = b}

Suponemos que Ψ : R −→ R y H : ΩH ⊂ [0, T ] × R × R −→ R, en el interior
de sus dominios de definición, verifican: Ψ es estrictamente creciente y estricta-
mente convexa y seguimos considerando la positividad estricta de Hz0 y el carácter
estrictamente creciente de Lz0 con respecto a z0.

En una sección posterior de este capítulo realizaremos un estudio análogo al
que se desarrollará para este problema, considerando en este caso el funcional sobre
un conjunto de funciones admisibles en el que aparecerán restricciones mínimas y
máximas sobre la función de generación hidráulica H.

En el siguiente apartado establecemos condiciones necesarias de mínimo del fun-
cional F para el caso en que el lagrangiano L es continuo pero no de clase C1 respecto
de z0 dentro del conjunto Θb.

5.3. CONDICIONES NECESARIAS DE MÍNIMO

Resultados clásicos de cálculo variacional aseguran que si L ∈ C1, entonces un
mínimo q ∈ C1 (fuerte o débil) satisface,∀t ∈ [0, T ], la ecuación

Lz0(t, q(t), q
0(t)) = Const.+

Z t

0
Lz(x, q(x), q

0(x))dx

1Las centrales de bombeo disponen de la capacidad de bombear agua, en determinados momen-
tos, con el propósito de utilizarla en otros de modo más eficiente. Cuando se produce el bombeo,
obviamente, se está descargando un caudal negativo y se está generando una potencia también
negativa (la que consume la bomba).
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En Grau [72] se establecen algunos resultados que aportan condiciones suficientes
para la existencia de mínimo de un problema H1-T1 similar a ℘b, pero considerando
L de clase C1. Es natural el interés de extender las condiciones necesarias de mínimo
a funcionales cuyos integrandos no sean diferenciables. El desarrollo realizado por
Clarke [39], con la introducción del gradiente generalizado, proporciona un gran
avance en este estudio.

En esta sección se recoge un trabajo publicado en [23], donde el problema plantea-
do ℘b se formula en el marco del análisis no diferenciable y se presenta una condición
necesaria de mínimo.

5.3.1. Gradiente generalizado de Clarke

Presentamos algunos conceptos y resultados de la teoría de diferenciación ge-
neralizada desarrollada por Clarke [39].

El análisis no diferenciable trabaja con funciones f localmente Lipschitzianas que
son diferenciables casi en cualquier punto (en el sentido de medida de Lebesgue),
definidas sobre un espacio de Banach X.

Definición. Sea f : X −→ R función Lipschitziana en x. Se llama
gradiente generalizado de f en x o gradiente de Clarke, y se denota por
∂f(x), el subconjunto de X∗ dado por:

∂f(x) = {ξ ∈ X∗ / fo(x; v) ≥< ξ, v >, ∀v ∈ X}
donde X∗ = {ξ : X −→ R funciones lineales continuas} es el espacio dual
de X, < ξ, v > o < v, ξ > denota ξ(v), ∀v ∈ X, y fo(x; v) la derivada
direccional generalizada de f en x en la dirección v,

fo(x; v) = ĺımsup
y−→x
t↓0

f(y + tv)− f(y)

t

A continuación, nos centraremos en el caso en que X es un espacio de dimensión
finita y presentaremos el gradiente generalizado de cierta clase importante de fun-
cionales integrales (integrales sobre subespacios de L∞), enfoque que nos interesa
para nuestro problema.

Sea f : Rn −→ R y Ωf el conjunto (de medida nula) de puntos donde f no
es diferenciable. Al ser X = Rn, identificamos X∗ con X, por lo que ∂f(x) será un
subconjunto de Rn.

Teorema. Sea f : Rn −→ R función localmente Lipschitziana en x
y sea S cualquier conjunto de medida de Lebesgue 0 en Rn. Entonces

∂f(x) = co {ĺım∇f(xi) : xi −→ x, xi /∈ S, xi /∈ Ωf} . (1)
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Es decir, considerada cualquier sucesión xi convergente a x que evite los puntos
de S y Ωf , y tal que la sucesión de los gradientes ∇f(xi) converja, el gradiente
generalizado resulta ser la envoltura convexa de los límites de los gradientes de todas
estas sucesiones. Obviamente, si f es diferenciable en x, el gradiente generalizado
coincide con el gradiente.

Proposición 5.1 Dada una función f : R −→ R tal que

f 0(x) =

½
φ−(x) si x < x0
φ+(x) si x > x0,

con φ+ y φ− continuas en x0 y φ+(x0) > φ−(x0), entonces ∂f(x0) = [φ−(x0), φ+(x0)].

Demostración. Determinamos ∂f(x0) sobre la base de (1).
Para xi < x0, se verifica que

ĺım
xi−→x0

∇f(xi) = ĺım
xi−→x0

φ−(xi) = φ−(x0)

Para xi > x0, se verifica que

ĺım
xi−→x0

∇f(xi) = ĺım
xi−→x0

φ+(xi) = φ+(x0)

Por lo que

∂f(x0) = co {ĺım∇f(xi) : xi −→ x0 xi /∈ S, xi /∈ Ωf} = [φ−(x0), φ+(x0)]. (2)

¥
Extendemos el estudio a funcionales integrales sobre un espacio (T,=, µ) de me-

dida σ-finita positiva e Y un espacio separable Banach. Se denota por L∞(T,Y) el
espacio de funciones esencialmente acotadas y medibles de T a Y, con la norma usual
del supremo. Sea X un subespacio cerrado de L∞(T,Y) y ft : Y −→ R una familia
de funciones (t ∈ T). Consideramos una función f sobre X definida por

f(x) =

Z
T
ft(x(t))µ(dt)

Supuesto que f está definida (finitamente) en un punto x, para caracterizar ∂f(x)
suponemos que existe � > 0 y una función k en L1(T,R) tal que, para todo t ∈ T,
para todo v1, v2 en BY(x(t), �),

|ft(v1)− ft(v2)| ≤ k(t) ||v1 − v2||Y
Suponemos también que la aplicación t −→ ft(v) es medible para cada v ∈ Y.

En estas condiciones, se verifica el siguiente resultado:

Teorema. Bajo las hipótesis descritas anteriormente, f es Lipschit-
ziana en un entorno de x y se verifica que

∂f(x) ⊂
Z
T
∂ft(x(t))µ(dt). (3)
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La interpretación de la expresión (3) es la siguiente: para todo ξ ∈ ∂f(x) existe
una aplicación

ξt : T
t
−→
→
X∗
ξt

/ ξt ∈ ∂ft(x) µ− a.e.

que verifica que para todo v ∈ X, la función t −→< ξt, v > perteneciente a L1(T,R)
cumple que

< ξ, v >=

Z
T
< ξt, v > µ(dt)

Una vez obtenidos estos resultados, tomamos como funcional f el siguiente:

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt

donde z es una función absolutamente continua de [0, T ] en R. Determinamos el
gradiente generalizado de F , ∂F, a través del teorema anterior, teniendo en cuenta
que ahora:

(T,=, µ) = [0, T ] con la medida de Lebesgue, Y = R × R espacio separable
Banach, el subespacio cerrado X de L∞(T,Y) es

X =
½
(s, v) ∈ L∞([0, T ],R2) / para algún c ∈ R, s(t) = c+

Z t

0
v(τ)dτ

¾
y la familia de funciones ft : Y −→ R (t ∈ T) con ft(s, v) = L(t, s, v). (Obsérvese
que para cualquier (s, v) ∈ X, tenemos que f(s, v) = F (s)).

Sea (bs, bv) un elemento cualquiera de X (por lo que bv = (d/dt)bs), suponemos que
el integrando L es medible en t, y que para algún ε > 0 y alguna función k(·) en
L1 ([0, T ] ,R) se verifica

|L(t, s1, v1)− L(t, s2, v2)| ≤ k(t) ||(s1 − s2, v1 − v2)||

para todo (si, vi) en B((bs(t), bv(t)), ε). Bajo estas condiciones se verifican las hipótesis
del teorema anterior, por lo que si ξ ∈ ∂f(bs, bv), podemos deducir la existencia de
una función medible ξt = (r(t), p(t)) tal que

(r(t), p(t)) ∈ ∂L(t, bs(t), bv(t)) a.e.
(donde ∂L denota el gradiente generalizado con respecto a (s, v)) y donde, para
cualquier (s, v) ∈ X, se cumple

< ξ, (s, v) >=

Z T

0
< ξt, (s(t), v(t)) > dt =

Z T

0
[r(t)s(t) + p(t)v(t)] dt

En la siguiente proposición se presenta la condición necesaria de existencia de
mínimo:

Proposición. (Extremo local) Si f tiene un mínimo o máximo local
en x, entonces 0 ∈ ∂f(x).
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En el caso del funcional F, si tiene un mínimo local en bs, por la proposición
anterior ξ = 0 ∈ ∂f(bs, bv) y, por tanto,Z T

0
[r(t)s(t) + p(t)v(t)] dt = 0

de donde se deduce fácilmente que p(·) es absolutamente continua y además r = p0

a.e. En este caso tenemos una versión no diferenciable de la ecuación de Euler-
Lagrange

(p0(t), p(t)) ∈ ∂L(t, bs(t), bs0(t)) a.e. (4)

5.3.2. Condición necesaria

Si Lz0 fuese continua y z(t) verificase la ecuación de Euler del funcional F (z),
tendríamos que

Lz(t, z(t), z
0(t))− d

dt

¡
Lz0(t, z(t), z

0(t))
¢
= 0

y sin más que integrar obtendríamos la conocida expresión de Du-Bois-Reymond:

−Lz0(t, z(t), z
0(t)) +

Z t

0
Lz(s, z(s), z

0(s))ds = −Lz0(0, z(0), z
0(0)) = K ∈ R+

obteniendo de nuevo la denominada constante de coordinación, K.
Al presentar Lz0(t, z, ·) una discontinuidad para ciertos valores de z0, adoptamos

la siguiente notación

L+z0(t, z, z
0) := Lz0(t, z, z

0
+); L−z0(t, z, z

0) := Lz0(t, z, z
0
−)

Definición 5.1 Llamamos U+z (t) y U−z (t) a las expresiones siguientes que tienen
en cuenta las derivadas laterales de L respecto de z0 en los puntos de discontinuidad
de Lz0(t, z, ·) :

U+z (t) =
Z t

0
Lz(τ , z(τ), z

0(τ))dτ − L+z0(t, z(t), z
0(t))

U−z (t) =
Z t

0
Lz(τ , z(τ), z

0(τ))dτ − L−z0(t, z(t), z
0(t))

Con estas consideraciones podemos demostrar el siguiente resultado (condición
necesaria de mínimo).

Teorema 5.1 (Tercer teorema de coordinación) Si q es mínimo del funcional

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt

siendo L(t, ·, ·) localmente Lipschitziana, L(·, z, z0) medible y Lz0(t, z, ·) continua a
trozos en el conjunto Θb := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0∧ z(T ) = b}, entonces ∃K ∈ R+
tal que½

U+q (t) ≤ K ≤ U−q (t) si q0(t) es punto de discontinuidad de Lz0(t, q(t), ·)
U+q (t) = U−q (t) = K si Lz0(t, q(t), ·) es continua en q0(t)
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Demostración. Por ser z ∈ bC1[0, T ], tenemos garantizado que z(t) y z0(t) son
funciones esencialmente acotadas y medibles, es decir

(z, z0) ∈ X =
½
(s, v) ∈ L∞([0, T ],R2) / para algún c ∈ R, s(t) = c+

Z t

0
v(τ)dτ

¾
.

Por otra parte, es obvio que el funcional F satisface las hipótesis que nos permiten
garantizar que se verifica la ecuación (3):

∂F (z) ⊂
Z T

0
∂L(t, z(t), z0(t))dt.

Supongamos, en primer lugar, que la función Lz0(t, z, ·) es discontinua en q0(t).
Teniendo en cuenta que L(·, ·, ·) está definida en un espacio de dimensión finita, y
haciendo uso de (1), obtenemos el gradiente de Clarke en (q(t), q0(t)) sobre la base
de (2):

∂L(t, q(t), q0(t)) =

µ
Lz(t, q(t), q

0(t)),

∙
L−z0(t, q(t), q

0(t)), L+z0(t, q(t), q
0(t))

¸¶
a.e.

Por ser q mínimo de F en Θb, esZ T

0
[r(t)s(t) + p(t)v(t)] dt = 0,

de donde se deduce que p(·) ∈ bC1[0, T ] y además r = p0 a.e., por lo que la ecuación
(4) se puede expresar en la forma:

(p0(t), p(t)) ∈
µ
Lz(t, q(t), q

0(t)),

∙
L−z0(t, q(t), q

0(t)), L+z0(t, q(t), q
0(t))

¸¶
a.e.⎧⎪⎨⎪⎩

p0(t) = Lz(t, q(t), q
0(t)) =⇒ p(t) +K =

R t
0 Lz(τ , q(τ), q

0(τ))dτ

p(t) ∈
∙
L−z0(t, q(t), q

0(t)), L+z0(t, q(t), q
0(t))

¸
.

Entonces, tenemos que

L−z0(t, q(t), q
0(t)) ≤

Z t

0
Lz(τ , q(τ), q

0(τ))dτ −K ≤ L+z0(t, q(t), q
0(t))

L−z0(t, q(t), q
0(t))−

Z t

0
Lz(τ , q(τ), q

0(τ))dτ ≤ −K ≤

≤ L+z0(t, q(t), q
0(t))−

Z t

0
Lz(τ , q(τ), q

0(τ))dτ

U+q (t) ≤ K ≤ U−q (t).

Si la función Lz0(t, z, ·) es continua en q0(t), entonces

L+z0(t, q(t), q
0(t)) ≡ L−z0(t, q(t), q

0(t))
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y U+q (t) = U−q (t), y en tal caso

U+q (t) = U−q (t) = K.

¥

Obsérvese que las características de nuestro problema ℘b nos van a permitir
asegurar que se cumplen las dos hipótesis necesarias para garantizar que se verifica
el teorema anterior:

i) L(t, ·, ·) es localmente Lipschitziana. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que Lz0(t, z, ·) es discontinua en z0 ≡ 0. El problema puede surgir en puntos de la
forma (t0, z0, 0). Veamos que L(t, ·, ·) es localmente Lipschitziana también en estos
puntos, es decir, que existe k > 0 tal que¯̄

L(t, x, x0)− L(t, y, y0)
¯̄
≤ k kx̄− ȳk , ∀(t, x, x0), (t, y, y0) ∈ B((t0, z0, 0), ε)

denotando por x̄ e ȳ los vectores de funciones (x, x0) e (y, y0) respectivamente y
siendo k·k la norma del supremo. Distinguimos tres posibilidades:

a) Sean x̄ e ȳ tales que x0, y0 > 0; entonces, por el teorema de valor medio para
funciones de varias variables, se tiene¯̄

L(t, x, x0)− L(t, y, y0)
¯̄
=
¯̄
DL(t, z1, z

0
1)
¯̄
· kx̄− ȳk ≤

≤
µ¯̄̄̄

∂L(t, z1, z
0
1)

∂z

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
∂L(t, z1, z

0
1)

∂z0

¯̄̄̄¶
· kx̄− ȳk ≤ k · kx̄− ȳk

siendo z̄1 = λx̄+(1−λ)ȳ con λ ∈ [0, 1] y, dado que las derivadas parciales Lz y Lz0

están acotadas en dicho punto, podemos suponer que
³¯̄̄

∂L(t,z1,z01)
∂z

¯̄̄
+
¯̄̄
∂L(t,z1,z01)

∂z0

¯̄̄´
≤

k, para algún k > 0.

b) Sean x̄ e ȳ tales que x0, y0 < 0; entonces, razonando de forma análoga a la
anterior, siendo z̄2 = λx̄+ (1− λ)ȳ con λ ∈ [0, 1], se tiene¯̄

L(t, x, x0)− L(t, y, y0)
¯̄
=
¯̄
DL(t, z2, z

0
2)
¯̄
· kx̄− ȳk ≤

≤
µ¯̄̄̄

∂L(t, z2, z
0
2)

∂z

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
∂L(t, z2, z

0
2)

∂z0

¯̄̄̄¶
· kx̄− ȳk ≤ k · kx̄− ȳk

c) Sean x̄ e ȳ tales que x0 ≥ 0 e y0 ≤ 0. Distinguimos dos casos:

c1) Si x0 = y0 = 0, en cuyo caso L(t, ·, 0) es Lipschitziana, consecuen-
cia de estar Lz(t, ·, 0) ∀t ∈ [0, T ] acotada en un entorno de (z(t), 0).
c2) En otra situación, se verifica que:¯̄

L(t, x, x0)− L(t, y, y0)
¯̄
=
¯̄
L(t, x, x0)− L(t, x, 0) + L(t, x, 0)− L(t, y, y0)

¯̄
≤

≤
¯̄
L(t, x, x0)− L(t, x, 0)

¯̄
+
¯̄
L(t, x, 0)− L(t, y, y0)

¯̄
≤

≤
¯̄
DL(t, z1, z

0
1)
¯̄
·
°°x0°°+ ¯̄DL(t, z2, z

0
2)
¯̄
·
°°(x− y,−y0)

°° ≤
≤ k · kx̄− ȳk+ k · kx̄− ȳk = 2k · kx̄− ȳk

siendo z̄1 = λx̄+ (1− λ)(x, 0) y z̄2 = λ(x, 0) + (1− λ)ȳ con λ ∈ [0, 1] .
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Por tanto, garantizamos que la función L(t, ·, ·) es localmente Lipschitziana.
ii) t → Lt es medible Lebesgue (consecuencia de ser L(·, z, z0) continua con

respecto a t).

Obsérvese, asímismo, que la condición exigida en el teorema (t→ Lt es medible)
es más débil que la que tenemos en ℘b (L(·, z, z0) continua). Podríamos, por tanto,
aplicar el resultado a problemas donde la función L(·, z, z0) no sea necesariamente
continua, lo que se traduce en poder considerar problemas hidrotérmicos donde la
potencia demandada sea discontinua.

A partir del teorema 5.1 podemos proceder a la búsqueda del mínimo del fun-
cional, mediante la construcción de las extremales qK .

5.3.3. Construcción de la solución

Supondremos, sin pérdida de generalidad, que Lz0(t, z, ·) es continua con un solo
punto de discontinuidad en z0 = 0. Siguiendo la misma idea que en el problema
de Bolza, buscaremos, para cada K, la función qK que satisfaga las ecuaciones del
teorema anterior y, de entre ellas, la que dé lugar a una función admisible, qK ∈ Θb.
La construcción se llevará a cabo formando y encadenando sucesivamente los arcos
de extremal donde q0(t) 6= 0 y los arcos donde la central hidráulica ni genera potencia
ni bombea agua (q0(t) = 0) hasta completar todo el intervalo [0, T ].

Procederemos de la forma siguiente:

I) Para cada K, construimos qK . Concatenación de arcos de extremal:

Primer arco] Dada K, distinguimos los siguientes casos:

i) Si −L+z0(0, 0, 0) ≤ K ≤ −L−z0(0, 0, 0) (zona de parada de la central hidráulica),
tomamos q0K(t) = 0 en el intervalo maximal [0, t1], donde ∀t ∈ [0, t1] se satisface

U+qK (t) =

Z t

0
Lz(s, qK(s), q

0
K(s))ds− L+z0(t, qK(t), q

0
K(t)) ≤ K

K ≤
Z t

0
Lz(s, qK(s), q

0
K(s))ds− L−z0(t, qK(t), q

0
K(t)) = U−qK (t).

ii) Si −L+z0(0, 0, 0) > K (zona de generación hidráulica), entonces existe solución
positiva q0K(0) para la ecuación −Lz0(0, 0, q

0
K(0)) = K. En este caso, construimos un

arco de extremal, qK(t), solución de la ecuación de Euler en el intervalo maximal
[0, t1], donde ∀t ∈ [0, t1] se satisface q0K(t) > 0 y

K = UqK (t) =

Z t

0
Lz(s, qK(s), q

0
K(s))ds− Lz0(t, qK(t), q

0
K(t))

iii) Si −L−z0(0, 0, 0) < K (zona de bombeo), entonces existe solución negativa
q0K(0) para la ecuación −Lz0(0, 0, q

0
K(0)) = K. En este caso, construimos un arco
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de extremal, qK(t), solución de la ecuación de Euler en el intervalo maximal [0, t1],
donde ∀t ∈ [0, t1] se satisface q0K(t) < 0 y

K = UqK (t) =

Z t

0
Lz(s, qK(s), q

0
K(s))ds− Lz0(t, qK(t), q

0
K(t))

Arco i-ésimo] Caben dos posibilidades:

i) Si [ti−1, ti] es un intervalo maximal de parada de la central hidráulica, es
decir, q0K(t) = 0 en dicho intervalo, consideraremos el intervalo maximal [ti, ti+1]
que verifica que ∀t ∈ [ti, ti+1]

K =

Z ti

0
Lz(s, qK(s), q

0
K(s))ds+

Z t

ti

Lz(s, ω(s), ω
0(s))ds− Lz0(t, ω(t), ω

0(t))

con ω(ti) = qK(ti), satisfaciendo la ecuación de Euler en su dominio maximal [ti, ti+1]
y la ecuación anterior. Tomaremos qK(t) = ω(t), ∀t ∈ [ti, ti+1].

ii) Si [ti−1, ti] es un intervalo maximal donde, q0K(t) 6= 0 en dicho intervalo,
consideraremos el intervalo maximal [ti, ti+1] que verifica que ∀t ∈ [ti, ti+1]Z ti

0
Lz(s, qK(s), q

0
K(s))ds+

Z t

ti

Lz(s, ω(s), 0)ds− L+z0(t, ω(t), ω
0(t)) ≤ K

K ≤
Z ti

0
Lz(s, qK(s), q

0
K(s))ds−

Z t

ti

Lz(s, ω(s), 0)ds− L−z0(t, ω(t), ω
0(t))

con ω(ti) = qK(ti), satisfaciendo la ecuación anterior y ω0(t) = 0 en el intervalo
maximal [ti, ti+1]. Tomaremos qK(t) = ω(t), ∀t ∈ [ti, ti+1].

II) Determinamos K tal que qK ∈ Θb. El procedimiento es similar al método de
tiro empleado para la resolución de ecuaciones diferenciales de segundo orden con
condiciones de contorno. Consideramos la función ϕ(K) := qK(T ) y calculamos la
raíz de ϕ(K) − b = 0, cálculo que podemos realizar de forma aproximada a través
de métodos elementales.

A continuación, vamos a considerar un caso particular del problema planteado,
caso en el que el lagrangiano no depende de z(t).

5.4. CASO PARTICULAR L(t, z0(t))

En esta sección estudiamos el caso particular del problema ℘b en que el la-
grangiano no regular es independiente de z(t). Este estudio, publicado en [18], utiliza
exclusivamente herramientas del cálculo variacional para establecer las condiciones
suficientes de mínimo. Planteamos el problema de la forma siguiente:

Consideramos la variedad afín (funciones admisibles)

Θb := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 ∧ z(T ) = b}
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de espacio director

V := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 ∧ z(T ) = 0}
la función subintegral L(·, ·) : [0, T ] × R → R de clase C0, con Lz0(t, ·) continua a
trozos, del funcional F : Θb −→ R definido de la manera siguiente:

F (z) =

Z T

0
L(t, z0(t))dt.

Como Lz0(t, ·) presenta discontinuidades, el funcional F no es, en general, dife-
renciable Gâteaux. A pesar de todo, la función Ψq(x) = F (q+x ω), aunque distintas,
puede tener derivadas laterales en el cero. Consideramos la definición y propiedades
siguientes:

Definición Sea A variedad afín de espacio director V . Si q ∈ A y
ω ∈ V , denotaremos por δ+F (q, ω) a la derivada direccional de F en q
en la dirección de ω por la derecha; es decir:

δ+F (q, ω) = ĺım
ε→0+

F (q + ε ω)− F (q)

ε
=

= ĺım
ε→0+

1

ε

Z T

0
[L(t, q(t) + ε ω(t), q0(t) + ε ω0(t))− L(t, q(t), q0(t))]dt

Nótese que se verifican las siguientes propiedades:
a) Si q ∈ A proporciona el valor mínimo de F en A, entonces para

cada ω ∈ V
δ+F (q, ω) ≥ 0.

b) Si F es convexo y en q ∈ A se cumple que δ+F (q, ω) ≥ 0 para
cada ω ∈ V, entonces q proporciona el valor mínimo de F en A.

Denotamos por

L+z0(t, z
0) := Lz0(t, z

0
+) y L−z0(t, z

0) := Lz0(t, z
0
−).

Obsérvese que, en este caso particular,U+z (t) = −L+z0(t, z0) yU−z (t) = −L
−
z0(t, z

0).

5.4.1. Condición suficiente de mínimo

Establecemos, en los teoremas siguientes, la condición suficiente de mínimo y el
método para su construcción, caso de ser F un funcional convexo. Supondremos, sin
pérdida de generalidad, que Lz0(t, ·) es continua con un solo punto de discontinuidad
en z0 = 0.
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Teorema 5.2 Sea F (z) =

Z T

0
L(t, z0(t))dt siendo L(·, ·) continua y Lz0(t, ·) dis-

continua en z0 = 0 y sea q ∈ A. Si ∃K ∈ R tal que(
Lz0(t, q

0(t)) = K si q0(t) 6= 0
L−z0(t, 0) ≤ K ≤ L+z0(t, 0) si q0(t) = 0

entonces δ+F (q;ω) ≥ 0 para cada ω ∈ V .

Demostración. Sea ω ∈ V . Consideramos, en primer lugar, los siguientes con-
juntos:

Θ= : = {t ∈ [0, T ] | q0(t) = 0}
Θ6= : = {t ∈ [0, T ] | q0(t) 6= 0}
Ω+ : = {t ∈ Θ= | ω0(t) > 0}
Ω− : = {t ∈ Θ= | ω0(t) < 0}
Ω0 : = {t ∈ Θ= | ω0(t) = 0}

Como L es de clase C1 en Θ6=, tenemos

ĺım
ε→0+

1

ε

Z
Θ6=

£
L(t, q0(t) + εω0(t))− L(t, q0(t))

¤
dt =

Z
Θ6=

ω0(t) · Lz0(t, q
0(t))dt

Por otra parte,Z
Θ=

£
L(t, εω0(t))− L(t, 0)

¤
dt =

=

Z
Ω+

£
L(t, εω0(t))− L(t, 0)

¤
dt+

+

Z
Ω−

£
L(t, εω0(t))− L(t, 0)

¤
dt

Además, es fácil ver que las funciones Φ1 y Φ2

Φ1(y) :=

Z
Ω+

L(t, y · ω0(t))dt

Φ2(y) :=

Z
Ω−

L(t, y · ω0(t))dt

son derivables en cero por la derecha

Φ01(0
+) =

Z
Ω+

ω0(t)L+z0(t, 0)dt

Φ02(0
+) =

Z
Ω−

ω0(t)L−z0(t, 0)dt
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de modo que

ĺım
ε→0+

1

ε

Z
Ω+

£
L(t, εω0(t))− L(t, 0)

¤
dt =

Z
Ω+

ω0(t) · L+z0(t, 0)dt

ĺım
ε→0+

1

ε

Z
Ω−

£
L(t, εω0(t))− L(t, 0)

¤
dt =

Z
Ω−

ω0(t) · L−z0(t, 0)dt.

Entonces

δ+F (q;ω) =

Z
Θ6=

ω0(t) · Lz0(t, q
0(t))dt+

+

Z
Ω+

ω0(t) · L+z0(t, 0)dt+
Z
Ω−

ω0(t) · L−z0(t, 0)dt.

Además, como ω(0) = ω(T ) = 0, tenemos queZ
Θ6=

ω0(t)dt+

Z
Ω0

ω0(t)dt+

Z
Ω+

ω0(t)dt+

Z
Ω−

ω0(t)dt =

Z T

0
ω0(t)dt = 0

por lo que Z
Θ6=

K · ω0(t)dt+
Z
Ω+

K · ω0(t)dt+
Z
Ω−

K · ω0(t)dt = 0

Por tanto,

δ+F (q;ω) =

Z
Θ6=

ω0(t) · (Lz0(t, q
0(t))−K)dt+

+

Z
Ω+

ω0(t) · (L+z0(t, 0)−K)dt+

Z
Ω−

ω0(t) · (L−z0(t, 0)−K)dt

y, teniendo en cuenta que

L+z0(t, q
0(t))−K ≥ 0 para cada t ∈ Ω+

L−z0(t, q
0(t))−K ≤ 0 para cada t ∈ Ω−

Lz0(t, q
0(t))−K = 0 para cada t ∈ Θ6=

concluimos que δ+F (q;ω) ≥ 0.
¥

Teorema 5.3 Sea F (z) =
Z T

0
L(t, z0(t))dt en las condiciones del teorema anterior.

Si la función Lz0(t, ·) es estrictamente creciente para cada t y

K ∈
\

t∈[0,T ]
[ ĺım
x→−∞

Lz0(t, x), ĺım
x→∞

Lz0(t, x)]
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entonces qK(t) :=
Z t

0
ωK(s)ds, con

ωK(t) = 0 si L−z0(t, 0) ≤ K ≤ L+z0(t, 0)

y

Lz0(t, ωK(t)) = K en otro caso,

proporciona el valor mínimo de F en

ΩK := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 ∧ z(T ) = qK(T )}.

Demostración. El carácter creciente de Lz0(t, ·) para todo t garantiza la con-
vexidad de L(t, z0(t)) y, en consecuencia, la del funcional F .

Obsérvese queK pertenece a la imagen de la función Lz0(t, ·) para cada t ∈ [0, T ],
asegurando así la existencia de solución de Lz0(t, x) = K para el caso en que no se
verifique que L−z0(t, 0) ≤ K ≤ L+z0(t, 0). Por consiguiente, ωK(t) está bien definida y
es claro que qK ∈ ΩK .

Si q0K ≡ 0, entonces para cada t ∈ [0, T ]

L−z0(t, 0) ≤ K ≤ L+z0(t, 0)

y, de acuerdo al teorema 5.2, δ+F (qK ;ω) ≥ 0. Entonces, como F es convexa, qK ≡ 0
proporciona el mínimo de F sobre

ΩK = {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 ∧ z(T ) = qK(T ) = 0}.

Si ∃ τ ∈ [0, T ] tal que q0K(τ) 6= 0, tomamos K = Lz0(t, q
0
K(τ)) y teniendo en

cuenta cómo se ha construido qK se verifica que(
Lz0(t, q

0
K(t)) = K si 0 6= ωK(t) = q0K(t)

L−z0(t, 0) ≤ K ≤ L+z0(t, 0) si 0 = ωK(t) = q0K(t)

y, de acuerdo al teorema 5.2, qK proporciona el mínimo de F sobre

ΩK := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 ∧ z(T ) = qK(T )}.

¥

5.4.2. Aplicación a un problema hidrotérmico

Aportamos algunos resultados específicos, para un problema de coordinación
hidrotérmica, derivados de los resultados obtenidos en el apartado anterior.

Como caso particular del teorema 5.3, obtenemos un resultado que hace referen-
cia a un sistema hidrotérmico con una central hidráulica de bombeo cuya producción
de potencia H es una función lineal del caudal de descarga (m ·z0(t)) y cuya potencia
consumida durante el bombeo es también una función lineal del caudal bombeado
(M · z0(t)). Denotamos por Pd la potencia demandada y por Ψ la función de costo
de combustible de la térmica equivalente.
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Proposición 5.2 Sea Ψ ∈ C1[R], Ψ0 estrictamente creciente, Pd ∈ C[0, T ] y
L(t, z0(t)) := Ψ(Pd(t)−H(z0(t)))

con

F (z) :=

Z T

0
Ψ(Pd(t)−H(z0(t)))dt

H(x) :=

½
m · x si x ≥ 0
M · x si x ≤ 0 ; (0 < m < M)

Si K > 0 y
£
K
M , Km

¤
⊂ Ψ0[R], entonces

qK(t) :=

Z t

0
ωK(s)ds

con

ωK(t) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 si Ψ0−1(Km) ≥ Pd(t) ≥ Ψ0−1(KM )

Ψ0−1(Km)− Pd(t)

−m si Ψ0−1(Km) < Pd(t)

Ψ0−1(KM )− Pd(t)

−M si Pd(t) < Ψ
0−1(KM )

proporciona el valor mínimo de F en

ΩK := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 ∧ z(T ) = qK(T )}.

Demostración. Teniendo en cuenta el hecho de que F es convexa2, bastará
con demostrar que se verifica la condición suficiente de extremal establecida en el
teorema 5.3.

Si ωK(t) = 0, entonces Ψ0−1(Km) ≥ Pd(t) ≥ Ψ0−1(KM ), por lo que

K

m
≥ Ψ0(Pd(t)) ≥

K

M
=⇒

(
L−z0(t, 0) = −M ·Ψ0(Pd(t)) ≤ −K
L+z0(t, 0) = −m ·Ψ0(Pd(t)) ≥ −K

con lo cual
L−z0(t, 0) ≤ −K ≤ L+z0(t, 0).

Si ωK(t) < 0, entonces Pd(t) < Ψ0−1(KM )

Lz0(t, ωK) = −M ·Ψ0
Ã
Pd(t)−M ·

Ψ0−1(KM )− Pd(t)

−M

!
= −K.

2La convexidad del funcional F queda garantizada con las propiedades asumidas en el
planteamiento del problema hidrotérmico al ser Ψ creciente y convexa y H cóncava con respec-
to a z0.
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Si ωK(t) > 0, entonces Ψ0−1(Km) < Pd(t)

Lz0(t, ωK) = −m ·Ψ0
Ã
Pd(t)−m ·

Ψ0−1(Km)− Pd(t)

−m

!
= −K.

Es obvio que se satisface el teorema 5.3 para la constante −K.
¥

En la figura siguiente se muestra el significado de la proposición anterior:

Figura 5.1. Significado de la Proposición 5.2.

La extremal que proporciona el mínimo, qK(t) :=
R t
0 ωK(s)ds, nos garantiza que

la potencia generada por la térmica equivalente, denotada por

Pte(t) := Pd(t)−H(t, z0(t))

será constante en los arcos de extremal en los cuales la central hidráulica esté
generando potencia o consumiéndola con el bombeo (no esté parada), y su valor
será:

Pte(t) =

(
Ψ0−1(K/m) si Ψ0−1(K/m) ≤ Pd(t)

Ψ0−1(K/M) si Pd(t) ≤ Ψ0−1(K/M).

En otro caso (periodo de cambio de la zona de bombeo a generación o a la
inversa), es obvio que Pte(t) = Pd(t).

Corolario 5.1 Bajo las condiciones anteriores, si

m máx
t∈[0,T ]

Ψ0(Pd(t)) ≤M mı́n
t∈[0,T ]

Ψ0(Pd(t))

entonces ω ≡ 0 proporciona el valor mínimo de F en

Θb := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 ∧ z(T ) = 0}.
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Demostración. Sea K tal que

m máx
t∈[0,T ]

Ψ0(Pd(t)) ≤ K ≤M mı́n
t∈[0,T ]

Ψ0(Pd(t)).

Tenemos que, ∀t ∈ [0, T ]

máx
t∈[0,T ]

Ψ0(Pd(t)) ≤ K/m =⇒ Pd(t) ≤ Ψ0−1(K/m)

K ≤M mı́n
t∈[0,T ]

Ψ0(Pd(t)) =⇒ Pd(t) ≥ Ψ0−1(K/M)

Ψ0−1(K/m) ≥ Pd(t) ≥ Ψ0−1(K/M)

por lo que estamos en condiciones de usar la proposición 5.2 y concluir que ω ≡ 0
minimiza el funcional en Θb.

¥
El significado de este corolario es que si el volumen de agua disponible es nulo

(al final del intervalo de optimización debe ser igual la cantidad de agua turbinada
que la bombeada) y se verifica la siguiente desigualdad

m máx
t∈[0,T ]

Ψ0(Pd(t)) ≤M mı́n
t∈[0,T ]

Ψ0(Pd(t))

entonces el funcionamiento óptimo del sistema consiste en no usar la planta hidráuli-
ca , es decir, la térmica equivalente debe asumir toda la potencia demandada. Los
factores que favorecen la verificación de la desigualdad anterior son los tres3 si-
guientes:

i) m << M ; ii) Ψ0 u const.; iii) Pd u const.

Como acabamos de ver en la interpretación de la proposición 5.2, la derivada de
la extremal qK(t) :=

R t
0 ωK(s)ds, que proporciona el valor mínimo del funcional, no

pasa bruscamente de la zona negativa a la positiva ni viceversa, sino que se mantiene
un cierto tiempo constantemente igual a cero. A continuación, analizaremos este
hecho desde un punto de vista más general.

5.5. TRANSICIÓN SUAVE

En esta sección presentamos un aspecto cualitativo de los extremos de funcionales
con lagrangiano L(t, z, ·) no regular. Demostraremos que, bajo ciertas condiciones,
la derivada de la extremal donde se alcanza el mínimo presenta un intervalo de
constancia, siendo la constante el valor de z0 para el cual Lz0 presenta la discon-
tinuidad. En el caso particular de las centrales de bombeo se traduce en la existencia

3Si el volumen de agua disponible para la central hidráulica al final del intervalo de optimización
es cero, no compensará usar la central si:
i) la potencia consumida en bombear una cierta cantidad de agua es "mucho mayor"que la

generada por la central al turbinar esa misma cantidad de agua,
ii) Ψ se aproxima a una función lineal, o
iii) la potencia demandada no presenta grandes variaciones.
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de un intervalo de parada cuando se produce el tránsito de la zona positiva (zona de
generación de potencia) a la negativa (zona de bombeo) y viceversa. También queda
garantizada la continuidad de la derivada de esta extremal.

Consideramos la variedad afín (funciones admisibles)

A := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = α ∧ z(T ) = β}

de espacio director

V := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 ∧ z(T ) = 0}
y, por último, la función subintegral L(·, ·, ·) : [0, T ] × R × R → R de clase C0,
con Lz(·, ·, ·) de clase C0 y Lz0(t, z, ·) continua a trozos, del funcional F : A −→ R
definido de la manera siguiente:

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt.

Demostramos, en el siguiente teorema, que la discontinuidad de la derivada del
integrando no se traduce en discontinuidad de la derivada de los extremos, sino en
intervalos en los que éstos son constantes. Consideramos previamente la siguiente
definición.

Definición 5.2 Sea t0 ∈ (0, T ) y ε > 0. Denotaremos por ht0ε la función definida
en [0, T ] del modo siguiente:

ht0ε (t) =

⎧⎨⎩
0 si t ∈ [0, t0 − ε] ∪ [t0 + ε, T ]

(t− t0 + ε) si t ∈ [t0 − ε, t0]
−(t− t0 − ε) si t ∈ [t0, t0 + ε]

Se cumple que ht0ε ∈ bC1[0, T ] y 0 ≤ ht0ε (t) ≤ ε, ∀t ∈ [0, T ], siendo

(ht0ε )
0(t) =

⎧⎨⎩
0 si t ∈ [0, t0 − ε) ∪ (t0 + ε, T ]
1 si t ∈ (t0 − ε, t0)
−1 si t ∈ (t0, t0 + ε)

Teorema 5.4 Sea L(·, ·, ·) función subintegral del funcional F en las condiciones
anteriormente expuestas, y supongamos que la función Lz0(t0 , z(t0), ·) es estricta-
mente creciente (decreciente) y discontinua en a ∈ R. Si q es mínimo (máximo) de
F, entonces:

(i) t0 no es punto aislado de cambio de signo de q
0 − a.

(ii) q0 ≡ a en algún intervalo que contiene a t0 .
(iii) q0 es continua en t0 .

Demostración. Supondremos sin pérdida de generalidad que a = 0.
(i) Procederemos por reducción al absurdo.
Sea q ∈ A mínimo de F, y supongamos, en primer lugar, que q0 es negativo a

izquierda de t0 y positivo a derecha de t0.
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Es decir, supongamos que existen t0 ∈ (0, T ) y θ > 0 tal que

q0(t0 − t) < 0 < q0(t0 + t) ∀t ∈ (0, θ);

el crecimiento estricto de Lz0 , así como su discontinuidad, implica que

L−z0(t0 , q(t0), 0) < L+z0(t0 , q(t0), 0)

Teniendo en cuenta que ∀t ∈ [0, T ], 0 ≤ ht0ε (t) ≤ ε, resulta evidente que existe

ε > 0 lo suficientemente pequeño como para que se verifique la siguiente desigualdad:

sup
t∈(t0−ε,t0)

£
Lz0(t, q(t), q

0(t)) + ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))

¤
<

< inf
t∈(t0,t0+ε)

£
Lz0(t, q(t), q

0(t))− ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))

¤
de donde se deducen las siguientes desigualdades

I1=

Z t0

t0−ε
[Lz0(t, q(t), q

0(t)) + ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))]dt ≤

≤ ε · sup
t∈(t0−ε,t0)

£
Lz0(t, q(t), q

0(t)) + ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))

¤
<

< ε · inf
t∈(t0,t0+ε)

£
Lz0(t, q(t), q

0(t))− ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))

¤
≤

≤
Z t0+ε

t0

[Lz0(t, q(t), q
0(t))− ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t))]dt = I2.

Tengamos en cuenta ahora que

ht0ε (t) = 0, ∀t ∈ [0, t0 − ε] ∪ [t0 + ε, T ], y

(ht0ε )
0(t) = 0, ∀t ∈ [0, t0 − ε) ∪ (t0 + ε, T ]

de modo que

δF (q, ht0ε ) =

Z t0+ε

t0−ε
[ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t)) + (ht0ε )
0(t) · Lz0(t, q(t), q

0(t))]dt

y, en consecuencia,

δF (q, ht0ε ) =

Z t0

t0−ε
[ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t)) + 1 · Lz0(t, q(t), q
0(t))]dt+

+

Z t0+ε

t0

[ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t)) + (−1) · Lz0(t, q(t), q

0(t))]dt
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de modo que

δF (q, ht0ε ) =

Z t0

t0−ε
[Lz0(t, q(t), q

0(t)) + ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))]dt

−
Z t0+ε

t0

[Lz0(t, q(t), q
0(t))− ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t))]dt

= I1 − I2 < 0

contradiciendo la suposición de que q es mínimo de F.
Si q0 fuese positivo a izquierda de t0 y negativo a derecha de t0, la demostración

sería análoga tomando δF (q,−ht0ε ).
ii) Inmediato por (i).
iii) Supongamos que q0(t0−) < q0(t0+) (Si suponemos que q0(t0−) > q0(t0+), la

demostración sería análoga). Pueden presentarse los casos siguientes:
a) q0(t0−) < 0 < q0(t0+)
b) q0(t0+) q0(t0−) > 0
c) q0(t0+) = 0 > q0(t0−)
d) q0(t0+) > 0 = q0(t0−)
a) contradice el ya demostrado apartado (i).
A (b) no le afecta la discontinuidad del lagrangiano y, por tanto, q0 es continua

en t0 por el estricto crecimiento de Lz0(t0 , z0 , ·).
Para (c), en virtud del apartado (i), existirá ε > 0 de modo que q0(x) = 0 en

[t0, t0 + ε].
Podemos elegir ε de tal modo que q0(x) < 0 en [t0 − ε, t0). En este caso

δ+F (q, ht0ε ) =

Z T

0
[ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t)) + (ht0ε )
0(t) · L+z0(t, q(t), q

0(t))]dt

y, razonando de modo idéntico al apartado (i), tendremos que δ+F (q, ht0ε ) < 0, lo
que supone de nuevo una contradicción con el hecho de ser q mínimo de F .

Por último, para (d), en virtud del apartado (i), existirá ε > 0 de modo que
q0(x) = 0 en [t0 − ε, t0].

Podemos elegir ε de tal modo que q0(x) < 0 en (t0, t0 + ε]. En este caso

δ+F (q,−ht0ε ) =
Z T

0
[−ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t))− (ht0ε )0(t) · L−z0(t, q(t), q
0(t))]dt

donde, razonando de modo idéntico al apartado (i), tendremos de nuevo la con-
tradicción δ+F (q,−ht0ε ) < 0.

¥
Obsérvese que este resultado tiene una interpretación muy clara en términos de

centrales de bombeo: las centrales de bombeo, en su funcionamiento óptimo, nunca
pasan bruscamente de generar potencia a bombear agua o viceversa, sino que realizan
una transición suave. Antes del paso, permanecen un cierto tiempo sin actividad.

A continuación, planteamos y estudiamos el problema considerando restricciones
en el conjunto de funciones admisibles, restricciones que hacen que el problema
represente más fielmente la realidad del problema hidrotérmico.
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5.6. LAGRANGIANO NO REGULAR Y
RESTRICCIONES

Hasta ahora hemos considerado el problema hidrotérmico que consta de una
central térmica (equivalente térmica) y una central hidráulica de bombeo, de la
forma más general posible4: funciones admisibles pertenecientes a bC1[0, T ] con las
restricciones de volumen disponible. Si bien es cierto que permitimos que los cau-
dales tengan valores negativos (zona de bombeo de la central hidráulica), es ob-
vio que, por razones naturales (disponibilidad de agua) y técnicas (capacidad de
las centrales), la central hidráulica tendrá unos límites tanto en generación como
en bombeo. Tomaremos como límite inferior5 Hmı́n el mayor consumo de la central
hidráulica (máxima capacidad de bombeo) y la función Hs(t) = min {Hmáx, Pd(t)} ,
siendo Hmáx la máxima capacidad de producción de la central, como límite superior
para H(t, z(t), z0(t)) en cualquier instante. Así,

Hmı́n ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ Hs(t)

En estas condiciones, el problema es minimizar el funcional

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt

con L(·, ·, ·) función de clase C0, siendo Lz(·, ·, ·) de clase C0 y Lz0(t, z, ·) función
continua a trozos, de la forma

L(t, z(t), z0(t)) = Ψ(Pd(t)−H(t, z(t), z0(t)))

dentro del conjunto

Θb := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 , z(T ) = b, Hmı́n ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ Hs(t)}

Supondremos el cumplimiento de las mismas propiedades que anteriormente a
las funciones Ψ : R −→ R y H : ΩH ⊂ [0, T ] × R × R −→ R, en el interior de
sus dominios de definición. Ψ es estrictamente creciente y estrictamente convexa
y seguimos considerando la positividad estricta de Hz0 y el carácter estrictamente
creciente de Lz0 con respecto a z0, y supondremos6 además que Hz(t, z(t), 0) = 0.

Pretendemos establecer las condiciones necesarias de mínimo para este problema
con lagrangiano no regular y restricciones en las funciones admisibles, haciendo uso,
para ello, de la función de coordinación, Yq(t), de q ∈ Θb.

Obsérvese que para el problema planteado, excepto en aquellos valores de z0 para
los cuales Lz0(t, z, ·) no es continua, seguirá siendo válido el primer teorema de coordi-
nación, por un lado, para todos aquellos valores que hacen que 0 ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤

4Obtenemos resultados de carácter general, aplicables a otros problemas de características si-
milares.

5Suponemos Hmı́n < 0 pues cuando se produce el bombeo, obviamente, se está descargando un
caudal negativo y se está generando una potencia también negativa.

6Si el caudal es nulo no se producirá variación en el volumen turbinado, Hz(t, z(t), 0) = 0.
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Hs(t) (la central produzca energía) y, de forma análoga, para todos aquellos valores
que hacen que Hmı́n ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ 0 (la central consuma energía al estar
bombeando).

Teorema 5.5 (Cuarto teorema de coordinación) Si q es mínimo del funcional

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt

siendo L(t, ·, ·) localmente Lipschitziana, L(·, z, z0) medible y Lz0(t, z, ·) continua a
trozos, en el conjunto

Θb := {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 , z(T ) = b, Hmı́n ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ Hs(t)},

entonces ∃K ∈ R+ tal que:

i) Si q0(t) es punto de discontinuidad de Lz0(t, q(t), ·),

Y+q (t) ≤ K ≤ Y−q (t).

ii) Si Lz0(t, q(t), ·) es continua en q0(t),

Yq(t) es

⎧⎨⎩
≤ K si H(t, q(t), q0(t)) = Hmı́n

= K si Hmı́n < H(t, q(t), q0(t)) < Hs(t)
≥ K si H(t, q(t), q0(t)) = Hs(t).

Demostración.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que Lz0(t, z(t), ·) es continua con un

solo punto de discontinuidad en z0 = 0 y, por comodidad, supondremos que hay un
único intervalo [t1, t2] con t1, t2 ∈ (0, T ) donde z0 = 0 (es decir, la central hidráulica
permanece parada en el intervalo [t1, t2]). Es obvio que q(t) = q(t1) ∀t ∈ [t1, t2] .

Consideramos las distintas situaciones que pueden presentarse en el intervalo
[0, T ] = [0, t1] ∪ [t1, t2] ∪ [t2, T ] :

a) Generación - Parada - Generación: donde L+z0(t1, q(t1), 0) = L+z0(t2, q(t2), 0),
b) Generación - Parada - Bombeo: donde L+z0(t1, q(t1), 0) = L−z0(t2, q(t2), 0),
c) Bombeo - Parada - Generación: donde L−z0(t1, q(t1), 0) = L+z0(t2, q(t2), 0), y
d) Bombeo - Parada - Bombeo: donde L−z0(t1, q(t1), 0) = L−z0(t2, q(t2), 0).
Es fácil ver que se cumplen las expresiones anteriores en cada uno de los casos

teniendo en cuenta el tercer teorema de coordinación. Así, para el caso (a), en t1,Z t1

0
Lz(τ , q(τ), q

0(τ))dτ − L+z0(t1, q(t1), 0) = K

en t2, Z t2

0
Lz(τ , q(τ), q

0(τ))dτ − L+z0(t2, q(t2), 0) = K
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y del hecho de que Hz(t, z(t), 0) = 0 se obtiene Lz(t, z(t), 0) = 0, de dondeZ t2

t1

Lz(τ , q(τ), q
0(τ))dτ = 0

y, por tanto, L+z0(t1, q(t1), 0) = L+z0(t2, q(t2), 0). Razonando de forma análoga se ob-
tienen el resto de expresiones.

Además, ∀t ∈ [t1, t2] , z0(t) = 0 es punto de discontinuidad de Lz0(t, q(t), ·) y, de
nuevo, por el tercer teorema de coordinaciónZ t

0
Lz(τ , q(τ), q

0(τ))dτ −L+z0(t, q(t), 0) ≤ K ≤
Z t

0
Lz(τ , q(τ), q

0(τ))dτ −L−z0(t, q(t), 0)

y, como

K =

Z t1

0
Lz(τ , q(τ), q

0(τ))dτ − L+z0(t1, q(t1), 0)Z t

t1

Lz(τ , q(τ), q
0(τ))dτ = 0,

deducimos que para los casos (a) y (b) se verifica

L−z0(t, q(t), 0) ≤ L+z0(t1, q(t1), 0) ≤ L+z0(t, q(t), 0) (5)

Razonando de forma análoga obtenemos que para los casos (c) y (d) se verifica

L−z0(t, q(t), 0) ≤ L−z0(t1, q(t1), 0) ≤ L+z0(t, q(t), 0) (6)

Por otro lado, en [0, t1] y [t2, T ] estamos en una zona libre de generación o
bombeo, donde únicamente podrán aparecer intervalos con restricciones mínimas o
máximas en las potencias de generación hidráulica. Se verificará, por tanto, el primer
teorema de coordinación:

Yq(t) es

⎧⎨⎩
≤ K si H(t, q(t), q0(t)) = Hmı́n

= K si Hmı́n < H(t, q(t), q0(t)) < Hs(t)
≥ K si H(t, q(t), q0(t)) = Hs(t)

Realizamos la demostración del teorema para el caso (a):
En particular, del primer teorema de coordinación, obtenemos para t1 que

K = −L+z0(t1, q(t1), q
0(t1)) · exp

∙
−
Z t1

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H+
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸
y para t2

K = −L+z0(t2, q(t2), q
0(t2)) · exp

∙
−
Z t2

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H+
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸



5. PROBLEMAS CON LAGRANGIANO NO REGULAR.
CENTRALES DE BOMBEO 90

Para todo t ∈ [t1, t2] por (5) se verifica que

L−z0(t, q(t), 0) · exp
∙
−
Z t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H−
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸
≤

≤ L+z0(t1, q(t1), 0) · exp
∙
−
Z t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H+
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸
≤

≤ L+z0(t, q(t), 0) · exp
∙
−
Z t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H+
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸
.

ComoZ t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H+
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds =

Z t1

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H+
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds+

Z t

t1

Hz(s, q(s), q
0(s))

Hz0(s, q(s), q0(s))
ds

y
R t
t1

Hz(s,q(s),q0(s))
Hz0(s,q(s),q

0(s))ds = 0, entonces

L+z0(t1, q(t1), 0) · exp
∙
−
Z t1

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H+
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸
= −K,

de donde

L−z0(t, q(t), 0) · exp
∙
−
Z t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H−
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸
≤ −K ≤

≤ L+z0(t, q(t), 0) · exp
∙
−
Z t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H+
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸
.

Además, como ∀ t ∈ [t1, t2] , q0(t) = 0

L−z0(t, q(t), q
0(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H−
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸
≤ −K ≤

≤ L+z0(t, q(t), q
0(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, q(s), q
0(s))

H+
z0 (s, q(s), q

0(s))
ds

¸
y, por tanto,

Y+q (t) ≤ K ≤ Y−q (t).
La demostración para el resto de los casos sería análoga, empleando también la

desigualdad (5) en el caso (b) y la (6) en los casos (c) y (d).
Si el intervalo de parada contiene a 0 o a T la demostración sería similar, teniendo

en cuenta queZ t2

t1

Lz(τ , q(τ), q
0(τ))dτ =

Z t2

t1

Hz(s, q(s), q
0(s))

Hz0(s, q(s), q0(s))
ds = 0.

¥
A partir de este teorema y por un camino bastante simple procederemos, a

continuación, a la búsqueda del mínimo del funcional, mediante la construcción de
las extremales qK .
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5.6.1. Construcción de la solución

Se tratará de encontrar para cada K, la función qK que satisfaga las ecuaciones
del teorema 5.5 y, de entre ellas, la que dé lugar a una función admisible, qK ∈ Θb.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que Lz0(t, z, ·) es continua con un solo
punto de discontinuidad en z0 = 0. En general, la configuración de q0K no puede
realizarse en todo el intervalo [0, T ] de una sola vez. La construcción necesariamente
se llevará a cabo formando y encadenando sucesivamente los arcos de extremal donde
o bien se satisface la ecuación de Euler (arcos de extremal interiores), o bien q0(t) = 0
(la central térmica genera toda la potencia demandada), o bien H(t, q(t), q0(t)) =
Hs(t) (la central hidráulica está a su potencia máxima de generación o genera toda
la potencia demandada), o bien H(t, q(t), q0(t)) = Hmı́n (la central hidráulica está a
su potencia máxima de bombeo), hasta completar todo el intervalo [0, T ].

Consideremosm el caudal necesario en el instante inicial t = 0 para que la central
alcance su máxima capacidad de bombeo: H(0, 0,m) = Hmı́n y denotemos por M el
caudal necesario en el instante inicial t = 0 para que la central hidráulica alcance su
máxima capacidad de generación, es decir, H(0, 0,M) = Hs(0). Denotemos también
por

Km = −Lz0(0, 0,m) y KM = −Lz0(0, 0,M)

las constantes de coordinación respectivas para esos caudales iniciales.
Observemos que ∀x ∈ (m,M) (con la hipótesis Lz0z0(t, z, z

0) > 0) tenemos que

KM < −Lz0(0, 0, x) < Km.

Procederemos de la forma siguiente:

I) Para cada K, construimos qK . Concatenación de arcos de extremal:

Primer arco] Dada K, distinguimos los siguientes casos:

i) Si −L+z0(0, 0, 0) ≤ K ≤ −L−z0(0, 0, 0) (zona de parada de la central hidráulica),
tomamos q0K(t) = 0 en el intervalo maximal [0, t1], donde ∀t ∈ [0, t1] se satisface

Y+qK (t) = −L+z0(t, qK(t), q
0
K(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

H+
z0 (s, qK(s), q

0
K(s))

ds

¸
≤ K

K ≤ −L−z0(t, qK(t), q
0
K(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

H−
z0 (s, qK(s), q

0
K(s))

ds

¸
= Y−qK (t).

ii) Si −L+z0(0, 0, 0) > K (zona de generación hidráulica) y KM < K, existe solu-
ción positiva q0K(0) para la ecuación −Lz0(0, 0, q

0
K(0)) = K. En este caso construimos

un arco de extremal interior, qK(t), solución de la ecuación de Euler en el intervalo
maximal [0, t1] (con qK(0) = 0), donde ∀t ∈ [0, t1] se satisface q0K(t) > 0 y

K = YqK (t) = −Lz0(t, qK(t), q
0
K(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds

¸
.
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iii) Si −L+z0(0, 0, 0) > K (zona de generación hidráulica) y K ≤ KM , tomaremos
qK(t) = w(t), la solución de la ecuación diferencial H(t, w(t), w0(t)) = Hs(t) con
w(0) = 0 en el intervalo maximal [0, t1] , donde ∀t ∈ [0, t1] se verifica que

K ≤ Yω(t) = −Lz0(t, ω(t), ω
0(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
.

iv) Si −L−z0(0, 0, 0) < K (zona de bombeo) y K < Km, existe solución negativa
q0K(0) para la ecuación −Lz0(0, 0, q

0
K(0)) = K. En este caso construimos un arco de

extremal interior, qK(t), solución de la ecuación de Euler en el intervalo maximal
[0, t1] (con qK(0) = 0), donde ∀t ∈ [0, t1] se satisface q0K(t) < 0 y

K = YqK (t) = −Lz0(t, qK(t), q
0
K(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds

¸
.

v) Si −L−z0(0, 0, 0) < K (zona de bombeo) y K ≥ Km, tomaremos qK(t) = w(t),
la solución de la ecuación diferencial H(t, w(t), w0(t)) = Hmı́n con w(0) = 0 en el
intervalo maximal [0, t1] , donde ∀t ∈ [0, t1] se verifica que

K ≥ Yω(t) = −Lz0(t, ω(t), ω
0(t)) · exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
.

Arco i-ésimo] Caben dos posibilidades:

A) Si [ti−1, ti] es un intervalo maximal de parada o intervalo fronterizo de la cen-
tral hidráulica, es decir, q0K(t) = 0 óH(t, qK(t), q

0
K(t)) = Hs(t) óH(t, qK(t), q0K(t)) =

Hmı́n en dicho intervalo, consideraremos el intervalo maximal [ti, ti+1] que verifica
que ∀t ∈ [ti, ti+1]

K = −Lz0(t, ω(t), ω
0(t))·exp

∙
−
Z ti

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds−
Z t

ti

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
,

siendo ω(t) un arco interior de la extremal, con ω(ti) = qK(ti), satisfaciendo la
ecuación de Euler en su dominio maximal [ti, ti+1] y la ecuación anterior. Tomaremos
qK(t) = ω(t), ∀t ∈ [ti, ti+1].

B) Si qK tiene un arco interior en [ti−1, ti], podemos distinguir, a su vez, tres
casos:

i) Si H(ti, qK(ti), q0K(ti)) = Hmı́n, consideraremos el intervalo maximal [ti, ti+1],
que verifica que ∀t ∈ [ti, ti+1]

K ≥ −Lz0(t, ω(t), ω
0(t))·exp

∙
−
Z ti

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds−
Z t

ti

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
,

siendo ω(t) una solución de la ecuación diferencial

H(t, ω(t), ω0(t)) = Hmı́n, con ω(ti) = qK(ti).
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En este caso tomaremos qK(t) = ω(t), ∀t ∈ [ti, ti+1].

ii) SiH(ti, qK(ti), q0K(ti)) = Hs(ti), consideraremos el intervalo maximal [ti, ti+1],
que verifica que ∀t ∈ [ti, ti+1]

K ≤ −Lz0(t, ω(t), ω
0(t))·exp

∙
−
Z ti

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds−
Z t

ti

Hz(s, ω(s), ω
0(s))

Hz0(s, ω(s), ω0(s))
ds

¸
,

siendo ω(t) una solución de la ecuación diferencial

H(t, ω(t), ω0(t)) = Hs(t), con ω(ti) = qK(ti).

En este caso tomaremos qK(t) = ω(t), ∀t ∈ [ti, ti+1].

iii) En otro supuesto, consideraremos el intervalo maximal [ti, ti+1], que verifica
∀t ∈ [ti, ti+1]

−L+z0(t, ω(t), ω
0(t))·exp

∙
−
Z ti

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds−
Z t

ti

Hz(s, ω(s), ω
0(t))

H+
z0 (s, ω(s), ω

0(t))
ds

¸
≤ K

K ≤ −L−z0(t, ω(t), ω
0(t))·exp

∙
−
Z ti

0

Hz(s, qK(s), q
0
K(s))

Hz0(s, qK(s), q
0
K(s))

ds−
Z t

ti

Hz(s, ω(s), ω
0(t))

H−
z0 (s, ω(s), ω

0(t))
ds

¸
,

con ω(ti) = qK(ti), satisfaciendo la ecuación anterior y ω0(t) = 0 en el el intervalo
maximal [ti, ti+1]. Tomaremos qK(t) = ω(t), ∀t ∈ [ti, ti+1].

II) Determinamos K, de forma análoga a la realizada en los casos anteriores, tal
que qK ∈ Θb.

5.6.2. Cálculo aproximado de la solución

Este proceso es relativamente simple de implementar, con el uso de una versión
discretizada de las ecuaciones del teorema 5.5 en los instantes tj = T · j/n, con
j = 0, 1, . . . , n − 1. Para la construcción computacional de qK utilizaremos, según
los casos, las ecuaciones discretizadas siguientes en los instantes tj :

Si q0(tj) = 0,

−L+z0(tj , z(tj), z
0(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, z(ti), z
0(ti))

H+
z0 (ti, z(ti), z

0(ti))

#
≤ K

K ≤ −L−z0(tj , z(tj), z
0(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, z(ti), z
0(ti))

H−
z0 (ti, z(ti), z

0(ti))

#
.

Si q0(tj) 6= 0 y Hmı́n < H(t, q(tj), q
0(tj)) < Hs(tj)

−Lz0(t, z(tj), z
0(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, z(ti), z
0(ti))

Hz0(ti, z(ti), z0(ti))

#
= K.
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Si q0(tj) 6= 0 y H(t, q(tj), q
0(tj)) = Hs(tj)

−Lz0(t, z(tj), z
0(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, z(ti), z
0(ti))

Hz0(ti, z(ti), z0(ti))

#
≥ K.

Si q0(tj) 6= 0 y Hmı́n = H(t, q(tj), q
0(tj))

−Lz0(t, z(tj), z
0(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, z(ti), z
0(ti))

Hz0(ti, z(ti), z0(ti))

#
≤ K.

El algoritmo que proponemos se basa en la construcción, para cada K, de una
sucesión doble (qK(ti), q0K(ti)), definida por recurrencia, de la manera siguiente:

i) qK(0) = 0 (volumen inicial).
ii) q0K(0) (caudal inicial) que determinaremos en función de los casos siguientes:
a) Si −L+z0(0, 0, 0) ≤ K ≤ −L−z0(0, 0, 0), tomaremos q0K(0) = 0.
b) Si −L+z0(0, 0, 0) > K y KM < K, entonces determinaremos q0K(0) tal que

se verifique la ecuación:
K = −Lz0(0, 0, q

0
K(0)).

c) Si −L+z0(0, 0, 0) > K y K ≤ KM , entonces determinaremos q0K(0) tal que
se verifique la ecuación:

Hs(0) = H(0, 0, q0K(0)).

d) Si −L−z0(0, 0, 0) < K y K < Km, entonces determinaremos q0K(0) tal que
se verifique la ecuación:

K = −Lz0(0, 0, q
0
K(0)).

e) Si −L−z0(0, 0, 0) < K y K ≥ Km, entonces determinaremos q0K(0) tal que
se verifique la ecuación:

Hmı́n = H(0, 0, q0K(0)).

iii) qK(ti) = qK(ti−1)+
T
n q
0
K(ti−1) (acumulador de caudales).

iv) Distinguimos dos casos en función de que q0K(tj) pueda ser igual o distinto a
cero.

a) Si tomando q0K(tj) = 0 se verifica

−L+z0(tj , qK(tj), 0) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

H+
z0 (ti, qK(ti), q

0
K(ti))

#
≤ K

≤ −L−z0(tj , qK(tj), 0) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

H−
z0 (ti, qK(ti), q

0
K(ti))

#
,

efectivamente admitiremos que, en tj , q0K(tj) sea 0.
b) Si, por el contrario, tomando q0K(tj) = 0 no se verifica la expresión anterior,

caben varias posibilidades:
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1a) Si

K < −L+z0(tj , qK(tj), 0) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

H+
z0 (ti, qK(ti), q

0
K(ti))

#
y existe X tal que se verifica

K = −Lz0(t, qK(tj),X) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#
,

tomamos q0K(tj) = X.
2a) Si

K < −L+z0(tj , qK(tj), 0) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

H+
z0 (ti, qK(ti), q

0
K(ti))

#
y no existe X verificando la igualdad del apartado anterior, sino que

K < −Lz0(t, qK(tj),X) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#
,

tomaremos q0K(tj) como aquel que satisface la siguiente igualdad:

H(tj , qK(tj), q
0
K(tj)) = Hs(tj).

3a) Si

K > −L−z0(tj , qK(tj), 0) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

H−
z0 (ti, qK(ti), q

0
K(ti))

#
y existe X tal que se verifica

K = −Lz0(t, qK(tj),X) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#
,

tomamos q0K(tj) = X.
4a) Si

K > −L−z0(tj , qK(tj), 0) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

H−
z0 (ti, qK(ti), q

0
K(ti))

#
y no existe X verificando la igualdad del tercer apartado, sino que

K > −Lz0(t, qK(tj), q
0
K(tj)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#
,

tomaremos q0K(tj) como aquel que satisface la siguiente igualdad:

H(tj , qK(tj), q
0
K(tj)) = Hmı́n.
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Observación 6 En los arcos correspondientes a puntos de discontinuidad de

Lz0(t, qK (t), ·) :
a) La condición

−L+z0(t, qK(t), q
0
K(t)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#
≤ K

es equivalente a la no existencia de solución positiva, X, en el instante t, de la

ecuación

−Lz0(t, qK (t),X) · exp
"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#
= K,

siendo X la incógnita.
No hay más que tener en cuenta el carácter estrictamente creciente de Lz0 con

respecto a z0, si existiera X tal que q0K(t) = 0 < X, necesariamente

Lz0(t, qK (t), q
0
K(t)) < Lz0(t, qK (t),X).

b) La condición

K ≤ −L−z0(t, qK(t), q
0
K(t)) · exp

"
−T
n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#
es equivalente a la no existencia de solución negativa, X, en el instante t, de la

ecuación

−Lz0(t, qK (t),X) · exp
"
T

n

j−1X
i=0

Hz(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

Hz0(ti, qK(ti), q
0
K(ti))

#
= K.

De nuevo, por el carácter estrictamente creciente de Lz0 con respecto a z0, si
existiera X tal que X < q0K(t) = 0, necesariamente

Lz0(t, qK (t),X) < Lz0(t, qK (t), q
0
K(t)).

Por tanto, si se verifican las dos desigualdades, forzosamente estamos en una
zona de parada de la central hidráulica.

Obsérvese que en los instantes donde los valores obtenidos para z y z0 violen las
restricciones mínimas y máximas de capacidad de bombeo y generación respectiva-
mente de la central, se impondrá a la solución mantenerse en la frontera hasta que
se den las condiciones para su abandono, y en los arcos correspondientes a puntos
de discontinuidad de Lz0(t, qK(tj), ·) estamos en una zona de parada de la central
hidráulica. Para la programación del algortimo se tendrán en cuenta las observa-
ciones 4, 5 y 6 ya realizadas.
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5.7. EJEMPLO

Hemos elaborado un programa con el paquete Mathematica que resuelve este
problema de optimización, y la solución puede ser construida de forma simple te-
niendo en cuenta el teorema 5.1 y el método desarrollado en la sección anterior.
Mostramos su aplicación a un problema hidrotérmico que consta de ocho centrales
de la red térmica Asturiana y de una central hidráulica de bombeo de carga variable.

Los datos de las centrales térmicas son los representados en la tabla I del ejemplo
3.1, siendo las unidades de los coeficientes las ya reseñadas en este mismo ejemplo
y la equivalente minimizadora, Υ(x), la obtenida en el apartado (c) para funciones
de costo incorporando pérdidas de transmisión del sistema con restricciones en sus
potencias generadas.

Consideraremos un modelo de central hidráulica de carga variable cuya ge-
neración de potencia Ph variará dependiendo de la positividad o negatividad (bombeo)
del caudal descargado. La potencia generada por la central hidráulica Ph dependerá
de z(t) y z0(t) y la potencia consumida durante el bombeo será una función lineal
de la cantidad de agua bombeada (M · z0(t)). Así, podemos expresar la generación
hidráulica como la función definida a trozos por:

Ph(t, z(t), z
0(t)) :=

(
A(t) · z0(t)−B · z(t) · z0(t) si z0(t) > 0

M · z0(t) si z0(t) ≤ 0

donde A(t) y B son los coeficientes que dependen de las características del embalse

A(t) :=
By

G
(S0 + t · i); B =

By

G
.

Así, la función de generación hidráulica efectiva es:

H(t, z(t), z0(t)) :=

(
Ph(t, z(t), z

0(t))− bllP
2
h (t, z(t), z

0(t)) si z0(t) > 0

Ph(t, z(t), z
0(t)) si z0(t) ≤ 0,

donde bll es el coeficiente de pérdidas.
Representamos en la tabla siguiente los datos relativos a la central hidráulica

Tabla I: Datos de la central hidráulica.

Eficiencia G (m4/h.Mw): 526315

Restricción de volumen b (m3): 1,1 · 107
Flujo natural de agua i (m3/h): 3,1313 · 105

Coeficiente de pérdidas bll (1/Mw): 0,00015

Volumen inicial S0 (m3): 200 · 108
Coeficiente By (m

−2): 149,5 · 10−11
Potencia máxima Pmáx 70

Consideramos, en primer lugar, M = M1 = 59,0825 · 10−6 (h.Mw/m3), que
representa la potencia consumida por unidad de agua bombeada.
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El intervalo de optimización es [0, 24] , con una discretización de 24 · 4 subinter-
valos y utilizamos el método de la secante para determinar el valor de K para el
cual qK(T )− b = 0. En 3 iteraciones:

|qK(T )− b| < 10−5(m3)

para K = 1505, 602956057 · 10−6.
La figura 5.2 representa la potencia térmica óptima Pte (Mw) y la potencia

demandada Pd (Mw) y la figura 5.3 representa la potencia óptima de la central
hidráulica Ph (Mw).

Obsérvese que la potencia térmica óptima permanece constante en todos los
instantes en que la central hidráulica está bombeando situación en la que se verifican
las hipótesis de la proposición 5.2.

Figura 5.2. Potencia demandada Pd(t) y potencia térmica óptima Pte(t).

Figura 5.3. Potencia hidráulica óptima.

A continuación, planteamos la optimización del mismo sistema hidrotérmico fi-
jando una restricción de potencia máxima para la central hidráulica de 75 Mw.
Obtenemos K = 1502,867808946486 · 10−6 en 6 iteraciones respetando la tolerancia
establecida de 10−3. Obsérvese que al imponer restricción máxima de generación en
la central hidráulica se produce una disminución en la cantidad de agua bombeada.
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Aportamos como dato que el máximo bombeo en este caso es el correspondiente a
−160, 199 Mw mientras que en el caso libre es de −176, 735 Mw.

Mostramos en las figuras 5.4 la solución óptima de la central hidráulica obtenida.

Figura 5.4. Potencia hidráulica óptima(Pmáx= 75).

A continuación, con el fin de mostrar el comportamiento de la central hidráulica
en función del aumento del costo al bombear agua, hemos desarrollado el mismo
ejemplo tomando M = M2 = 60,7868 · 10−6. Presentamos, en la figura 5.5, la
solución óptima de la central hidráulica en este caso.

Figura 5.5. Potencia hidráulica óptima para M2.

Obsérvese como varía (figuras 5.4 y 5.5) el intervalo de transición suave (teorema
5.4) al considerar valores diferentes de M : cuanto mayor es M, más largo es el
intervalo de parada de la central.

Para finalizar en la tabla siguiente se reseñan los costos de la solución óptima en
cada uno de los casos considerados.

Tabla II. Costo de la solución óptima.
M1 y Pmáx libre M1 y Pmáx = 75 M2 y Pmáx = 75

1103780 C= 1103790 C= 1103950 C=



Capítulo 6

PROBLEMA
MULTIDIMENSIONAL

6.1. INTRODUCCIÓN

En este capítulo abordamos el estudio de los sistemas que constan de varias cen-
trales hidráulicas. El problema de optimización de un sistema hidrotérmico, cuando
son varias las centrales hidráulicas, es muy complejo, téngase en cuenta, que el pro-
blema variacional asociado está ligado a la resolución de un sistema de ecuaciones
diferenciales con condiciones de contorno.

Grau, en [72], sugirió la utilización de un algoritmo inspirado en el método del
descenso coordenado cíclico y demostró su convergencia asumiendo importantes sim-
plificaciones. El procedimiento consiste en resolver, bajo ciertas condiciones, el pro
blema de optimización de un sistema hidrotérmico con n centrales hidráulicas,
Hn−T1, como límite de una sucesión de problemas con una única central hidráulica,
H1 − T1.

En este capítulo, retomando esta idea, hemos realizado una nueva y más ge-
neral demostración de la convergencia del citado algoritmo utilizando una adecuada
adaptación del teorema global de convergencia de Zangwill [?]. Asímismo, se propone
un modo de acelerar la convergencia del algoritmo utilizando una técnica inspirada
en el método de Gauss-Southwell para lo cual se introduce un concepto sustitutorio
al del gradiente que hemos denominado desajuste.

Para la resolución de cada uno de los problemas H1 − T1, utilizaremos los algo-
ritmos desarrollados en los capítulos precedentes.

Finalmente, presentamos la resolución de problemas reales de optimización hidro-
térmica con los que se evidencia la potencia del algoritmo propuesto, implementado
con el programa Mathematica.

100



6. PROBLEMA MULTIDIMENSIONAL 101

6.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En el capítulo 2, para m centrales térmicas y n hidráulicas, habíamos planteado
el problema hidrotérmico generalizado Hn-Tm. En el capítulo siguiente se dieron
las condiciones para poder, a partir de m centrales térmicas, construir la térmica
equivalente. De este modo, el problema Hn-Tm fue sustituido por otro equivalente
de la forma Hn-T1.

En esta situación, admitiremos la posibilidad de que el sistema hidráulico conste
tanto de centrales de bombeo como de las que no tienen esta capacidad. Supongamos
que de las n centrales hidráulicas las k primeras son de bombeo (lagrangiano no
regular). En este caso, consideraremos, para cada i ∈ {1, . . . , k}, sin pérdida de
generalidad, que la función Lz0i

(t, z, z01, . . . , z
0
i−1, ¦, z0i+1, . . . , z0n) (continua a trozos)

presenta una única discontinuidad en z0i = 0 (zona de parada de la central hidráulica
i-ésima). Denotaremos por Si el conjunto de puntos donde Lz0i

no es continua, es
decir:

Si :=
©
(t, z, z01, . . . , z

0
i−1, 0, z

0
i+1, . . . , z

0
n) ∈ [0, T ]×R2n

ª
Bajo estas consideraciones, el problema hidrotérmico generalizado con res-tricciones

de desigualdad para las potencias generadas consiste en la minimización del funcional

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt

siendo L(·, ·, ·) función de clase C2
µ
[0, T ]×R2n −

kS
i=1

Si

¶
y L(·, ·, z0) función de

clase C2([0, T ]×R2n), de la forma

L(t, z(t), z0(t)) = Ψ
¡
Pd(t)−H(t, z(t), z0(t))

¢
en el conjunto1

Θ := {z ∈
¡
C1[0, T ]

¢n
/ z(0) = 0 , z(T ) = b , Himı́n ≤ Hi(t, z(t), z

0(t)) ≤ Himáx }.

La búsqueda del mínimo del problema planteado se hace, en los capítulos prece-
dentes, en el conjunto de funciones admisibles bC1[0, T ]. Sin embargo, como pudimos
comprobar (transición suave) en el caso de problemas variacionales con restricciones
y, como veremos en el capítulo siguiente (teorema 7.4.) para problemas con la-
grangiano no regular, se obtiene que el mínimo, caso de existir, se alcanza en una
función de clase C1, razón por la cual vamos a considerar en el conjunto Θ funciones
admisibles sólo de este tipo.

Obsérvese, por otra parte, que el trabajar con centrales de bombeo supone admi-
tir que los caudales pueden tomar valores negativos y, por tanto, Himı́n representará
el máximo gasto de la central ”i” cuando bombea.

1Si consideramos el problema de Bolza, con

Θ := {z ∈
¡
C1[0, T ]

¢n
/ z(0) = 0 , z(T ) = b , 0 ≤ Hi(t, z(t), z

0(t)) ≤ Himáx }

los desarrollos serían idénticos.
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Consideraremos además las siguientes hipótesis:

I Supondremos que la función Ψ : R −→ R es estrictamente creciente y estric-
tamente convexa, ∀x ∈ R.

I Consideraremos que ∀q ∈ Θ :

H(t,q(t),q0(t)) =
nX
i=1

Hi(t,q(t),q
0(t)), y

∂2Hi(t,q(t),q
0(t))

∂z0i∂z
0
j

= 0

siendo Hi(·, ·, ·) la función de generación hidráulica de la central i-ésima2.
I Consideraremos que los caudales admisibles están uniformemente acotados.

Para cada central hidráulica i = 1, . . . , n, ∃ Ni, Mi ∈ R tales que ∀z ∈ Θ :

Ni ≤ z0i(t) ≤Mi ∀t ∈ [0, T ]

I Supondremos que Lz0i
(t, z, z01, . . . , z

0
i−1, ¦, z0i+1, . . . , z0n) es estrictamente creciente

con respecto a z0i.
I Si (t,q(t),q0(t)) ∈ Si, siendo q = (q1, . . . , qn), entonces3 para cada i = 1, ..., n,

Himı́n 6= Hi(t,q(t), q
0
1(t), . . . , q

0
i−1(t), 0, q

0
i+1(t), . . . , q

0
n(t)) 6= Himáx

y
∂Hi(t, z(t), z

0
1(t), . . . , z

0
i−1(t), 0, z

0
i+1(t), . . . , z

0
n(t))

∂zi
= 0

I Seguimos considerando la positividad estricta de

∂Hi(t, z, z
0)

∂z0i
, ∀i = 1, ..., n.

I Tomamos en Θ la topología con la cual las sucesiones convergentes son las
sucesiones que convergen uniformemente así como también sus derivadas. Dicha
topología es la inducida por la siguiente norma:

||q||∗ := máx{||q||∞, ||q0||∞} = máx{ máx
i=1,...,n

||qi||∞, máx
i=1,...,n

||q0i||∞}

El algoritmo de resolución que vamos a proponer se basa en la obtención de la
solución de un problema de tipo Hn − T1, a partir de la resolución de una sucesión
de problemas de tipo H1 − T1 que analizamos en el siguiente apartado.

2Obsérvese que, en términos de centrales hidráulicas, la nulidad de las derivadas parciales
cruzadas significa que en el régimen de funcionamiento de la central i-ésima no influye el caudal del
resto de las centrales.

3Suponemos, por simplificar, que en los momentos de máxima generación o bombeo no se pro-
ducen discontinuidades de Lz0i y que, en los puntos de discontinuidad de Lz0i , no hay variación de
la función de generación-bombeo respecto del volumen.
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6.2.1. Planteamiento para el caso uni-dimensional

Definición 6.1 Para cada q = (q1, . . . , qn) ∈ Θ, llamaremos

Hi
q(t, z, z

0) = H(t, q1(t), .., qi−1(t), z, qi+1(t), .., qn(t), q
0
1(t), .., z

0, .., q0n(t))

a la potencia generada por el sistema hidráulico, como función del caudal y volumen
turbinado por la central i-ésima, suponiendo un determinado comportamiento para
el resto de las centrales.

Definición 6.2 Si q=(q1, . . . , qn) ∈ Θ, consideraremos

Li
q(t, z, z

0) = L(t, q1(t), .., qi−1(t), zi, qi+1(t), .., qn(t), q
0
1(t), .., z

0
i, .., q

0
n(t))

y el funcional F i
q : Θi → R siguiente:

F i
q(z) := F (q1, . . . , qi−1, z, qi+1, . . . , qn) =

Z T

0
Li
q(t, z(t), z

0(t))dt,

donde
Li
q(t, z, z

0) = Ψ
¡
Pd(t)−Hi

q(t, z, z
0)
¢
, y

Θi
q := {z ∈ C1[0, T ] / z(0) = 0 , z(T ) = bi , Himı́n ≤ Hi

q(t, z, z
0) ≤ Himáx }.

Así, la minimización del funcional F i
q implicaría la minimización sobre la compo-

nente i-ésima de un elemento del conjunto Θ suponiendo un cierto comportamiento
para las restantes. F i

q alcanza el mínimo, caso de existir, en el conjunto Θ
i
q.

Definición 6.3 Llamaremos aplicación minimizadora i-ésima la aplicación
Φi : Θ −→ Θ tal que para cada q = (q1, . . . , qi, ..., qn) ∈ Θ

Φi(q1, . . . , qi, . . . , qn) = (q1, . . . , q
∗, . . . , qn),

donde
F i
q(q

∗) < F i
q(zi)

∀zi ∈ Θi
q − {q∗}, es decir, q∗ minimiza F i

q.

Establecemos, en la sección siguiente, un resultado que nos permite caracterizar
los candidatos a mínimo del problema n-dimensional.

6.3. CONDICIÓN NECESARIA DE MÍNIMO

Consideremos, en primer lugar, la siguiente definición.

Definición 6.4 Si (t,q(t),q0(t)) /∈ Si, ∀t, llamaremos i-ésima función de coordi-
nación de q ∈ Θ la definida en [0, T ] de la manera siguiente:

Yi
q(t) = −Lz0i

(t,q(t),q0(t)) · exp
"
−
Z t

0

Hzi(s,q(s),q
0(s))

Hz0i
(s,q(s),q0(s))

ds

#
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Denotaremos¡
Yi
q

¢+
(t) = −L+

z0i
(t,q(t),q0(t)) · exp

"
−
Z t

0

Hzi(s,q(s),q
0(s))

H+
z0i
(s,q(s),q0(s))

ds

#
,

y ¡
Yi
q

¢−
(t) = −L−

z0i
(t,q(t),q0(t)) · exp

"
−
Z t

0

Hzi(s,q(s),q
0(s))

H−
z0i
(s,q(s),q0(s))

ds

#
.

Teorema 6.1 (Teorema de coordinación n-dimensional) Si q=(q1, . . . , qn) ∈ Θ es
solución del problema planteado, entonces existe {Ki}ni=1 ⊂ R tal que4:

i) Si (t,q(t),q0(t)) ∈ Si,¡
Yi
q

¢+
(t) ≤ Ki ≤

¡
Yi
q

¢−
(t).

ii) Si (t,q(t),q0(t)) /∈ Si,

Yi
q(t) es

⎧⎨⎩
≤ Ki si Hi(t,q(t),q

0(t)) = Himı́n

= Ki si Himı́n < Hi(t,q(t),q
0(t)) < Himáx

≥ Ki si Hi(t,q(t),q
0(t)) = Himáx

Demostración. Recurriendo al cuarto teorema de coordinación y teniendo en
cuenta que el Principio del Mínimo de Pontryagin se cumple para cada una de las
componentes i = 1, . . . , n, fijadas las restantes, podemos concluir que para cada
i = 1, . . . , n, existe Ki ∈ R verificando la tesis del teorema.

¥
Haremos la suposición adicional de que para cada q ∈ Θ y para

i = 1, ..., n, F i
q posee un único mínimo y, por tanto, la condición de minimali-

dad que se deriva del teorema de coordinación en el problema correspondiente es
también condición suficiente de mínimo. Bajo estas condiciones, vemos que el pro-
blema uni-dimensional, F i

q, alcanzará su mínimo en la componente i-ésima de φi(q),
función de clase C1.

Además, conforme se ha definido F i
q, obsérvese que, dado q=(q1, . . . , qi, . . . , qn) y

denotando por q∗i = (q1, . . . , q
∗
i , . . . , qn) y por q

∗0
i = (q

0
1, . . . , q

∗0
i , . . . , q

0
n), se verifican:

i)
³
Li
q

´
z0i
(t, qi(t), q

0
i(t)) = Lz0i

(t,q(t),q0(t)).

ii)
³
Hi
q

´
zi
(t, qi(t), q

0
i(t)) = Hzi(t,q(t),q

0(t)).

iii)
³
Hi
q

´
z0i
(t, qi(t), q

0
i(t)) = Hz0i

(t,q(t),q0(t)).

iv) Si q∗0i (t) es punto de continuidad de
³
Li
q

´
z0i
(t, q∗i (t), ·), entonces Lz0i

es

continua en (t,q∗i (t),q
∗0
i (t)) y recíprocamente.

v) Si q∗0i (t) es punto de discontinuidad de
³
Li
q

´
z0i
(t, q∗i (t), ·), entonces Lz0i

es

discontinua en (t,q∗i (t),q
∗0
i (t)) y recíprocamente. Por tanto, q

∗0
i (t) = 0.

4Obsérvese que en el caso de las centrales hidráulicas sin capacidad de bombeo (lagrangiano
regular), Lz0i es continua en [0, T ] × R2n, es decir, sólo es aplicable el apartado (ii) del teorema
(Si = ∅ para cada i ∈ {k + 1, . . . , n}).
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Proposición 6.1 Si q ∈ Θ, entonces φi(q)=(q1, . . . , q∗i , . . . , qn) es de clase C1 y
existe {Ki}ni=1 ⊂ R tal que:

i) Si q∗0i (t) es punto de discontinuidad de
³
Li
q

´
z0i
(t, q∗i (t), ·),³

Yi
φi(q)

´+
(t) ≤ Ki ≤

³
Yi
φi(q)

´−
(t).

ii) Si
³
Li
q

´
z0i
(t, q∗i (t), ·) es continua en q∗0i (t),

Yi
φi(q)

(t) es

⎧⎨⎩
≤ Ki si Hi(t,q

∗
i (t),q

∗0
i (t)) = Himı́n

= Ki si Himı́n < Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t)) < Himáx

≥ Ki si Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t)) = Himáx.

Demostración. Como q∗i minimiza a F i
q, a partir de los teoremas 5.4 y 7.4,

concluimos que φi(q) es de clase C
1. Nos apoyamos en el primer teorema para ase-

gurar la pertenencia a C1 del mínimo del problema planteado en aquellos puntos de
discontinuidad de

³
Li
q

´
z0i
. El segundo teorema junto con algunos otros resultados,

que se muestran en el capítulo siguiente (el conjunto Θi
q es moldeable), nos garan-

tizan para aquellos puntos donde
³
Li
q

´
z0i
es continua, que el mínimo de F i

q, q
∗
i , es

C1. Por tanto, φi(q) es de clase C
1.

Por otra parte, considerando de nuevo que q∗i minimiza a F i
q, siguiendo un ra-

zonamiento análogo al del teorema de coordinación n-dimensional, podemos concluir
que existe {Ki}ni=1 ⊂ R tal que

i) Si q∗0i (t) es punto de discontinuidad de
³
Li
q

´
z0i
(t, q∗i (t), ·), entonces Lz0i

es

discontinua en
µ
t, φi(q),

•
φi(q)

¶
, de donde

³
Yi
φi(q)

´+
(t) ≤ Ki ≤

³
Yi
φi(q)

´−
(t).

ii) De forma análoga, si
³
Li
q

´
z0i
(t, q∗i (t), ·) es continua en q∗0i (t), entonces Lz0i

es

continua en
µ
t, φi(q),

•
φi(q)

¶
, de donde

Yi
φi(q)

(t) es

⎧⎨⎩
≤ Ki si Hi(t,q

∗
i (t),q

∗0
i (t)) = Himı́n

= Ki si Himı́n < Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t)) < Himáx

≥ Ki si Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t)) = Himáx.

¥
Mostramos, a continuación, el algoritmo de optimización de carácter iterativo

descendente que proponemos para la resolución de un problema de tipo Hn − T1.
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6.4. ALGORITMO DE OPTIMIZACIÓN

En esta sección, como ya hemos comentado, se presenta un algoritmo de resolu-
ción numérica del problema hidrotérmico con n centrales hidráulicas, basado en el
método de descenso coordenado cíclico.

La idea del método de descenso coordenado es utilizar los ejes coordenados como
direcciones de descenso. Así, si consideramos la función G : Rn → R, G ∈ C1(Rn), y
x = (x1, . . . , xj , . . . , xn), el método busca el mínimo de G en todas las direcciones ej
de forma secuencial. Una vez fijada la dirección de movimiento, el valor de la fun-
ción objetivo depende solamente de una variable, y sobre esta función ”univariante”
se pueden utilizar algoritmos de búsqueda para funciones de este tipo. Esto es, el
descenso respecto de la coordenada xj significa que la función G(x1, . . . , xj , . . . , xn)
es minimizada con respecto a xj mientras consideramos fijas el resto de las compo-
nentes.

La diferencia entre los distintos métodos de descenso radica en la regla mediante
la cual se selecciona la dirección de movimiento en cada paso del algoritmo. En el
caso del descenso coordenado cíclico se minimiza la función G en cada dirección de
forma ordenada, desde la primera coordenada hasta la n-ésima. Posteriormente se
repite el proceso comenzando de nuevo desde la primera coordenada.

Nuestro objetivo es adaptar la versión de este algoritmo para espacios de dimen-
sión finita a nuestro problema variacional con restricciones.

6.4.1. Construcción del algoritmo

El algoritmo será secuencial. Para el problema Hn-T1 realizará varias iteraciones
y en cada iteración k-ésima calculará n pasos, uno por cada central hidráulica. En
cada paso se calcula el funcionamiento óptimo de una hidráulica mientras suponemos
fijo el comportamiento del resto de las centrales.

La construcción del algoritmo se llevará a cabo de la siguiente manera: comen-
zando con un cierto q0 = (q0,1, . . . , q0,n) admisible, construiremos una sucesión de
qk a través de aplicaciones sucesivas y ordenadas de {φi}ni=1.

Definición 6.5 Denotaremos por Φ la aplicación Φ : Θ −→ Θ tal que para cada
q ∈ Θ

Φ(q) = q∗,

donde
q∗ = (φ

n
◦ φ

n−1 ◦ · · · ◦ φ2 ◦ φ1)(q).

En cada iteración k-ésima del algoritmo se habrán ”minimizado las n centrales
hidráulicas” a través de las aplicaciones minimizadoras i-ésimas en el orden estable-
cido, obteniéndose el nuevo elemento, qk, admisible,

qk = Φ(qk−1) = (φn ◦ φn−1 ◦ · · · ◦ φ2 ◦ φ1)(qk−1).

Definición 6.6 Se llama sucesión descendente del problema Hn− T1 toda sucesión
{qk} ⊂ Θ donde

qk = Φ(qk−1).
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El límite de esta sucesión descendente nos proporcionará el mínimo buscado

ĺım
k→∞

qk

El método desarrollado, desde el punto de vista algorítmico y computacional,
se trata de un proceso iterativo que calcula, en cada paso de cada iteración, el fun-
cionamiento óptimo de una central hidráulica, suponiendo fijo el comportamiento de
las restantes. De este modo, tenemos un régimen de funcionamiento de las centrales
hidráulicas cada vez menos costoso y convergente al óptimo.

En cada iteración k-ésima han de actuar todas las {φi }ni=1 en el orden antes
mencionado. Partiendo de un qk−1 admisible, la actuación de cada φi supone la
resolución de un problema de tipo H1 − T1. Al completar la iteración k-ésima se
obtendrá un nuevo qk admisible.

En cada uno de estos pasos, podemos utilizar para la construcción teórica de
φi(q) las herramientas propuestas en la sección 5.6 del capítulo 5. Se tratará de
buscar, para cada K, la función qK que satisfaga en este caso las ecuaciones de la
proposición 6.1 y, de entre ellas, la que dé lugar a una función admisible, qK ∈ Θi

q.
Obsérvese que, ahora, consideraremos para cada i

Km,i = −
∂Li

q(0, 0,m)

∂z0
con Hi(0, 0, q1, . . . ,m, . . . , qn) = Himı́n

y

KM,i = −
∂Li

q(0, 0,M)

∂z0
con Hi(0, 0, q1, . . . ,M, . . . , qn) = Himáx,

por lo que ∀x ∈ (m,M) (con la hipótesis de que Lz0i
(t, z, z01, ..., z

0
i−1, ¦, z0i+1, ..., z0n) es

estrictamente creciente respecto a z0i), tenemos que

KM,i < −
∂Li

q(0, 0, x)

∂z0
< Km,i.

La peculiar forma de φi(q), expresada en la proposición 6.1, nos permite abordar
su cálculo aproximado utilizando métodos similares a los ya comentados en capítulos
precedentes.

Por tanto, la construcción aproximada de φi(q) se llevará a cabo con el uso de
una versión discretizada de las ecuaciones de la proposición 6.1, en los instantes
tj = T · j/n, de forma análoga a la realizada en la sección 5.6.1.

6.4.2. Convergencia del algoritmo

Determinamos que bajo las condiciones impuestas el algoritmo converge a la
solución del problema. Recordamos, en primer lugar, algunas definiciones necesarias
en este proceso.
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Definición. Se dice que un subconjunto K ⊂ X, (X, τ) espacio
topológico, es relativamente secuencialmente compacto si cada sucesión
de puntos de K tiene una subsucesión que converge a un punto de X.
Definición. Sea {fm} sucesión de funciones definidas en D ⊆ Rd.

Sea x ∈ D, {fm} se dice equicontinua en x si, para cada ε > 0, existe
δ > 0 tal que ∀y ∈ D si |y − x| < δ, entonces

|fm(y)− fm(x)| < ε.

Definición. Dada {fm}m∈I sucesión de funciones, se dice que está
uniformemente acotada si ∃C ∈ R tal que

kfmk∞ < C, ∀m ∈ I.

Definición. Se dice que una función f : X → Y entre dos espacios
topológicos es secuencialmente continua en el punto x ∈ X si toda suce-
sión {xn} en X convergente a x tiene la propiedad de que f(xn)→ f(x)
en Y .
Teorema. (Arzela-Ascoli) Si una sucesión {fm}∞m=1 en C(X) es uni-

formemente acotada y equicontinua en cada punto de X, entonces posee
una subsucesión uniformemente convergente.
Teorema de Zangwill de convergencia global de algoritmos

de descenso. Sea A : X → P (X) un algoritmo en X y supóngase que,
dado x0, se genera la sucesión {xk}∞k=0 que cumple

xk+1 ∈ A(xk).

Dado un conjunto solución Γ ⊂ X, supóngase:
i) todos los puntos xk están contenidos en un conjunto compacto

S ⊂ X;
ii) existe una función continua Z en X tal que
a) si x /∈ Γ, entonces Z(y) < Z(x) para toda y ∈ A(x);
b) si x ∈ Γ, entonces Z(y) ≤ Z(x) para toda y ∈ A(x);

iii) la transformación A es cerrada en puntos que están fuera de Γ.
Entonces el límite de cualquier subsucesión convergente de {xk} es

una solución.

Bajo estas consideraciones, presentamos, a continuación, una versión topológi-
ca del teorema global de convergencia de algoritmos de descenso con unas nuevas
hipótesis que no afectan a la corrección de la demostración proporcionada en [?] por
Zangwill; en concreto, el carácter cerrado de la función descendente es sustituido
por continuidad secuencial y la compacidad por compacidad secuencial relativa.
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Teorema 6.2 Sea Φ una transformación en el espacio topológico (X, τ), y supon-
gamos que, dado x0 ∈ X, se genera la sucesión {xn}n∈N definida por la recurrencia

xn+1 = Φ(xn)

verificando lo siguiente:

i) {xn}n∈N ⊂ K ⊂ X, donde K es relativamente secuencialmente compacto.
ii) Existe una función secuencialmente continua F : (X, τ) −→ (R, | · |) satisfa-

ciendo:
Φ(x) 6= x =⇒ F (Φ(x)) < F (x).

iii) Φ es secuencialmente continua en X.
Entonces toda subsucesión convergente {xnk}k∈N converge a un punto fijo de Φ.
Demostración. Idéntica a la presentada por Zangwill para el teorema global de

convergencia de algoritmos de descensos.
Indicamos que la transformación Φ, asociada al algoritmo considerado en nuestro

caso, es punto a punto, y que el conjunto solución es el de puntos fijos de Φ.
¥

Aunque en los espacios topológicos metrizables el carácter secuencial de la com-
pacidad y de la continuidad es irrelevante, mantendremos esta nomenclatura para
mayor comodidad en las demostraciones.

Tratamos de ver bajo qué condiciones la sucesión generada por nuestro algoritmo
verifica el teorema anterior para garantizar su convergencia.

Lema 6.1 Sea (X, τ) un espacio topológico con K ⊂ X relativamente secuencial-
mente compacto. Si la sucesión {xn}n∈N ⊂ K verifica que todas sus subsucesiones
convergentes tienen el mismo límite, entonces {xn}n∈N converge a ese límite de X.

Demostración. Procedemos por reducción al absurdo.
Sea c ∈ X el límite de todas las subsucesiones convergentes de {xn}n∈N, y supon-

gamos que {xn}n∈N no converge a c.
Tendremos que existe V, un entorno de c, tal que ∀k ∈ N existe nk > k cumplien-

do xnk /∈ V; de modo que la subsucesión{xnk} no puede poseer ninguna subsucesión
convergente a c, contradiciendo las hipótesis.

¥
Caracterizamos, a continuación, la equicontinuidad de una familia de funciones

Ĉ1 a través de una propiedad de la familia de sus derivadas.

Lema 6.2 Dada una familia de funciones F={fλ = (fλ,1, . . . , fλ,n)}λ∈I ⊂
³
Ĉ1[a, b]

´n
,

si la familia de sus derivadas {f 0λ}λ∈I es uniformemente acotada, entonces F es
equicontinua.

Demostración. Sea C ∈ R tal que ||f 0λ||∞ < C , ∀λ ∈ I.
Dado ε > 0, sin más que considerar δ =

ε

C
, tendremos que ∀x, y ∈ [a, b], ∀λ ∈ I
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|x− y| < δ =⇒ |fλ,i(x)− fλ,i(y)| < |x− y| · C < δ · C = ε ;∀ i = 1, . . . , n.

¥

Lema 6.3 Si {qm}m∈N ⊂ Θ converge uniformemente a q y {q0m}m∈N es equicon-
tinua y uniformemente acotada, entonces

{q0m}m∈N converge uniformemente a q0.

Demostración. Por ser la sucesión {q0m}m∈N equicontinua y uniformemente
acotada, en virtud del teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesión {q0mk

}k∈N
que converge uniformemente a eq. Ahora bien, como {qmk

}k∈N converge uniforme-
mente a q, tenemos que eq = q0.

Además, cualquier otra subsucesión de {q0m}m∈N es también equicontinua y uni-
formemente acotada, de modo que tendrá, a su vez, una subsucesión convergente.

Por otra parte, cualquier subsucesión de {q0m}m∈N que converja uniformemente,
debe converger a q0.

Estamos, por tanto, en las hipótesis del lema 6.1, puesto que {q0m}m∈N es un
conjunto relativamente secuencialmente compacto en (C0[0, T ], || ||∞) y, por tanto,

{q0m}m∈N converge uniformemente a q0.

¥

Lema 6.4 Sea Ω ⊂ [0, T ]×R2n y L : Ω→ R localmente Lipschitziana. Para cada
g ∈ C1

¡
[0, T ],R2n

¢
tal que (t, g(t), g0(t)) ∈ Ω ∀t ∈ [0, T ] definimos

Lg(t) := L(t, g(t), g0(t)) y Wg(t) :=

Z t

0
L(s, g(s), g0(s))ds.

Si {qm}m∈N converge a q en (Θ, || ||∗) entonces

{Lqm}m∈N converge uniformemente a Lq
{Wqm}m∈N converge puntualmente a Wq.

Demostración. Por ser L localmente Lipschitziana en Ω, es lipschitziana en el
conjunto {(t, g(t), g0(t)) ∈ Ω / t ∈ [0, T ]} entonces ∃C ∈ R+ tal que¯̄

L(t,qm(t),q
0
m(t))− L(t,q(t),q0(t))

¯̄
≤ C · kqm − qk∗ ∀t ∈ [0, T ] y ∀m ∈ N

Por hipótesis, ∀ε > 0 ∃mε ∈ N tal que kqm − qk∗ < ε
C , ∀m > mε.

En consecuencia, ∀ε > 0 ∃mε ∈ N tal que ∀t ∈ [0, T ] y ∀m > mε¯̄
L(t,qm(t),q

0
m(t))− L(t,q(t),q0(t))

¯̄
≤ C · kqm − qk∗ ≤ ε.

Así pues, {Lqm}m∈N converge uniformemente a Lq y, como consecuencia in-
mediata de ello, tenemos también que {Wqm}m∈N converge puntualmente a Wq.

¥
En la proposición siguiente, establecemos bajo qué condiciones la sucesión de

funciones de coordinación i-ésimas de {qm}m∈N (uniformemente convergente a q)
converge puntualmente a la función de coordinación i-ésima de su límite q.
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Proposición 6.2 Sea L en las condiciones establecidas en el planteamiento del
problema. Si {qm}m∈N converge uniformemente a q en (Θ, || ||∗), entonces⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Si (t,q(t),q0(t)) /∈ Si, {Yi
qm
}m∈N converge puntualmente a Yi

q.

Si (t,q(t),q0(t)) ∈ Si,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

• ∃ {qmk
}k∈N ⊂ {qm}m∈N tal que½³

Yi
qmk

´+¾
k∈N

converge puntualmente a
³
Yi
q

´+
y/o
• ∃ {qms

}s∈N ⊂ {qm}m∈N tal que½³
Yi
qms

´−¾
s∈N

converge puntualmente a
³
Yi
q

´−
Demostración. Hagamos para cada z ∈ Θb :

Liz(t) : = −Lz0i
(t, z(t), z0(t)),

Siz(t) : =
Hzi(t, z(t), z

0(t))

Hz0i
(t, z(t), z0(t))

,

Iiz(t) : = −
Z t

0
Siz(s)ds,

Yi
qm
(t) = Liqm(t) · exp[I

i
qm
(t)].

De forma similar, denotaremos por³
Yi
qm

´+
(t) =

³
Liqm

´+
(t) · exp[

³
Iiqm

´+
(t)]³

Yi
qm

´−
(t) =

³
Liqm

´−
(t) · exp[

³
Iiqm

´−
(t)],

siendo¡
Liz
¢+
(t) : = −L+z0i(t, z(t), z

0(t)),
¡
Iiz
¢+
(t) := −

Z t

0

Hzi(s, z(s), z
0(s))

H+
z0i
(s, z(s), z0(s))

ds

¡
Liz
¢−
(t) : = −L−

z0i
(t, z(t), z0(t)),

¡
Iiz
¢−
(t) := −

Z t

0

Hzi(s, z(s), z
0(s))

H−
z0i
(s, z(s), z0(s))

ds.

Podemos distinguir dos casos:

i) Si (t,q(t),q0(t)) /∈ Si, Lz0i
es de clase C1 y, por tanto, lipschitziana en S̄i. En

virtud del lema 6.4, {Liqm}m∈N converge uniformemente a L
i
q. Aplicando el mismo

razonamiento, dado que Hz0i
6= 0, ∀i = 1, ..., n, obtenemos que {Siqm}m∈N converge

uniformemente a Siq y, por consiguiente, {Iiqm}m∈N converge puntualmente a I
i
q, de

donde concluimos que

{Yi
qm
}m∈N converge puntualmente a Yi

q.

ii) Si (t,q(t),q0(t)) ∈ Si, entonces Lz0i
es discontinua en este punto y, por tan-

to, q0i(t) = 0 es punto de discontinuidad de
³
Li
q

´
z0i
. Como {qm}m∈N converge

uniformemente a q en (Θ, || ||∗), puede suceder que:
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a) ∀m, q0m,i(t) ≥ 0. Se verifica que Lz0i
en [0, T ]× Rn ×Ri−1 × R∗ × Rn−i es de

clase C1; en particular, será localmente lipschitziana y, en virtud del lema 6.4,½³
Liqm

´+¾
m∈N

converge uniformemente a
³
Liq
´+

. Igualmente considerando

H+
z0i
6= 0, ∀i = 1, ..., n, obtenemos que

½³
Siqm

´+¾
m∈N

converge uniformemente a³
Siq
´+

y, por consiguiente,
½³
Iiqm

´+¾
m∈N

converge puntualmente a
³
Iiq
´+

, de

donde concluimos que½³
Yi
qm

´+¾
m∈N

converge puntualmente a
¡
Yi
q

¢+
.

b) ∀m, q0m,i(t) ≤ 0. Siguiendo un razonamiento análogo al anterior, concluimos
que ½³

Yi
qm

´−¾
m∈N

converge puntualmente a
¡
Yi
q

¢−
.

c) Existen {qmk
}k∈N, {qms

}s∈N ⊂ {qm}m∈N tales que½
q0mk,i

(t) ≥ 0
q0ms,i

(t) ≤ 0.

Razonando de forma similar a los casos anteriores, obtendremos que½³
Yi
qmk

´+¾
k∈N

converge puntualmente a
¡
Yi
q

¢+
½³
Yi
qms

´−¾
s∈N

converge puntualmente a
¡
Yi
q

¢−
.

¥

Corolario 6.1 Sea {qm}m∈N convergente a q en (Θ, || ||∗), verificando

a) Si (t,qm(t),q
0
m(t)) ∈ Si,

³
Yi
qm

´+
(t) ≤ Km,i ≤

³
Yi
qm

´−
(t).

b) Si (t,qm(t),q
0
m(t)) /∈ Si,

Yi
qm
(t) es

⎧⎨⎩
≤ Km,i si Hi(t,qm(t),q

0
m(t)) = Himı́n

= Km,i si Himı́n < Hi(t,qm(t),q
0
m(t)) < Himáx

≥ Km,i si Hi(t,qm(t),q
0
m(t)) = Himáx.

Entonces {Km,i}m∈N converge y, llamando Ki a su límite, se cumple que
i) Si (t,q(t),q0(t)) /∈ Si,

Yi
q(t) es

⎧⎨⎩
≤ Ki si Hi(t,q(t),q

0(t)) = Himı́n

= Ki si Himı́n < Hi(t,q(t),q
0(t)) < Himáx

≥ Ki si Hi(t,q(t),q
0(t)) = Himáx.
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ii) Si (t,q(t),q0(t)) ∈ Si entonces
³
Yi
q

´+
(t) ≤ Ki ≤

³
Yi
q

´−
(t).

Demostración. Es evidente que, ∀i = 1, . . . , n, {Km,i}m∈N converge, pues de lo

contrario {Yi
qm
}m∈N o

½³
Yi
qmk

´+¾
k∈N

o
½³
Yi
qms

´−¾
s∈N

no convergería, contradi-

ciendo la proposición 6.2. Denotemos por Ki su límite.

i) Si (t,q(t),q0(t)) /∈ Si, entonces se pueden dar tres casos:
• Si Himı́n < Hi(t,q(t),q

0(t)) < Himáx, existe k ∈ N tal que, para todo m > k,
Himı́n < Hi(t,qm(t),q

0
m(t)) < Himáx; por tanto,

Yi
q(t) = ĺım

m→∞
Yi
qm
= ĺım

m→∞
Km,i = Ki si Himı́n < Hi(t,q(t),q

0(t)) < Himáx.

• Si Hi(t,q(t),q
0(t)) = Himáx, existe k ∈ N tal que, para todo m > k,

Hi(t,qm(t),q
0
m(t)) = Himáx y, por tanto, para todo m > k,

Yi
qm
(t) ≥ Km,i =⇒ Yi

q(t) ≥ Ki.

• Si Hi(t,q(t),q
0(t)) = Himı́n, existe k ∈ N tal que, para todo m > k,

Hi(t,qm(t),q
0
m(t)) = Himı́n y, por tanto, para todo m > k,

Yi
qm
(t) ≤ Km,i =⇒ Yi

q(t) ≤ Ki.

ii) Si (t,q(t),q0(t)) ∈ Si, entonces, por la proposición 6.2, podemos afirmar que⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∃ {qmk

}k∈N ⊂ {qm}m∈N tal que
½³
Yi
qmk

´+¾
k∈N

converge puntualmente a
³
Yi
q

´+
y/o

∃ {qms
}s∈N ⊂ {qm}m∈N tal que

½³
Yi
qms

´−¾
s∈N

converge puntualmente a
³
Yi
q

´−
.

Además, sabemos que se verifica que,
³
Yi
qmk

´+
(t) ≤ Kmk,i ≤

³
Yi
qmk

´−
(t) y³

Yi
qms

´+
(t) ≤ Kms,i ≤

³
Yi
qms

´−
(t), de donde se deduce fácilmente que¡

Yi
q

¢+
(t) ≤ Ki ≤

¡
Yi
q

¢−
(t).

¥

Teorema 6.3 Si {qm}m∈N y {φi(qm)}m∈N convergen en (Θ, || ||∗) entonces

{φi(qm)}m∈N converge uniformemente a φi( ĺımm→∞
qm).

Demostración. Sea sm := φi(qm) que converge uniformemente a s y s0m a s0.
La proposición 6.1 junto con el corolario 6.1 nos aseguran que:
i) Si (t, s(t), s0(t)) /∈ Si,

Yi
s(t) es

⎧⎨⎩
≤ Ki si Hi(t, s(t), s

0(t)) = Himı́n

= Ki si Himı́n < Hi(t, s(t), s
0(t)) < Himáx

≥ Ki si Hi(t, s(t), s
0(t)) = Himáx.
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ii) Si (t, s(t), s0(t)) ∈ Si, entonces
¡
Yi
s

¢+
(t) ≤ Ki ≤

¡
Yi
s

¢−
(t) de donde con-

cluimos que, φi(s) = s.
Nótese ahora que qm y sm = Φi(qm) difieren solamente en su componente i-

ésima, propiedad que también verifican sus límites; luego, al minimizar sobre esta
componente, aplicando φi, obtendremos el mismo resultado:

φi( ĺımm→∞
qm) = φi(s) = s = ĺım

m→∞
(φi(qm)).

¥

Corolario 6.2 Sea Φ := φn ◦ · · · ◦ φ1. Si {qm}m∈N y {Φ(qm)}m∈N convergen en
(Θ, || ||∗) entonces

{Φ(qm)}m∈N converge a Φ( ĺım
m→∞

qm).

Demostración. Si {qm = (qm,1, . . . , qm,n)}m∈N converge a q = (q1, . . . , qn)
implica que {qm,i}m∈N y {q0m,i}m∈N convergen uniformemente a qi y q0i respec-
tivamente, ∀i = 1, ..., n.

Como {Φ(qm)}m∈N converge en (Θ, || ||∗), consideremos {Φ(qm) =

(q∗m,1, . . . , q
∗
m,n)}m∈N y {

•
Φ(qm) = (q∗0m,1, . . . , q

∗0
m,n)}m∈N convergentes uniforme-

mente a s∗ y s∗0 respectivamente. Al ser Φ = φn ◦ · · · ◦ φ1, tenemos que
φn
£¡
φn−1 ◦ · · · ◦ φ1

¢
(qm)

¤
converge, de donde deducimos que¡

φn−1 ◦ · · · ◦ φ1
¢
(qm) = (q

∗
m,1, . . . , q

∗
m,n−1, qm,n)

también converge, pues q∗m,i converge a s∗i ∀i = 1, ..., n− 1 y qm,n converge a qn
por hipótesis.

De igual forma, podemos asegurar que,

•¡
φn−1 ◦ · · · ◦ φ1

¢
(qm) = (q

∗0
m,1, . . . , q

∗0
m,n−1, q

0
m,n)

también converge, pues q∗0m,i converge a s∗0i ∀i = 1, ..., n − 1 y q0m,n converge por
hipótesis.

Aplicando de forma reiterada este razonamiento, concluimos que las sucesiones©¡
φn−2 ◦ · · · ◦ φ1

¢
(qm)

ª
m∈N , . . . , {(φ2 ◦ φ1) (qm)}m∈N , {φ1(qm)}m∈N

son convergentes en (Θ, || ||∗).
Además, en virtud del teorema 6.3, tenemos que:
• Como {qm}m∈N converge a q y {φ1(qm)}m∈N es convergente, entonces

{φ1(qm)}m∈N converge a φ1(q).

• Como {φ1(qm)}m∈N converge a φ1(q) y {(φ2 ◦ φ1) (qm)}m∈N es convergente,
entonces

{(φ2 ◦ φ1) (qm)}m∈N converge a (φ2 ◦ φ1) (q).
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Continuando el razonamiento, obtenemos que

{Φ(qm)}m∈N converge a Φ(q).

¥
Establecemos, en el siguiente corolario, las condiciones para que la aplicación

minimizadora, Φ, sea secuencialmente continua.

Corolario 6.3 Si {qm}m∈N converge en (Θ, || ||∗) y {Φ(qm)}m∈N, {
•

Φ(qm)}m∈N
son equicontinuas y uniformemente acotadas, entonces:

{Φ(qm)}m∈N converge uniformemente a Φ( ĺımm→∞
qm),

{
•

Φ(qm)}m∈N converge uniformemente a
•

Φ( ĺım
m→∞

qm).

Demostración. Sean {qm}m∈N y {q0m}m∈N uniformemente convergentes a q y
a q0 respectivamente. Como {Φ(qm)}m∈N es equicontinua y uniformemente acotada,
en virtud del teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesión {qmk

}k∈N tal que

{Φ(qmk
)}k∈N converge uniformemente, y como {

•
Φ(qmk

)}k∈N es uniformemente aco-

tada y equicontinua, por el lema 6.3, podemos concluir que {
•

Φ(qmk
)}k∈N también

converge uniformemente.
Además, como {qmk

}k∈N converge uniformemente a q y, como acabamos de
señalar, {Φ(qmk

)}k∈N converge en (Θ, || ||∗), en virtud del corolario anterior junto
con el lema 6.3, podemos afirmar que {Φ(qmk

)}k∈N converge uniformemente a Φ(q)

y {
•

Φ(qmk
)}k∈N converge uniformemente a

•
Φ(q).

Por otra parte, razonando de forma análoga, cualquier otra subsucesión de
{Φ(qm)}m∈N que converja debe converger también a Φ(q) y, por el lema 6.1 se
deduce que {Φ(qm)}m∈N converge uniformemente a Φ(q).

La convergencia uniforme de {
•

Φ(qm)}m∈N a
•
Φ(q) se obtiene aplicando nueva-

mente el lema 6.1.
¥

La siguiente proposición nos asegura que la sucesión descendente generada por el
algoritmo propuesto es convergente. Determinamos el espacio donde debemos tomar
el punto inicial de búsqueda del mínimo para garantizar que llegamos a éste.

Proposición 6.3 Sea U := Θ ∩ Ĉ2. Entonces existe M ∈ R tal que, siendo
UM := {z ∈ U / ||z00||∞ < M}, se verifica:

i) Φ(UM) ⊆ UM .
ii) UM es relativamente secuencialmente compacto en (Θ, || ||∗).
iii) Φ : (Θ, || ||∗) −→ (Θ, || ||∗) es secuencialmente continua.
iv) F : (Θ, || ||∗) −→ (R, | |) es secuencialmente continua satisfaciendo

Φ(x) 6= x =⇒ F (Φ(x)) < F (x).
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Demostración. ∀q=(q1, . . . , qn) ∈ Θ tenemos que, por hipótesis, para cada
componente i-ésima existen Ni, Mi ∈ R tales que Ni ≤ q0i ≤Mi ∀t ∈ [0, T ]

||q0i||∞ ≤ Ci := máx{|Ni|, |Mi|} =⇒ ||qi||∞ < Di := α+ Ci · T.

Sea

O := [0, T ]×
nY
i=1

[−Di,Di]×
nY
i=1

[−Ci, Ci]

y sean fi : [0, T ]×R2n −→ R las funciones asociadas a la ecuación de Euler i-ésima5
de F i

q

z00i (t) = fi(t, q1(t), · · · , zi(t), · · · , qn(t), q01(t), · · · , z0i(t), · · · , q0n(t))

Sean

Ai := máx
O

fi(t, x1, · · · , xn, y1, · · · , yn),

Max
O

¯̄̄̄
∂Hi(t, z(t), z

0(t))

∂zi
z0i

¯̄̄̄
= ci,

Max
O

¯̄̄̄
∂Hi(t, z(t), z

0(t))

∂t

¯̄̄̄
= di,

Min
O

¯̄̄̄
∂Hi(t, z(t), z

0(t))

∂z0i

¯̄̄̄
= ei.

Sea φi(q)=(q1, . . . , q
∗
i , . . . , qn), es decir, que q

∗
i minimiza F i

q y , por tanto, φi(q)
verifica la proposición 6.1. Así, tendremos que:

• Si q∗0i es punto de discontinuidad de
³
Li
q

´
z0i
, entonces, por hipótesis, q∗0i (t) = 0,

de donde q∗00i (t) = 0.
• Si Himı́n < Hi(t,q

∗
i (t),q

∗0
i (t)) < Himáx, q∗i satisface la ecuación de Euler de

F i
q, luego

q∗00i (t) = fi(t, q1(t), · · · , q∗i (t), · · · , qn(t), q01(t), · · · , q0∗i (t), · · · , q0n(t)) ≤ Ai.

• Si Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t)) = Himı́n o Hi(t,q

∗
i (t),q

∗0
i (t)) = Himáx, calculando la

derivada total respecto de t,

5Para cada componente i-ésima ha de verificarse la ecuación de Euler:

z00i (t) =
Lzi − Lzi0t − Lzi0zi z

0
i

Lzi0zi0
.

En el término correspondiente a Lz0it queda descartado que puedan aparecer caudales de otras

centrales hidráulicas, (z0j), pues
∂2Hi
∂z0i∂z

0
j
= 0.
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∂Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t))

∂t
+

∂Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t))

∂zi
q∗0i (t) +

∂Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t))

∂z0i
q∗00i (t) = 0

de donde

q∗00i (t) =

∂Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t))

∂zi
q∗0i (t)−

∂Hi(t,q
∗
i (t),q

∗0
i (t))

∂t
∂Hi(t,q

∗
i (t),q

∗0
i (t))

∂z0i

. (1)

Por tanto,

|q∗00i (t)| ≤

¯̄̄̄
∂Hi(t,q

∗
i (t),q

∗0
i (t))

∂zi
q∗0i (t)

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
∂Hi(t,q

∗
i (t),q

∗0
i (t))

∂t

¯̄̄̄
¯̄̄̄
∂Hi(t,q

∗
i (t),q

∗0
i (t))

∂z0i

¯̄̄̄ ≤ ci + di
ei

= ℵi

y, en definitiva,
|q∗00i (t)| ≤ Bi :=Max{Ai,ℵi}

Tomemos M := máx
i=1,...,n

{Bi}.
i) Si q=(q1, . . . , qn) ∈ UM , por los razonamientos antes realizados, se verifica

que

||
••

φi(q)||∞ ≤M ∀i = 1, · · · , n.

Y, obviamente, siendo Φ = φn ◦ · · · ◦ φ1, tenemos que

||
••
Φ(q)||∞ ≤M.

Además, q∗i ∈ Ĉ2 ∀i = 1, ..., n, puesto que, o bien satisface la ecuación de Euler
del funcional, o bien verifica la ecuación (1), o q∗00i (t) = 0, por lo que sólo será
discontinua en aquellos puntos donde lo sea Hz0i

.
Por tanto, Φ(q) ∈ UM .

ii) Sea {qm}m∈N ⊂ UM . Por las consideraciones realizadas anteriormente, pode-
mos afirmar que ||qm||∞ < máx

i=1,...,n
{Di}, ||q0m||∞ < máx

i=1,...,n
{Ci} y ||q00m||∞ < M ; por

tanto, las sucesiones {qm}m∈N, {q0m}m∈N y {q00m}m∈N son uniformemente acotadas.
Así pues, {qm}m∈N y {q0m}m∈N, en virtud del lema 6.2, son equicontinuas y estamos
en condiciones de utilizar el teorema de Arzela-Ascoli, que nos asegura que existe una
subsucesión {qmk

}k∈N que converge uniformemente a un cierto q ∈ Θ. Además, en
virtud del lema 6.3, {q0mk

}k∈N converge también uniformemente a q0. En definitiva,
existe una subsucesión {qmk

}k∈N convergente en el espacio topológico (Θ, || ||∗).

iii) Sea la sucesión {qm}m∈N convergente en (Θ, || ||∗). Supongamos que {qm}m∈N
y {q0m}m∈N convergen uniformemente a q y q0 respectivamente.
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Como para cada m ∈ N, qm ∈
¡
C1[0, T ]

¢n
, en virtud de la proposición 6.1,

φi (qm) ∈
¡
C1[0, T ]

¢n
; de donde deducimos que {φi (qm)}m∈N es uniformemente

acotada y equicontinua en Θ. La aplicación reiterada de este razonamiento nos ase-
gura que {Φ (qm)}m∈N es uniformemente acotada y equicontinua en Θ.

Además, como {
•

φi(qm)}m∈N ∈
¡
C0[0, T ]

¢n
, sin más que tomar el máximo de las

cotas para cada una de ellas, resulta que {
•

Φ(qm)}m∈N es uniformemente acotada.
Por otro lado, siguiendo las consideraciones hechas al comienzo de esta demostra-

ción, al aplicar φi, cada componente i-ésima, q
∗00
m,i, de {

••
φi(qm)}m∈N verifica que está

acotada. Al considerar la composición Φ = φn ◦ · · · ◦ φ1 tendremos asegurada la
acotación de q∗00m,i ∀i = 1, ..., n, es decir, {

••
Φ(qm)}m∈N es uniformemente acotada y,

teniendo en cuenta el lema 6.2, podemos afirmar que {
•

Φ(qm)}m∈N es equicontinua
en Θ.

Al ser {Φ (qm)}m∈N y {
•

Φ(qm)}m∈N uniformemente acotadas y equicontinuas
en Θ, la continuidad secuencial de Φ está asegurada por el corolario 6.3.

iv) Si {qm}m∈N converge a q ∈ Θ con la topología || ||∗, significa que {qm}m∈N
y {q0m}m∈N convergen uniformemente a q y a q0 respectivamente.

Tomando Lz(t) := L(t, z(t), z0(t)), estamos en condiciones de utilizar el lema 6.4,
que nos garantiza que

{Lqm}m∈N converge uniformemente a Lq

y, por tanto,½
F (qm) =

Z T

0
L(s,qm(s),q

0
m(s))ds

¾
m∈N

converge a F (q) =
Z T

0
L(s,q(s),q0(s))ds.

Por otro lado, como se desprende de la propia definición de φi, es obvio que si
φi(x) 6= x entonces F (φi(x)) < F (x), de donde

Φ(x) 6= x =⇒ F (Φ(x)) < F (x).

¥

Teorema 6.4 Para todo q0 ∈ UM , la sucesión generada por el algoritmo,
{qm = Φ(qm−1)}m∈N, posee una subsucesión que converge uniformemente y su
límite es un punto fijo de Φ. Además, cualquier subsucesión convergente de {qm}m∈N
convergerá a un punto fijo de Φ.

Demostración. Basta demostrar que efectivamente la sucesión {qm}m∈N ⊂
UM posee una subsucesión que converge uniformemente y, como en virtud de la
proposición 6.3, tenemos garantizada la verificación de las hipótesis del teorema 6.2,
podemos concluir que {qm}m∈N posee una subsucesión que converge uniformemente
a un punto fijo de Φ. Por el propio teorema 6.2 tendremos asegurado que cualquier
subsucesión convergente de {qm}m∈N convergerá a un punto fijo de Φ.
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Vemos, por tanto, que la sucesión {qm}m∈N ⊂ UM posee una subsucesión que
converge uniformemente.

Para cualquier q0 ∈ UM , por (i) de la proposición 6.3, sabemos que la sucesión
qm = Φ(qm−1) está contenida en UM y, siguiendo un razonamiento análogo al
punto (ii) de esta misma proposición, podemos concluir que existe una subsucesión
{qmk

}k∈N que converge en Θ.
¥

Por tanto, bajo las condiciones establecidas, el algoritmo desarrollado, para el
problema hidrotérmico generalizado con restricciones, es convergente.

Queremos hacer notar que, si consideramos el problema sin restricciones, la suce-
sión generada puede no converger e, incluso, puede ocurrir también que el proble-
ma carezca de solución. De hecho, cualquier problema que conste de dos centrales
hidráulicas de funciones de generación efectiva

H1(t, z1(t), z
0
1(t)) = f(z1(t)) · z01(t) y H2(t, z2(t), z

0
2(t)) = g(t) · z02(t)

respectivamente, no va a tener solución para ninguna pareja de volúmenes disponible.
En efecto, consideremos el sistema hidrotérmico formado por la térmica equi-

valente y dos centrales hidráulicas de generación efectiva señalada anteriormente.
Sea q(t) = (q1(t), q2(t)) ∈ Θ :=

n
z ∈

¡
C1[0, T ]

¢2 / z(0) = 0, z(T ) = bo. En esta
situación,

H1
q(t, z1, z

0
1) = H1(t, z1(t), z

0
1(t)) +H2(t, q2(t), q

0
2(t))

H2
q(t, z2, z

0
2) = H1(t, q1(t), q

0
1(t)) +H2(t, z2(t), z

0
2(t)),

consideramos la minimización del funcional F i
q,

F i
q(zi) =

Z T

0
Ψ
¡
Pd(t)−Hi

q(t, zi(t), z
0
i(t))

¢
dt,

sobre la componente i-ésima suponiendo un determinado comportamiento para la
otra central hidráulica (volumen y caudal fijos).

En este caso, si q(t) es mínimo del funcional F , ha de verificarse, para cada
i = 1, 2, el teorema fundamental de coordinación6 correspondiente.

Entonces, para i = 1, tendremos que

Ψ0(Pd(t)−H1(t, q1(t), q
0
1(t))−H2(t, q2(t), q

0
2(t))) · f(q1(t))·

· exp[−
Z t

0

f 0(q1(s)) · q01(s)
f(q1(s))

ds = K1

y, para la componente correspondiente a la segunda central hidráulica, i = 2,

Ψ0(Pd(t)−H1(t, q1(t), q
0
1(t))−H2(t, q2(t), q

0
2(t))) · g(t) = K2.

6Como no hay restricciones sobre las funciones admisibles, la extremal solución del problema
debe verificar la ecuación de Euler para cada i, es decir, existirán K1,K2 tales que Y1q(t) = K1 y
Y2q(t) = K2.
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De la primera ecuación, deducimos que la potencia térmica óptima debe ser
constante.

Proposición 6.4 Para toda extremal q(t) del funcional F en las condiciones antes
señaladas existe una constante, Kq = Pd(0)−f(q1(0))·q01(0)−g(0)·q02(0), verificando
que

Pd(t)− f(q1(t)) · q01(t)− g(t) · q02(t) = Kq, ∀t ∈ [0, T ]

Demostración. Si observamos la primera ecuación obtenida del teorema fun-
damental de coordinación,

Ψ0(Pd(t)−H1(t, q1(t), q
0
1(t))−H2(t, q2(t), q

0
2(t))) · f(q1(t))·

· exp[−
Z t

0

f 0(q1(s)) · q01(s)
f(q1(s))

ds = K1,

tendremos que

Ψ0(Pd(t)−f(q1(t))·q01(t)−g(t)·q02(t))·f(q1(t))·exp [− ln f(q1(t)) + ln f(q1(0))] = K1;

como q1(0) = 0, entonces

Ψ0(Pd(t)− f(q1(t)) · q01(t)− g(t) · q02(t)) · f(q1(t)) ·
f(0)

f(q1(t))
= K1,

de donde
Ψ0(Pd(t)− f(q1(t)) · q01(t)− g(t) · q02(t)) = K̃

y
Pd(t)− f(q1(t)) · q01(t)− g(t) · q02(t) =

¡
Ψ0
¢−1

(K̃) = Kq,

es decir, la potencia térmica óptima es constante.
¥

Al verificarse, por tanto, que

Pd(t)−H1(t, q1(t), q
0
1(t))−H2(t, q2(t), q

0
2(t)) = Kq, ∀t ∈ [0, T ] ,

de la ecuación obtenida para i = 2,

Ψ0(Pd(t)−H1(t, q1(t), q
0
1(t))−H2(t, q2(t), q

0
2(t))) · g(t) = K2,

obtenemos que
Ψ0(Kq) · g(t) = K2,

de donde
g(t) = constante

Por tanto, el problema (para cualquier g(t) 6= constante) no tiene solución.
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6.4.3. Aumento de la velocidad de convergencia

Como ya hemos comentado, la diferencia entre los distintos métodos de descenso
radica en la regla mediante la cual se selecciona la coordenada de descenso en cada
paso del algoritmo. En el caso del cíclico, se sigue el orden canónico, desde la primera
coordenada hasta la última. En el caso del método de descenso coordenado de Gauss-
Southwell se selecciona la coordenada del gradiente7 con mayor magnitud (mayor
valor absoluto), lo que aumenta la rapidez de convergencia.

Inspirados en esta idea y con el objetivo de aumentar la velocidad de convergen-
cia del método propuesto, tratamos de adaptar la versión del algoritmo de Gauss-
Southwell a nuestro problema variacional con restricciones.

Proponemos, a continuación, un método de selección de ”coordenada"de descen-
so introduciendo un concepto sustitutorio del gradiente que mide, en algún sentido,
el desajuste (alejamiento) de cada componente con respecto a la condición de mini-
malidad proporcionada por el teorema de coordinación.

Con este fin vamos a considerar la función Yi
q(t) en el conjunto de instantes χ

donde a la componente i-ésima no le afecten las discontinuidades de Lz0i
ni estén

activas las restricciones:

Yi
q(t) = −Lz0i

(t,q(t),q0(t)) · exp
"
−
Z t

0

Hzi(s,q(s),q
0(s))

Hz0i
(s,q(s),q0(s))

ds

#
χ =

©
t ∈ [0, T ] | q0i(t) 6= 0 y Himı́n < Hi(t,q(t),q

0(t)) < Himáx ∀i = 1, ..., n
ª
.

Definición 6.7 Llamaremos desajuste i-ésimo de q al número positivo

δiq = máx
t∈χ

Yi
q(t)−mı́n

t∈χ
Yi
q(t).

Se determina, en cada iteración k-ésima, el valor de los desajustes en q para
todo i = 1, . . . , n y se ordenan de forma decreciente. Denotemos por σk ∈ Σn
la permutación que establece el orden inducido por los desajustes en la iteración
k-ésima. El algoritmo propuesto efectúa, a lo largo de esta iteración, el descenso
siguiendo este orden.

Denotaremos por Φ̃ a la aplicación descendente Φ̃ : Θ −→ Θ tal que para cada
q ∈ Θ

Φ̃(q) = (φ
σ(n)
◦ φ

σ(n−1)
◦ · · · ◦ φ

σ(2)
◦ φ

σ(1)
)(q),

siendo σ ∈ Σn la permutación que establece el orden inducido por los desajustes.
En cada iteración k-ésima del algoritmo se habrán ”minimizado las n centrales

hidráulicas” a través de las aplicaciones minimizadoras i-ésimas en el orden estable-
cido por σk, obteniéndose el nuevo elemento, qk, admisible,

qk = Φ̃(qk−1) = (φσk(n)
◦ φ

σk(n−1)
◦ · · · ◦ φ

σk(2)
◦ φ

σk(1)
)(qk−1)

7Obviamente se supone que la función es diferenciable.
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La demostración de la convergencia del algoritmo en (Θ, || ||∗), considerando
como conjunto solución los puntos fijos, no ha sido establecida, por el momento. Sin
embargo, sí es posible justificar la convergencia del algoritmo en un número finito
de pasos sin más que considerar como conjunto solución el siguiente:

{q | F [q]− F
h
Φ̃ (q)

i
< ε}

es decir, el conjunto de elementos admisibles sobre los que, tras actuar una iteración
del algoritmo, el funcional no ha disminuido más de ε. No hay más que tener en
cuenta que el valor del funcional está acotado inferiormente y, en consecuencia, no
puede darse una sucesión infinita de descensos mayores que ε.

En la sección siguiente, mostraremos un ejemplo en el que comparamos, mediante
los resultados de dos tests, el método desarrollado en este capítulo (basado en el de
descenso coordenado cíclico) con el obtenido con la modificación propuesta para
aumentar la velocidad de convergencia (basada en el método de Gauss-Southwell).

6.5. APLICACIÓN A PROBLEMAS HIDROTÉRMI-
COS

Mostramos, a continuación, varios ejemplos que ponen de manifiesto la impor-
tancia de la teoría desarrollada en este capítulo. Consideramos un sistema hidrotér-
mico que conste de ocho centrales térmicas y utilizaremos diferentes modelos de red
hidráulica en nuestro estudio.

En todos los ejemplos tomaremos como sistema térmico el formado por las cen-
trales térmicas de la red Asturiana. Los datos de estas centrales son los representados
en la tabla I del ejemplo 3.1, siendo las unidades de los coeficientes las ya reseñadas
en este mismo ejemplo al igual que la equivalente minimizadora, Υ(x), obtenida en
el apartado (c) para funciones de costo incorporando pérdidas de transmisión del
sistema y restricciones en sus potencias generadas.

Consideramos que la red hidráulica tiene varias cuencas de plantas hidráulicas
distribuidas en diferentes ríos, así como plantas aisladas. En algunos casos, supon-
dremos que el caudal de descarga de una central va a influir en el caudal de entrada
de la central inmediatamente aguas abajo, esto es, diremos que las centrales están
acopladas hidráulicamente y consideraremos que las pérdidas de transmisión de las
centrales hidráulicas están expresadas por el modelo de Kirchmayer.

En el primer ejemplo, realizaremos el estudio considerando siete centrales hidráuli-
cas, con la configuración de red hidráulica que mostramos en la figura 6.1, teniendo
dos de ellas capacidad de bombeo. En el segundo ejemplo, verificaremos la rapidez
de convergencia del método inspirado en Gauss-Southwell frente al desarrollado en
la sección 6.4.

Ejemplo 6.1 En este ejemplo supondremos que el sistema hidrotérmico consta de
siete centrales hidráulicas y que la potencia de generación activa Phi de la central
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hidráulica i-ésima i = 1, . . . , 5, está dada por

Phi(t) = Ai(t)z
0
i(t)−Biz

0
i(t) [zi(t)−Acopi(t)] ;

así, la función de generación hidráulica efectiva es

Hi(t) = Phi(t)− bii (Phi(t))
2 ,

donde Ai(t), y Bi son los coeficientes

Ai(t) =
1

Gi
Byi(S0i + t · ii); Bi =

Byi

Gi
;

y Acopi(t) representa el acoplamiento hidráulico entre centrales. Asímismo consi-
deraremos que las centrales hidráulicas 6 y 7 tienen capacidad de bombeo siendo su
función de generación hidráulica la función definida a trozos por:

Ph(t, z(t), z
0(t)) :=

(
A(t) · z0(t)−B · z(t) · z0(t) si z0(t) > 0

M · z0(t) si z0(t) ≤ 0

Así, la función de generación hidráulica efectiva es:

H(t, z(t), z0(t)) :=

(
Ph(t, z(t), z

0(t))− biiP
2
h (t, z(t), z

0(t)) si z0(t) > 0

Ph(t, z(t), z
0(t)) si z0(t) ≤ 0,

Consideremos que las centrales están dispuestas como indicamos en la figura
siguiente.

Fig. 6.1. Sistema hidrotérmico.

En este sistema tenemos que

Acop1(t) = 0; Acop2(t) = z1(t); Acop3(t) = z2(t); Acop4(t) = 0; y Acop5(t) = z4(t).

En el caso de las centrales de bombeo tomaremos, para la central hidráulica 6,
M = 5, 71936 10−6 y, para la central hidráulica 7, M = 5, 88794 10−6.
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Expresamos los datos de las centrales hidráulicas en la siguiente tabla.

Tabla I. Coeficientes de las centrales hidráulicas.

i 1 2 3 4
Gi (m

4/h.Mw) 526,315 103 526,315 103 570,834 103 536,315 103

bi (m
3) 141,6 105 141,6 105 791,2 105 141,6 105

bii (1/Mw) 220 10−6 220 10−6 160 10−6 200 10−6

ii (m
3/h) 101,952 105 101,952 105 301,952 105 101,952 105

S0i (m
3) 203,904 109 203,904 109 407,808 108 203,904 109

Byi (m
−2) 149,51 10−12 149,51 10−12 149,51 10−11 159,51 10−12

Pimáx (Mw) 60 60 390 60

i 5 6 7
Gi (m

4/h.Mw) 580,834 103 546,315 103 540,834 103

bi (m
3) 691,2 105 101,6 105 91,2 105

bii (1/Mw) 170 10−6 220 10−6 160 10−6

ii (m
3/h) 401,952 105 101,952 105 101,952 105

S0i (m
3) 407,808 108 203,904 109 207,808 108

Byi (m
−2) 159,51 10−11 149,51 10−12 149,51 10−12

Pimáx (Mw) 360 60 80

Consideraremos el problema de coordinación hidrotérmica a corto plazo en un
intervalo de optimización [0, 24] con una discretización de 96 subintervalos.

Mostramos en la figura 6.2 la gráfica de la potencia demandada y la potencia
óptima de la térmica equivalente.

Fig. 6.2. Potencia demandada Pd(t) y potencia térmica óptima Pte(t).

En las figuras 6.3 y 6.4 representamos la potencia óptima de cada una de las
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centrales térmicas y la potencia óptima de las centrales hidráulicas respectivamente.

Central Térmica 1 Central Térmica 2

Central Térmica 3 Central Térmica 4

Central Térmica 5 Central Térmica 6

Central Térmica 7 Central Térmica 8

Fig. 6.3. Potencia Térmica Óptima.
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Central Hidráulica 1 Central Hidráulica 2

Central Hidráulica 3 Central Hidráulica 4

Central Hidráulica 5
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Central Hidráulica 6 Central Hidráulica 7

Fig. 6.4. Potencia Hidráulica Óptima.

Como se puede observar en la Fig. 6.4, la potencia generada por las plantas 3 y
5 (con un volumen de agua grande b) está limitada por el máximo técnico 390 y 360
respectivamente, mientras que las plantas 1, 2 y 4 (con menos agua disponible) no
alcanzan su máximo valor. Las tres centrales presentan intervalos (de mayor o menor
amplitud) donde se apagan, coincidiendo con el valle de la potencia demandada.
Asimismo, las centrales con capacidad de bombeo 6 y 7 tienen un comportamiento
muy similar bombeando agua en estos instantes de baja demanda.

Utilizaremos el método de la secante para determinar el valor deKi para cada una
de las centrales hidráulicas para el cual qKi(T )− bi = 0. Tomamos como referencia
para acotar el error la suma de las tolerancias permitidas a cada central, toli, siendo,
en este caso, toli la diferencia, en valor absoluto, de la Ki determinada de una
iteración y la siguiente. El algoritmo muestra una rápida convergencia a la solución
óptima, son suficientes 8 iteraciones para obtener un error menor que el propuesto
inicialmente (10−7). En la Fig. 6.5 se muestra, con escala logarítmica, la variación
del error relativo en valor absoluto.

Fig. 6.5. Convergencia a la solución óptima.
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Ejemplo 6.2 En este ejemplo comparamos el método desarrollado en este capítulo
(tipo CCD) con el propuesto (tipo Gauss-Southwell) para aumentar la rapidez de
convergencia.

Para ello, se ha contemplado en el programa, implementado con el Mathemtica,
la opción de realizarlo o bien adaptando la versión del algoritmo de Gauss-Southwell
al problema multidimensional con restricciones que estamos considerando o bien la
versión del tipo CCD.

En la figura 6.6 presentamos la velocidad de convergencia de cada uno de los
métodos, para el sistema hidrotérmico del ejemplo 6.1, considerando el error menor
que (5, 5 · 10−12). Obsérvese que para errores grandes el comportamiento de ambos
métodos es muy similar; sin embargo, al exigir errores más pequeños se incrementa
la velocidad de convergencia en el método Gauss-Southwell respecto al CCD.

Fig. 6.6. Convergencia con 7 centrales hidráulicas.

A continuación, aplicamos ambos métodos a un sistema hidrotérmico que consta
de veinte centrales hidráulicas, cuyos coeficientes han sido obtenidos a partir de
datos reales de una central. Hemos considerado que las centrales hidráulicas son de
carga variable y que no existe acoplamiento hidráulico entre ellas.

Mostramos en la tabla siguiente la expresión que genera cada uno de los coefi-
cientes de las centrales hidráulicas consideradas.

Tabla II. Datos de los coeficientes
Central hidráulica i-ésima

Gi (m
4/h.Mw) 526315 + 1000 · i

bi (m
3) (25 + 5 · i) 106

bii (1/Mw) 2 · 10−4 + 10−5 · i
ii (m

3/h) (10, 18 + i) 106

S0i (m
3) (200 + 5 · i) 109

Byi (m
−2) (149, 5− 2 · i) 10−12

Pimáx (Mw) 500
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En la fig. 6.7 presentamos la gráfica de la convergencia de ambos métodos para
alcanzar la tolerancia fijada que, en este caso, es de (10−11). Obsérvese de nuevo
cómo el método tipo Gauss-Southwell presenta una convergencia mucho más rápida
que el método tipo CCD al disminuir el error exigido.

Fig. 6.7. Convergencia con 20 centrales hidráulicas.

También, es muy importante resaltar que el hecho de considerar más centrales
hidráulicas no implica que se necesiten más iteraciones para alcanzar la tolerancia
fijada. Como vemos en los ejemplos resueltos la velocidd de convergencia depende
fundamentalmente de las características del problema a resolver. Esto hace de dicho
método una herramienta idónea para trabajar con sistemas de grandes dimensiones.



Capítulo 7

PRIMERA CONDICIÓN DE
WEIERSTRASS-ERDMANN.
CONJUNTOS MOLDEABLES

7.1. INTRODUCCIÓN

Aunque las funciones admisibles consideradas para el problema de optimización
hidrotérmica son de clase bC1, en [72] se estableció la imposibilidad de existencia
de soluciones con puntos angulares en problemas con potencias restringidas. A idén-
tica conclusión se llegó en el capítulo 5 de la presente tesis para problemas cuyo
lagrangiano asociado es no regular (transición suave). Estas ideas y consideraciones
han permitido iniciar una línea de trabajo que se interesa por cuestiones relacionadas
con la primera condición de Weierstrass-Erdmann, en problemas variacionales con
restricciones para las funciones admisibles.

La determinación de las extremales de un funcional pasa por la resolución de
una ecuación diferencial de segundo orden (ecuación de Euler) con condiciones de
contorno. Al considerar que las funciones admisibles pueden tener puntos angulares,
es decir, que los valores extremos del funcional pueden alcanzarse en funciones conti-
nuas con derivada continua a trozos bC1, las extremales del funcional, además de ve-
rificar la ecuación de Euler, han de satisfacer las condiciones de Weierstrass-Erdmann
en los puntos angulosos.

Las condiciones de Weiertrass-Erdmann aseguran que en los puntos de discon-
tinuidad de q0, siendo q extremal del funcional F , se preserva la continuidad de las
funciones: ½

(i) Lz0(t, q(t), q
0(t))

(ii) L(t, q(t), q0(t))− q0(t)Lz0(t, q(t), q
0(t)).

Ambas condiciones (correctas cuando se trata de extremos fuertes pero solamente
cierta la primera para extremos débiles) son de extraordinaria importancia a la hora

130
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de determinar extremales con puntos angulares, permitiendo también demostrar, en
ocasiones, la imposibilidad de su existencia.

Cuando se consideran restricciones para las funciones admisibles, dichas condi-
ciones no se cumplen necesariamente, debido a que la extremal correspondiente
puede no admitir variaciones bilaterales o, simplemente, no satisface la ecuación de
Du-Bois-Reymond.

En este capítulo se presenta, en primer lugar, una novedosa demostración de la
primera condición de Weierstrass-Erdmann para extremales con puntos angulares,
cuya técnica va a ser aplicable a ciertos problemas variacionales con restricciones
para las funciones admisibles.

A continuación, presentaremos una generalización de la primera condición de
Weierstrass-Erdmann, donde se establece una condición necesaria para extremales
con puntos angulares en problemas con restricciones de un determinado tipo. In-
troduciremos el concepto de conjunto moldeable con el fin de delimitar el tipo de
restricciones para las funciones admisibles, ante las cuales la condición anterior va
a mantener su validez. Apoyándonos en este concepto, se muestra la aplicabilidad
de la nueva demostración al problema del obstáculo, a problemas variacionales con
velocidad restringida así como con restricciones de inclusión diferencial.

Por último, presentaremos su aplicación a dos ejemplos: el primero de tipo
geométrico y el segundo, el problema hidrotérmico generalizado.

El trabajo desarrollado en este capítulo ha dado lugar a la publicación [20] de
Bayón y otros.

7.2. EXTENSIÓN DE LA PRIMERA
CONDICIÓN DE WEIERSTRASS-ERDMANN

Al imponer cierto tipo de restricciones de desigualdad a las funciones admisibles,
z, de un funcional, F (z), y con determinadas condiciones, se puede establecer una
extensión de la primera condición de Weierstrass-Erdmann.

Abordamos, en primer lugar, una nueva demostración [16] de la citada condición
de Weierstrass-Erdmann y la definición del concepto de conjunto moldeable en los
que basaremos la demostración de la ya mencionada extensión.

7.2.1. Una nueva demostración de la primera condición de
Weierstrass-Erdmann

La demostración clásica de la primera condición de Weierstrass-Erdmann se basa
en el uso de la variación Gâteaux del funcional en el caso general en que los puntos
finales son variables o el empleo de la ecuación de Du-Bois-Reymond satisfecha por
las extremales

Lz0(t, q(t), q
0(t)) = const.+

Z t

a
Lz(t, q(s), q

0(s))ds.
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La demostración que presentamos en este apartado está basada en el análisis de
la variación Gâteaux en ciertas direcciones que denotaremos por ht0ε , funciones ya
definidas en la sección 5 del capítulo 5 de la forma:

Definición Sea t0 ∈ (a, b) y ε > 0. Denotamos por ht0ε la función definida en
[a, b] del modo:

ht0ε (t) =

⎧⎨⎩
0 si t ∈ [a, t0 − ε] ∪ [t0 + ε, b]

(t− t0 + ε) si t ∈ [t0 − ε, t0]
−(t− t0 − ε) si t ∈ [t0, t0 + ε]

Nótese que ht0δ ∈ bC1[a, b], 0 ≤ ht0δ (t) ≤ δ, ∀t ∈ [a, b], y que

(ht0ε )
0(t) =

⎧⎨⎩
0 si t ∈ [a, t0 − ε) ∪ (t0 + ε, b]
1 si t ∈ (t0 − ε, t0)
−1 si t ∈ (t0, t0 + ε).

Teorema 7.1 Si L(·, ·, ·) ∈ C1([a, b]×R2) y q ∈ bC1[a, b] es un extremo local (débil)
del funcional

F (z) =

Z b

a
L(t, z(t), z0(t))dt

en el conjunto
D = {z ∈ bC1[a, b] | z(a) = α, z(b) = β},

entonces, ∀t ∈ [a, b], se cumple la primera condición de Weierstrass-Erdmann:

Lz0(t, q(t), q
0(t−)) = Lz0(t, q(t), q

0(t+)).

Demostración. Supongamos que q ∈ D es extremal de F y que para un cierto
t0 ∈ [a, b] (punto anguloso) se verifica que

Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−)) 6= Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+)).

En este caso llegaremos a la contradicción de que δF (q;ht0ε ) 6= 0, para un cierto
ε > 0.

Supongamos, en primer lugar, que

Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−)) < Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+)).

Teniendo en cuenta que 0 ≤ ht0ε (t) ≤ ε, ∀t ∈ [a, b], es obvio que existe algún
ε > 0 (suficientemente pequeño) para el cual se verifica la siguiente desigualdad:

sup
t∈(t0−ε,t0)

£
Lz0(t, q(t), q

0(t)) + ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))

¤
<

< inf
t∈(t0,t0+ε)

£
Lz0(t, q(t), q

0(t))− ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))

¤
y de esta relación se deduce la siguiente cadena de desigualdades:

I1 =

Z t0

t0−ε
[Lz0(t, q(t), q

0(t)) + ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))]dt ≤
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≤ ε · sup
t∈(t0−ε,t0)

£
Lz0(t, q(t), q

0(t)) + ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))

¤
<

< ε · inf
t∈(t0,t0+ε)

£
Lz0(t, q(t), q

0(t))− ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))

¤
≤

≤
Z t0+ε

t0

[Lz0(t, q(t), q
0(t))− ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t))]dt = I2.

Es bien conocido que ∀w ∈ bC1[a, b]
δF (q;w) =

Z b

a
[w(t) · Lz(t, q(t), q

0(t)) + w0(t) · Lz0(t, q(t), q
0(t))]dt.

Teniendo en cuenta que

ht0ε (t) = 0, ∀t ∈ [a, t0 − ε] ∪ [t0 + ε, b]

(ht0ε )
0(t) = 0, ∀t ∈ [a, t0 − ε) ∪ (t0 + ε, b],

se cumple

δF (q;ht0ε ) =

Z t0+ε

t0−ε
[ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t)) + (ht0ε )
0(t) · Lz0(t, q(t), q

0(t))]dt

y, por tanto,

δF (q;ht0ε ) =

Z t0

t0−ε
[ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t)) + 1 · Lz0(t, q(t), q
0(t))]dt+

+

Z t0+ε

t0

[ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t)) + (−1) · Lz0(t, q(t), q

0(t))]dt,

por lo que

δF (q;ht0ε ) =

Z t0

t0−ε
[Lz0(t, q(t), q

0(t)) + ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q
0(t))]dt

−
Z t0+ε

t0

[Lz0(t, q(t), q
0(t))− ht0ε (t) · Lz(t, q(t), q

0(t))]dt

= I1 − I2 < 0.

Si, por el contrario, suponemos que

Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−)) > Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+)),

razonando de forma análoga a la anterior, obtendríamos que δF (q;−ht0ε ) < 0.
¥
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7.2.2. Conjuntos moldeables

Como ya hemos comentado, no podemos garantizar la verificación de las condi-
ciones de Weierstrass-Erdmann cuando las funciones admisibles están sujetas a cier-
tas restricciones. Esto es debido a que en el extremo, la extremal correspondiente
puede no admitir variaciones bilaterales. No obstante, el método desarrollado para
la demostración del teorema 7.1 puede ser adaptado al estudio del extremo del fun-
cional restringido a conjuntos de funciones para los que existe

ĺım
x→0+

F (q + xht0ε )− F (q)

x
= δF (q;ht0ε ).

Introducimos, en primer lugar, el concepto de conjunto moldeable, que nos per-
mitirá definir un cierto tipo de restricciones en las funciones admisibles del funcional
F para las que existe el límite anterior.

Definición 7.1 Sea A espacio afín de espacio director V . Sea q ∈W ⊂ A. Diremos
que ω ∈ V es una dirección W -admisible en q si ∃θ > 0 tal que q + xω ∈ W,
∀x ∈ [0, θ].

Definición 7.2 Diremos que un conjunto de funciones Ω ⊂ bC1[a, b] es moldeable
en t0 ∈ (a, b) si ∀q ∈ Ω :

i) q0(t0−) < q0(t0+) =⇒ ∃ε > 0 tal que ht0ε es una dirección Ω-admisible en q.
ii) q0(t0−) > q0(t0+) =⇒ ∃ε > 0 tal que −ht0ε es una dirección Ω-admisible en q.

7.2.3. Primera condición de Weierstrass-Erdmann en problemas
con restricciones de desigualdad

Presentamos, en primer lugar, una condición necesaria para la existencia de ex-
tremales quebradas (con puntos angulares) en problemas con restricciones definidas
mediante conjuntos moldeables. A continuación, veremos qué debemos exigir para
que esta condición necesaria sea una extensión de la primera condición deWeierstrass-
Erdmann para funciones admisibles con cierto tipo de restricciones de desigualdad.

Teorema 7.2 (Condición necesaria) Si L(·, ·, ·) ∈ C1([a, b] × R2), Ω es moldeable
en t0 (punto anguloso) y en q se alcanza el mínimo local (débil) del funcional

F (z) =

Z b

a
L(t, z(t), z0(t))dt

sobre el conjunto

D = Ω ∩ {z ∈ bC1[a, b] | z(a) = α ∧ z(b) = β},

entonces se verifica

(q0(t0−)− q0(t0+)) · (Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−))− Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+))) ≤ 0.
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Demostración. Supongamos que

(q0(t0−)− q0(t0+)) · (Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−))− Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+))) > 0.

Se pueden presentar los siguientes casos:
i) Si q0(t0−) < q0(t0+), entonces Lz0(t0, q(t0), q

0(t0−)) < Lz0(t0, q(t0), q
0(t0+)).

Sea ε > 0 tal que ht0ε es una dirección D-admisible en q. Procediendo como en
el teorema 7.1, se cumple que

δF (q;ht0ε ) = ĺım
x→0+

F (q + xht0ε )− F (q)

x
< 0,

lo que contradice la hipótesis de que en q hay un mínimo local de F en D.

ii) Si q0(t0−) > q0(t0+), entonces Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−)) > Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+)).
Sea ε > 0 tal que −ht0ε es una dirección D-admisible en q. Ahora tenemos que

δF (q;−ht0ε ) = ĺım
x→0+

F (q + xht0ε )− F (q)

x
< 0,

que también contradice la hipótesis de partida.
¥

Vamos a ver que si imponemos ciertas propiedades a Lz0 , la condición nece-
saria establecida en el teorema anterior se convierte en una extensión de la primera
condición de Weierstrass-Erdmann.

Teorema 7.3 (Extensión de la primera condición de Weierstrass-Erdmann)
Si L(·, ·, ·) ∈ C1([a, b]×R2), Lz0(t0, q(t0), ·) es no decreciente, Ω es moldeable en t0,
y en q hay un mínimo local (débil) del funcional

F (z) =

Z b

a
L(t, z(t), z0(t))dt

sobre el conjunto

D = Ω ∩ {z ∈ bC1[a, b] | z(a) = α ∧ z(b) = β},

entonces se cumple la primera condición Weierstrass-Erdmann:

Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−)) = Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+)).

Demostración. Si Lz0(t0, q(t0), ·) es no decreciente, entonces

q0(t0−) < q0(t0+)⇒ Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−)) ≤ Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+))

q0(t0−) > q0(t0+)⇒ Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−)) ≥ Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+)),

por lo que

(q0(t0−)− q0(t0+)) · (Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−))− Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+))) ≥ 0.
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Ahora teniendo en cuenta la condición del teorema 7.2, se cumple:

(q0(t0−)− q0(t0+)) · (Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−))− Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+))) = 0.

Pero como en los puntos angulosos

q0(t0−) 6= q0(t0+),

entonces se tiene que cumplir la primera condición Weierstrass-Erdmann:

Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−)) = Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+)).

¥
Ahora es evidente el siguiente resultado en el que se garantiza que si Lz0 es

estrictamente creciente con respecto a z0, entonces no existen puntos angulosos en
la extremal que proporciona el mínimo del funcional.

Teorema 7.4 Si L(·, ·, ·) ∈ C1([a, b] × R2), y Lz0(t, z, ·) es estrictamente creciente
∀(t, z) ∈ (a, b)× R, Ω es moldeable para cada t ∈ [a, b], y en q hay un mínimo local
(débil) del funcional

F (z) =

Z b

a
L(t, z(t), z0(t))dt

en el conjunto
D = Ω ∩ {z ∈ bC1[a, b] | z(a) = α ∧ z(b) = β},

entonces q es C 1.

Demostración. Es obvia a partir del teorema anterior.
¥

7.3. CONSIDERACIONES SOBRE CONJUNTOS
MOLDEABLES

Mostramos a continuación cómo algunos problemas ya conocidos: el clásico pro-
blema del obstáculo, problemas con restricciones no holonómicas, etc., pueden ser
descritos en términos de conjuntos moldeables.

Previamente establecemos que la intersección de conjuntos moldeables es mol-
deable, lo cual permitirá considerar problemas con varias restricciones.

Proposición 7.1 Si Ω1 y Ω2 son conjuntos moldeables en t0 ∈ (a, b) , entonces
Ω1 ∩Ω2 también es moldeable en t0.

Demostración. Evidente teniendo en cuenta la definición de conjunto mol-
deable.

¥
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7.3.1. Problema del obstáculo

El problema del obstáculo es un problema variacional con restricciones holonómi-
cas (las funciones admisibles no pueden penetrar en cierta región limitada por una
curva).

Proposición 7.2 Si G ∈ C1[a, b], entonces el conjunto

Ω = {z ∈ bC1[a, b] | z(t) ≥ G(t),∀t ∈ [a, b]}

es moldeable ∀t0 ∈ (a, b).

Demostración. Tomemos q ∈ Ω con q0(t0+) 6= q0(t0−). Será suficiente considerar
los puntos de unión de q con la curva G(t).

Si q(t0) = G(t0), es fácil ver que q0(t0+) > q0(t0−), y obsérvese que ∀x > 0 y
∀ε > 0

q(t) + xht0ε (t) ≥ q(t) ≥ G(t), ∀t ∈ [a, b];

por lo tanto, ht0ε es una dirección Ω-admisible en q, ∀ε > 0.
¥

Proposición 7.3 Si G ∈ C1[a, b], entonces el conjunto

Ω = {z ∈ bC1[a, b] | z(t) ≤ G(t),∀t ∈ [a, b]}

es moldeable ∀t0 ∈ (a, b).

Demostración. La demostración es similar a la de la proposición anterior. Será
suficiente considerar los puntos de unión de q con la curva G(t). Sea q ∈ Ω con
q(t0) = G(t0), entonces q0(t0+) < q0(t0−), por lo que ∀x > 0 y ∀ε > 0

q(t) + x(−ht0ε (t)) ≤ q(t) ≤ G(t), ∀t ∈ [a, b];

por lo tanto, −ht0ε es una dirección Ω-admisible en q, ∀ε > 0.
¥

De forma análoga, se prueba el resultado siguiente:

Proposición 7.4 Si G1, G2 ∈ C1[a, b], entonces el conjunto

Ω = {z ∈ bC1[a, b] | G1(t) ≤ z(t) ≤ G2(t),∀t ∈ [a, b]}

es moldeable ∀t0 ∈ (a, b).
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7.3.2. Problemas con restricciones no holonómicas

Vemos que, bajo ciertas condiciones, considerando restricciones de desigualdad
en las derivadas de las funciones admisibles (problemas de velocidad restringida)
también obtenemos conjuntos moldeables.

Proposición 7.5 Si G(·) ∈ C[a, b], entonces el conjunto

Ω = {z ∈ bC1[a, b] | z0(t) ≤ G(t), ∀t ∈ [a, b] a.e.}

es moldeable ∀t0 ∈ (a, b).

Demostración. Tomamos q ∈ Ω. Supongamos, en primer lugar, que q0(t0−) <
q0(t0+) ≤ G(t0).

Teniendo en cuenta que q ∈ bC1[a, b] y la continuidad de G en t0,

∃ε > 0 tal que sup
[t0−ε,t0)

q0(t) < inf
[t0−ε,t0+ε]

G(t).

Ahora, tomando

θ = inf
[t0−ε,t0+�]

G(t)− sup
[t0−�,t0)

q0(t) > 0,

tenemos que ∀x ∈ [0, θ)

q0(t) + x < G(t), ∀t ∈ [t0 − ε, t0)

q0(t)− x ≤ G(t)− x ≤ G(t), ∀t ∈ [t0, t0 + ε]

y, consecuentemente,

q + xht0ε ∈ Ω, ∀x ∈ [0, θ) =⇒ ht0ε es una dirección Ω-admisible en q.

Si q0(t0+) < q0(t0−) ≤ G(t0), de forma análoga al razonamiento anterior, ten-
dremos que existe ε > 0 tal que −ht0ε es una dirección Ω-admisible en q.

¥

Proposición 7.6 Si G(·) ∈ C[a, b], entonces el conjunto

Ω = {z ∈ bC1[a, b] | z0(t) ≥ G(t),∀t ∈ [a, b] a.e.}

es moldeable ∀t0 ∈ (a, b).

Demostración. Es similar a la de la proposición anterior.
¥

A partir de estas dos últimas proposiciones y de la proposición 7.1, es inmediato
comprobar la siguiente:

Proposición 7.7 Si G1(·),G2(·) ∈ C[a, b], entonces el conjunto

Ω = {z ∈ bC1[a, b] | G1(t) ≤ z0(t) ≤ G2(t),∀t ∈ [a, b] a.e.}

es moldeable ∀t0 ∈ (a, b).
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7.3.3. Problemas con inclusiones diferenciales

Proposición 7.8 Si G(·, ·) ∈ C1([a, b]×R), entonces el conjunto

Ω := {z ∈ bC1[a, b] / z0(t) ≤ G(t, z(t)), ∀t ∈ [a, b] a.e.}

es moldeable para todo t0 ∈ (a, b).

Demostración. Supongamos, en primer lugar, que

q0(t0−) < q0(t0+) ≤ G(t0, z(t0)).

Sea
m := mı́n

t∈[a,b]
G0z(t, q(t)).

Es evidente que existen ε y θ, suficientemente pequeños, tales que, para cada

(t, x) ∈ [t0 − ε, t0)× [0, θ]

se verifica
q0(t) + x(ht0ε )

0(t) = q0(t) + x < G(t, q(t) + xht0ε (t))

y, además, para todo t ∈ (t0,t0 + ε],

−1 < (−t+ t0 + ε) ·m.

Por el teorema de Lagrange, deducimos que para cada (t, x) ∈ (t0,t0 + ε]× [0, θ]

G(t, q(t) + xht0ε (t)) = G(t, q(t) + x(−t+ t0 + ε))

= G(t, q(t)) + x(−t+ t0 + ε)G0z(t, ct),

donde ct ∈ [z(t), z(t) + x(−t+ t0 + ε)].
Por tanto, para cada (t, x) ∈ (t0,t0 + ε]× [0, θ]

q0(t) + x(ht0ε )
0(t) = q0(t)− x ≤ G(t, q(t)) + x(−t+ t0 + ε) ·G0z(t, ct)

= G(t, q(t) + xht0ε (t)).

En definitiva,
q0(t) + x(ht0ε )

0(t) ≤ G(t, q(t) + xht0ε (t)),

por lo que ht0ε es Ω−admisible en t0.
En el caso en que

G(t0, z(t0)) ≥ q0(t0−) > q0(t0+),

razonando de forma análoga, llegamos a la conclusión de que −ht0ε es Ω−admisible
en t0.

¥
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Proposición 7.9 Si G(·, ·) ∈ C1([a, b]×R), el conjunto

{z ∈ bC1[a, b] / G(t, z(t)) ≤ z0(t), ∀t ∈ [a, b] a.e.}

es moldeable para todo t0 ∈ (a, b).

Demostración. Es análoga a la de la proposición anterior.
¥

Proposición 7.10 Si G1(·, ·), G2(·, ·) ∈ C1([a, b]×R), el conjunto

{z ∈ bC1[a, b] | G1(t, z(t)) ≤ z0(t) ≤ G2(t, z(t)), ∀t ∈ [a, b] a.e.}

es moldeable para todo t0 ∈ (a, b).

Demostración. Es consecuencia inmediata de las dos proposiciones anteriores
y de la proposición 7.1.

¥
Si aplicamos el teorema 7.3 de la sección anterior, cumpliéndose las adecuadas

condiciones de convexidad, las soluciones quebradas de ciertos problemas varia-
cionales con restricciones de inclusión diferencial satisfacen la primera condición de
Weierstrass-Erdmann. De la misma forma, aplicando el teorema 7.4 de la
sección anterior, se cumple que en el caso de langrangianos estrictamente convexos
con respecto a z0 el valor mínimo del funcional se da necesariamente en funciones de
clase C1.

Observación 7 Los problemas con restricciones de inclusión diferencial son, pre-
cisamente, los que aparecen en el problema hidrotérmico generalizado con res-tricciones
derivadas de las limitaciones de generación para las centrales térmicas e hidráulicas:

Θb = {z ∈ bC1[0, T ] /z(0) = 0, z(T ) = b,Hmı́n ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ Hs(t)}.

Ejemplos de conjuntos no moldeables.
Caso 1. (Restricción de punto interior).
Suponiendo que t0 ∈ (a, b), el conjunto

Ωα = {z ∈ bC1[a, b] | z(t0) = α}.

no es moldeable en t0.
Caso 2. (Problema de reflexión de extremales).
Supongamos que G ∈ C[a, b]. El siguiente conjunto

Ω = {z ∈ bC1[a, b] | z(t) ≤ G(t) ∧ ∃! t0 tal que z(t0) = G(t0)}

no es moldeable en ningún punto.
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7.4. EJEMPLOS

La primera condición de Weierstrass-Erdmann y también la condición del teo-
rema 7.2 presentada anteriormente no se satisfacen, como acabamos de señalar, en
algunos problemas variacionales, cuando las funciones admisibles están sujetas a
ciertas restricciones que no resultan de conjuntos moldeables.

Aportamos, a continuación, algunos ejemplos en que las restricciones de las fun-
ciones admisibles pueden ser descritas en términos de conjuntos moldeables. En el
primero de ellos se muestra cómo se puede verificar la condición del teorema 7.2
al trabajar sobre un conjunto moldeable pero no se verifica el teorema 7.3, en el
que las exigencias son mayores. En el segundo ejemplo se muestra cómo, mediante el
teorema 7.4, se puede obtener la única solución de un funcional de forma muy simple
al descartar la existencia de puntos angulares. En el último ejemplo mostramos la
aplicación de la teoría desarrollada a un problema hidrotérmico.

Ejemplo 7.1 Consideremos el problema de minimización del funcional

F (z) =

Z 1

−1
L(t, z(t), z0(t))dt

con L(t, z(t), z0(t)) = −z0(t)2, en el conjunto

Ω = {z ∈ bC1[−1, 1] | z(−1) = z(1) = 0 ∧ |z0(t)| ≤ 1}.

Es obvio que

q(t) =

½
t+ 1 si t ∈ [−1, 0]
1− t si t ∈ [0, 1]

es una solución del problema 1 = q0(0−) 6= q0(0+) = −1.
Nótese que la primera condición de Weierstrass-Erdmann no se verifica:

Lz0(0, 1, q
0(0−)) = −2q0(0−) 6= −2q0(0+) = Lz0(0, 1, q

0(0+)).

Esto es debido a que Lz0 es decreciente, y por tanto las hipótesis del teorema 7.3
no se satisfacen. Sin embargo la condición del teorema 7.2, presentada anteriormente,
se satisface

(q0(t0−)− q0(t0+)) · (Lz0(t0, q(t0), q
0(t0−))− Lz0(t0, q(t0), q

0(t0+))) =

= (1− (−1)) · (−2− (2)) ≤ 0,

ya que Ω es moldeable.

Ejemplo 7.2 Sea L(·) ∈ C1[R] con L0 estrictamente creciente. Consideremos el
problema de minimizar

F (z) =

Z 1

0
L(z0(t))dt

en
D = Ω ∩ {z ∈ bC1[0, 1] | z(0) = 0 , z(1) = b},

donde

Ω := {z ∈ bC1[0, 1] | z(t) + t ≤ z0(t) ≤ z(t) + t+ 2, ∀t ∈ [0, 1]}.
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Denotaremos por fs la solución de la ecuación diferencial z0(t) = z(t) + t + 2
con la condición inicial z(0) = 0; y por fi la solución de la ecuación diferencial
z0(t) = z(t) + t con la condición final z(1) = b.

La solución q estará formada por arcos de extremal (C1 + C2t) y arcos frontera
(−1− t+ C3e

t o −3− t+ C4e
t), por lo que será de la forma

q(t) =

⎧⎨⎩
−3− t+ 3et si t ∈ [0, α]
c1 + c2t si t ∈ [α,α+ β]

−1− t+ (2 + b)et−1 si t ∈ [α+ β, 1].

Debido a que Ω es moldeable en todo punto, y en virtud del teorema 7.4, su
derivada tiene que ser continua, por lo que únicamente puede ser de la forma

q0(t) =

⎧⎨⎩
−1 + 3et si t ∈ [0, α]
−1 + 3eα si t ∈ [α, α+ β]
−1 + C4e

t si t ∈ [α+ β, 1]

para α = ln 2
3β , β =

2
3eα y C4 = (2 + b)e−1 = 3

eβ
.

Denotamos por kex la pendiente de la extremal; kfs = f 0s(0); kfi = f 0i(1).
En general, se cumplirá que si kfs > b > kfi, entonces la solución será la extremal

libre(Fig. 7.1-a): q(t) = bt.
A continuación analizamos los diversos casos con más detalle

Fig. 7.1. Solución q.

Caso a) Si kfs ≤ b; kfi ≤ b, la solución está formada por un arco frontera fs(t)
y un arco extremal tangente a fs(t) (Fig. 7.1-b). Por lo que α+ β = 1.

Caso b) Si kfs ≥ b; kfi ≥ b, la solución está formada por un arco de extremal
seguido por un arco frontera fi(t) (Fig. 7.1-c). Por lo que α = 0.

Caso c) Si kfs ≤ b ≤ kfi, la solución consiste en dos arcos frontera y un arco
extremal entre ellos (Fig. 7.1-d).
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Ejemplo 7.3 Consideremos un sistema hidrotérmico formado por m centrales tér-
micas y una hidráulica que deben satisfacer una potencia demandada que se ajusta
a la siguiente función:

Pd(t) = 350 + 5t(24− t)

en un intervalo de optimización de 24 horas.

Tomamos como modelo para el costo de combustible de la equivalente térmica
el cuadrático

Ψ(P (t)) = α+ βP (t) + γP (t)2

y no vamos a considerar pérdidas de transmisión en el sistema, por lo que la potencia
hidráulica efectiva coincidirá con la generación de la planta hidráulica, que viene
dada por la siguiente expresión

H(t) = Ph(t) = −A(t)z0(t)−Bz0(t)z(t)− Cz0(t)2,

donde los coeficientes A, B y C son

A(t) =
−1
G

By(S0 + t · i), B =
By

G
, C =

BT

G
.

En la tabla siguiente aportamos los datos de los coeficientes de la equivalente
térmica y de la central hidráulica, así como el volumen de agua disponible, b, para
la central hidráulica.

Tabla I.- Coeficientes

α β γ G i

9127.31 19.8841 0.0012718 570.834·103 301.952·106

S0 BT By b

407.808·108 219.597·10−8 149.5·10−11 90.120·106

En estas condiciones el problema planteado es la minimización del funcional

F (z) =

Z T

0
L(t, z(t), z0(t))dt,

con L de la forma

L(t, z(t), z0(t)) = Ψ(Pd(t)−H(t, z(t), z0(t)))

sobre el conjunto

D = Ω ∩ {z ∈ bC1[0, T ] | z(0) = 0 , z(T ) = b},

donde
Ω := {z ∈ bC1[0, T ] / 0 ≤ H(t, z(t), z0(t)) ≤ Pd(t)}.
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Tenemos, por tanto, un problema que involucra restricciones no holonómicas de
desigualdad en la derivada z0(t). Es fácil ver que Ω es moldeable si tenemos en cuenta
que H es estrictamente creciente con respecto a z0 y que puede ser expresado como

Ω := {z ∈ bC1[0, T ] | G1(t, z(t)) ≤ z0(t) ≤ G2(t, z(t)), ∀t ∈ [0, T ]},

donde H(t, z(t), G1(t, z(t))) = 0 y H(t, z(t), G2(t, z(t))) = Pd(t).
La solución q debe constar necesariamente de arcos de extremal y arcos fronte-

rizos (q0(t) = 0 o H(t, q(t), q0(t)) = Pd(t)). Al ser Lz0(t, z, ·) estrictamente creciente
y Ω moldeable en todo punto, en virtud del teorema 7.4, la derivada de la solución,
q0, debe ser continua.

Con el modelo considerado de generación hidráulica, H es decreciente con
respecto a z (Hz < 0) y, debido a la influencia del orden de magnitud de los términos
que aparecen en Hz0 , podemos afirmar que Hz0 es creciente con respecto al tiempo
(Hz0t > 0). Esto nos permite asegurar de modo sencillo que la potencia térmica ópti-
ma Pte(t) = Pd(t)−H(t, z(t), z0(t)) es decreciente en los intervalos correspondientes
a arcos de extremal. Efectivamente, la exponencial

exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, z(s), z
0(s))

Hz0(s, z(s), z0(s))
ds

¸
es creciente con respecto al tiempo; en los arcos de extremal se verifica la ecuación
de coordinación

−Lz0(t, z(t), z
0(t)) ·exp

∙
−
Z t

0

Hz(s, z(s), z
0(s))

Hz0(s, z(s), z0(s))
ds

¸
= −Lz0(0, z(0), z

0(0)) = K ∈ R+

y, como la constante de coordinación se mantiene, la expresión

−Lz0(t, z(t), z
0(t)) = Ψ0

¡
Pd(t)−H(t, z(t), z0(t))

¢
·Hz0(t, z(t), z

0(t))

es decreciente con respecto al tiempo y, por las observaciones antes realizadas
(Hz0t > 0), podemos concluir que la potencia térmica óptima es decreciente.

Esta circunstancia nos permite afirmar que existen γ, δ ∈ [0, T ] tales que la
solución q satisface⎧⎨⎩

H(t, q(t), q0(t)) = 0 si t ∈ [0, γ]
extremal libre si t ∈ [γ, γ + δ]

H(t, q(t), q0(t)) = Pd(t) si t ∈ [γ + δ, T ],

donde δ se puede calcular a partir de γ.
En estas condiciones, se trata de considerar para cada γ ∈ [0, T ] la función qγ

∈ C1[0, T ] que cumple qγ(0) = 0 y la condición siguiente⎧⎨⎩
H(t, qα(t), q

0
α(t)) = 0 si t ∈ [0, γ]

extremal libre si t ∈ [γ, γ + δγ ]
H(t, qα(t), q

0
α(t)) = Pd(t) si t ∈ [γ + δγ , T ],

y determinar el valor de α para el cual la condición de volumen final qγ(T ) = b se
satisface.
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Aplicando el programa desarrollado en el capítulo anterior para la resolución de
este tipo de problemas, obtuvimos la solución que representamos gráficamente en
la figura siguiente donde Pd es la potencia demandada, Pte es la potencia térmica
óptima, γ = 41

8 y δγ = 15.

Figura 7.2. Solución.



Capítulo 8

APORTACIONES Y
PERSPECTIVAS DE FUTURO

8.1. APORTACIONES

A continuación, y como consecuencia del trabajo desarrollado, podemos resumir
las aportaciones y principales conclusiones, tanto desde el punto de vista matemático
como de la gestión óptima de la generación eléctrica. Entre las principales aporta-
ciones destacan las siguientes:

• Construcción formal de la equivalente minimizadora para funciones de costo
generales bajo restricciones de potencia mínimas y máximas y demostración de la
conservación del carácter C1.

• Teoremas de coordinación con los que se establecen condiciones necesarias
de mínimo en los distintos problemas abordados. En todos los casos, el teorema
correspondiente proporciona la clave para la construccion aproximada de la solución.

• Teorema de transición suave en problemas con lagrangiano no regular. Este
resultado asegura, bajo ciertas condiciones de convexidad, que la solución es de clase
C1 y que, en términos de centrales de bombeo, el tránsito de la zona de generación a
la de bombeo se produce con suavidad permaneciendo un cierto intervalo de tiempo
en situación de parada.

• Demostración, bajo ciertas condiciones, de la ausencia de puntos angulares en
la solución de problemas que involucran restricciones de desigualdad. Introducimos
el concepto de conjunto moldeable con el fin de delimitar el tipo de restricciones ante
las cuales podemos asegurar la pertenencia a C1 de la solución. Comprobamos que
las restricciones no holonómicas de desigualdad en las funciones admisibles pueden
ser representadas a través de un conjunto moldeable (problema con inclusiones dife-
renciales), lo que garantiza la aplicabilidad de este resultado a los problemas de
optimización hidrotérmica con las restricciones consideradas.
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• Demostración de la convergencia del algoritmo desarrollado para la resolu-
ción de problemas variacionales multidimensionales con restricciones, inspirado en
el método de descenso coordenado cíclico. Su implementación en Mathematica se ha
revelado sumamente eficaz a la hora de resolver de modo aproximado una amplia
clase de problemas.

8.2. PERSPECTIVAS DE FUTURO

Planteamos algunas cuestiones que no se han abordado en este trabajo, pero que
son, sin duda, la continuación natural del trabajo presentado.

• Estudio de condiciones suficientes de extremo local en problemas con
restricciones y con lagrangiano no regular. Para ello, habrá que considerar, en lugar
de campos de extremales, campos de funciones qK que satisfagan las condiciones
expresadas en los teoremas de coordinación. Este tipo de campos contemplará nece-
sariamente la posibilidad de que por un punto pasen varias extremales con idéntica
inclinación. Naturalmente, el primer escollo que habrá que salvar es el análisis de la
factibilidad de la construcción de las funciones qK , lo cual parece estar relacionado
con el carácter creciente de Lz0 con respecto a z0.

• Los sistemas hidrotérmicos que constan de varias centrales hidráulicas que
están significativamente alejadas como para que haya que tener en consideración el
denominado ”retraso en el transporte” (tiempo que tarda el agua de una central
aguas arriba en llegar al embalse de la situada aguas abajo) no han sido consi-
derados en este trabajo. Es un problema de interés que va a involucrar ecuaciones
diferenciales con retardo.

• Se propuso un método inspirado en Gauss-Southwell que mejora la velocidad de
convergencia del basado en el de descenso coordenado cíclico. Queda por determinar
el estudio de la convergencia de este nuevo método.

• Elaboración de Estrategias Competitivas de Oferta para el Mercado Diario
de Energía. En este marco surge para las compañías generadoras la necesidad de
elaborar nuevas estrategias de oferta que les permitan lograr mayores beneficios. La
determinación de la estrategia óptima de oferta de un agente generador en un mer-
cado competitivo depende de varios factores, como su tamaño y tipo de tecnología y
el de sus competidores, el precio marginal y las restricciones técnicas de las unidades
de generación. Por lo tanto, es necesario desarrollar herramientas que combinen las
restricciones técnicas y modelen adecuadamente el mercado de energía.
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Capítulo 10

ANEXO I. LISTA DE
SÍMBOLOS

A(t)
Coeficiente que depende de las características del embalse de una
central hidráulica.

bi
Volumen de agua disponible que puede turbinar la central hidráulica
i-ésima hasta el instante T .

b Vector de volúmenes disponibles de las n centrales hidráulicas.
bii Coeficiente de pérdidas de la central i-ésima.

By
Parámetro que depende de la geometría del embalse de una central
hidráulica.

BTi
Parámetro que depende de la geometría del embalse de una central
hidráulica.

Di
Conjunto de valores de las potencias generables en cada instante por
la central térmica i-ésima.

F Funcional a minimizar.
Fi Función de costo de la central térmica i-ésima.eFi Función de costo de la central térmica i-ésima incorporando pérdidas.

F i
q

Funcional a minimizar sobre la componente i-ésima suponiendo un
cierto comportamiento para el resto de las centrales.

G Eficiencia de una central hidráulica.
Gi Función de costo de la central térmica i-ésima considerando pérdidas.
H Función de generación hidráulica efectiva.
Hi Función de generación hidráulica efectiva de la central i-ésima.
Hmáx Potencia máxima de generación de una central hidráulica.
H Conjunto de elementos admisibles para H.

Hi
q

Potencia generada por el sistema hidráulico, como función de la
central i-ésima, suponiendo un determinado comportamiento
para las restantes.

h(t) Altura del salto de agua.

Hn − Tm
Problema hidrotérmico que consta de m centrales térmicas y
n hidráulicas.

Hn − T1
Problema hidrotérmico que consta de n centrales hidráulicas y
1 térmica.

i Flujo natural del agua.
K Constante de coordinación.
m Número de centrales térmicas.
n Número de centrales hidráulicas.


