OPTIMIZACION DEL COSTE DE COMBUSTIBLE
EN UN SISTEMA HIDROTERMICO
MEDIANTE TECNICASDEL ANALISISFUNCIONAL

1 Introduccién

En esta tesis se estudialaprogramaci 6n éptimade un sistemade potencia hidrotérmico,
es decir, un sistema que comprende tanto centrales térmicas como centrales hidraulicas. Para
abordar € problema se utilizalateoria del andlisis funcional, junto con lateoria de los sistemas
discretos con condiciones de contorno.

Las centrales hidraulicas serén de carga variable, esto es, la potencia generada en cada
plantahidraulica es unafuncion del caudal de descargay del volumen de agua descargada hasta
eseinstante, o lo que eslo mismo de la cota de agua.

El problema consiste en minimizar el coste total de combustible de las plantas térmicas,
durante un intervalo de tiempo determinado, que suele ser de 24h., o dicho de otra forma, en
encontrar los valores de las potencias generadas en las térmicas y en las hidréulicas para que €l
costo de produccién sea minimo.

Las plantas hidraulicas estaran acopladas hidraulicamente, es decir, € caudal de salidade
una central vaainfluir en el caudal de entrada de la central aguas abajo y ademas se tendra en
cuenta el tiempo que tarda en fluir el agua entre las dos centrales, es decir €l retraso en €
transporte.

Consideraremos cuencas hidraulicas de naturaleza mdiltiple o ramificada, de forma que a
una central podran alimentarla varias centrales aguas arriba y también podremos encontrar
centrales sin ninguna central aguas arriba ocupando una posicion baja en la cuenca.

Para resolver € problema, en primer lugar utilizaremos la técnica desarrollada por los
autores El-Hawary y Christensen [24] que utilizan €l teorema del andlisis funciona [lamado
teorema de la norma minima, a continuacion a la solucién hallada, que Ilamaremos solucion
Optima 1, le aplicaremos la teoria de los sistemas discretos con condiciones de contorno para
hallar la solucién definitiva, que llamaremos solucion éptima 2 y que sera facilmente
implementable.

Por dltimo, a partir de la solucion hallada anteriormente, deduciremos un algoritmo de
optimizacion para € sistema hidrotérmico e implementandolo comprobaremos su
funcionamiento mediante un gjemplo concreto.



2 Fundamentos mateméaticos

A continuacién vamos a exponer las técnicas de optimizacion matemética, que
emplearemos para la resolucién del problema. Previamente haremos una exposicion de los
distintos conceptos matemati cos que vamos a emplear y seguidamente expondremos €l teorema
dedl andlisisfuncional que nosllevardalasolucion del problema.

2.1 Espacios de Hilbert

Comenzaremos este repaso de |os conceptos mateméti cos basi cos, definiendo los espacio
de trabajo en los que nos moveremos. Sea E un espacio vectoria definido sobre un cuerpo K.
Diremos que es un espacio prehilbertiano si esté definida un aplicacion (| .EXE - K, llamada
producto escalar, cumpliendo ciertas condiciones [44].

Se llama espacio de Hilbert atodo espacio prehilbertiano y completo.

En el posterior desarrollo utilizaremos, principal mente, dos espacios de Hilbert, que serén:

En primer lugar, €l espacio R" cuyos elementos son de la forma:
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El producto escalar que definimos en dicho espacio, viene dado por:
<x,y>=x'y

<X,y >:_Zl>ﬁyi

En segundo lugar, el espacio L,;"[0,T], donde los elementos del espacio son vectores de n
componentes, funciones del tiempo, definidas en €l intervalo [0,T;], dados por:
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Siendo B(t) una matriz simétrica 'y definida positiva, cuyos elementos son funciones del
tiempo, dada por:
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En este segundo espacio definimos €l siguiente producto escalar:

<v(t),u(t) > = J TOBOU
paratodo v(t) y u(t).

Podemos observar que la norma vendra dada por:

T

lu) [F= <u(t), u(t) > = Jo WTB )t

2.2 Operadoreslineales
Sabemos que un operador lineal es una aplicacién de un espacio en otro:
T X----5Y
X=—===5T(X)
gue cumple la propiedad de que:
Ox,x,0X vy » L, OR
T(ax, +ox,) = a,T(x,) +0,T(x,)
Ademas decimos que dicho operador esta acotado si se verifica que:
ITE) =M [Ix || DxOX
Un operador lineal acotado que vamos a emplear es:
T LylOT]-—-—---- -R"
b =Tlu(t)
T

b= J "MTu(t)dt (32.2.1)

en donde M es unamatriz, que definiremos més adelante.

2.3 Operadores conjugados
Dado el operador T entre dos espacios de Hilbert:



se define el operador conjugado de T (y se representa por T') como:
T G-———-——- —~H
gue verifica:
<Tx,y>=<x,Ty> (3.231)
Obsérvese que € producto escalar de laizquierda estéd dado en G, mientrasel de laderecha

esta dado en H.
V eamos |os operadores conjugados que utilizaremos en adel ante:

1
T E"--—-—- ~E"
X—=—=—=== -T(x)
T(X) =Ax
Al operador conjugado dey vamos allamarle z
z=Ty
En primer lugar hallamos el producto escalar dey por € transformado de x
<Tx,y>=<Ax,y >=(Ax)'y =x"ATy (3.2.3.2)
Ahora calculamos el segundo miembro dela ecuacion (3.2.3.1)
<x,Ty>=<x,z>=x"z (3.233)
Igualando las ecuaciones (3.2.3.2) y (3.2.3.3) obtenemos:
x'z=x"Aly
z=A"y
T(y)=A"y
Por 1o tanto vemos que el operador conjugado de T es:
T: E"-——-- ~E"
X————- ~ ATX

2) Vamos a hallar ahora el conjugado del siguiente operador:
T Lg0OT]--—--- - R"
u(t) ——-- - T[u()]
T
T[u(t) = J MTu(t)dt
0
Como hemos visto anteriormente, se tiene que verificar que:

<Tu,b>=<u,Tb>



Como en el caso anterior, a operador conjugado de b, vamos allamarle z
z=Tbh
Ahora se puede ver facilmente que:

T

Ty 0 Ty d o
<Tu,b>= <§ MTu(t)th b>= g MTu(t)th b= J u(t) Mbat (3234
0 0 0

y asimismo:
N

f
<u,Tbh>=<u,z> :J u(t)"B(t)zdt
0

Igualando (3.2.3.4) con la ecuacion anterior y teniendo en cuenta que laigualdad debe de
verificarse paratodo t, [legamos a

T T

J "u(t) Mbt = J "u(t)B M)zt

u(t)'Mb =u(t)"B(t)z

De aqui deducimos que:
Mb =B(t)z
z=B7(t)Mb
Tb=B*Mb
Por 1o que el operador conjugado de T es:
T RM"———————- ~Ly[0,T]
b-------- ~T(b)
T'(b) =B(t)Mb (3.2.3.5)

3.2.4 Operadoresinver sos
Definimos el operador inverso de:

T: X----- SY
X——=== - T(x)
como el operador:
T Y-——--- - X
tal que:
T[T = T[T ()] = x (32.4.1)

Vamos a hallar un operador inverso que utilizaremos més adelante. Primeramente
calculamos el operador compuesto de las ecuaciones (3.2.2.1) y (3.2.3.5):



T
T(T'b) = T[B{t)Mb] = J MTB(t)Mbot
0
Llamamos:
K(b) =T[T (b)]
y acontinuacion hallamos el operador inverso de éste:
KIK™(b)] =b (3.24.2
T,

KK (b)) = Jo "MTB (MK (o)dt

Teniendo en cuenta (3.2.4.2):

T

J "MTB(t)MK Y(b)dt = b

Despejando obtenemos:
1

T
K™(b) =§ MTB ()Mt b
0

Por lo tanto €l operador inverso que buscamos ser&:
1

ey ™= @ "B (oMdl] b

3.2.5 Teorema de la norma minima
Para optimizar nuestro funcional de costo, vamos a utilizar conceptos deandlisis funcional,
como €l siguiente teorema, [lamado teoremade la norma minima[24]:

Teorema 1. Sean B y D espacios de Banach, T un operador lineal acotado definido en By que
tomevaloresen D y u, un vector dado en B. Paracadab del rango de T, existe un Gnico elemento
u, perteneciente a B tal que:
b=T(u)
y que minimice el funcional:
JW) =lu-u, ||
El Unico dptimo u, perteneciente a B viene dado por:
u, =T'(b-Tu,) +u,
Donde €l operador T, en € caso de espacios de Hilbert, es € siguiente:
T©E=T(T) ()
supuesto que existe €l operador inverso de T(T).



2.6 Aplicacion del torema de la norma minima

Mas adelante veremos que hemos de resolver € problema de encontrar € minimo de un
funcional que, enmarcado en el espacio apropiado, puede ser expresado en forma de norma
€omo:

(] =lu@) + v |

donde v(t) es un vector conocido y u(t) tendré que verificar la ecuacion:

b =Tlu(t)
siendo T €l operador lineal:
T LylOT]-—-—---- -R"M
ut)-—----- - Tu(t)

T

Tlu(t)] = Jo "MTu(t)dt

Para encontrar €l vector 6ptimo u,(t), aplicamos el teorema 1 visto anteriormente, que en
este caso seré&

u(t) = Tﬂ) +%T(v(t))ﬁ—%v(t) (326.1)
Llamando h &
h=b +%T[v(t)] (3.2.6.2)
laexpresion (3.2.6.1) nos quedard como:

WO =T'M) - v =TLTTY ' - v(y)

(TT) 'h= %

TUTT) ' = B(t)M %

T, 1

f
M'B7(t)M dt% h

T, 1

f
M'B7(t)M dt% h

Delaecuacion (3.2.6.2) obtenemos:

T

f
h=b +}J My (t)dt
2o

y de estas ecuaciones ya podemos obtener el vector optimo que vendra dado por la expresién
siguiente:
T, 1

L) =B OMO  MBYoMdD B+t M-Sy
(1) =  MTBOM %”EJO M5



2.7 Teor ia de sistemas discr etos con condiciones de contor no
Vamos a estudiar los sistemas de ecuaciones en diferencias con condiciones de contorno
delaformasiguiente:

y(+)-y() =F (). y( +1.j)

9(y(Q) +h(y(@) =c 38271
Donde F, g y h son funciones vectoriales y ¢ es un vector constante. Mas adelante
mostraremos que (3.2.7.1) puede ser representada por unagran variedad de ecuaciones en sumas.
Haremos especial hincapié en los problemas lineales de laforma:
y(i +D)-y() =AG)y( +D+B()y()+ ()
My(0)+Ny(a) =c
id012..9-3 (3.27.2
donde A(j), B(j), M, y N son matrices de dimensién (PxP) y f(j) y ¢ son vectores de dimensién P,
(siendo ¢ un vector constante).
En primer lugar vamos a estudiar €l problema en esta Gltima forma, es decir el problema
lineal, para a continuacion estudiar €l problema en su formageneral.
Supondremos que A(j), B(j) vy f(j) estan definidos para:
id012..9-3
yque |I-A()]|#0.
Representaremos por ®Y(j,i) lamatriz de transicion del sistemallineal:
y( +D)-y@d)=V(yQ)
en donde V(j) viene dada por:
V(i) =0 -AGTAG) +B()]
Se puede ver [33] que esta matriz 1a podemos hallar de la siguiente forma:
(-K] j=zk+1
I j=k
Ahora ya estamos en condiciones de enunciar un teorema [33] para resolver €l problema
lineal que tenemos planteado.:

®Y(j,K) = ? +V

Teorema 2. Si el determinante:
IM +N®Y(q,0)| 20
y lamatriz:
L+V() =0 -AGI I +B()
esnosingularparas j { 0,1,2,...q-1

entonces (3.2.7.2) tiene una Unica solucion I (j) que puede ser expresada en laforma:



-1
F(j) =H™"(j)c +3 G™™(j, k)f(K)
k=0
donde las matrices H""(j) y G™"(j,k) son las matrices de Green y vienen dadas por:
H™"(j) = ©"(,0)[M +N®"(q,0] "

SHM MO Ok+1)[1 -AK] ™" 0sksj-1

G (j'k):D—HVMN(j)N¢V(q,k+1)[| _A(k)]'l j<k=qg-1

Si se cumplen las hipétesis del teorema anterior entonces a conjunto { A(j), B(j), M, N} se
le Ilama conjunto de condiciones de contorno compatible [33].

Supongamos que tenemos el problema con dos condiciones de contorno en su forma més
general:

y(i +D)-y@)=Fy( +1,y0().))
9(y(0) +h(y(@)) =c
id012..,9-1 (3.27.3)
Este problemalo podemos reducir alaforma (3.2.7.2) del siguiente modo:
y(i +D-y() =A0)Y( +D+BG)y() +{FG +1).y().)) -AG)Y( +D)-B()y(}

My(0) +Ny(q) =c —g(y(0)) —h(y(a)) + My(0) +Ny(a)
Por lo tanto €l problemalo podemos expresar como indicamos a continuacion:

y(i+D-y()=A0)YyG( +D+B>G)y3() + ()
My(0) +Ny(q) =d

id012..9-3
en donde f(j) y d vienen dados por:
f0)=F (G +1.y().1) -AG)y( +D-B()y()
d=c-g(y(0) -h(y(a)) +My(0) +Ny(q)
Una vez modificado e problema, ya le podemos aplicar todo lo que hemos visto
anteriormente 'y sabbemos que dicho problema es equivalente ala ecuacion en sumas;

V(i) =H™(G)e +'Z 6™, KK (3274)

Si llamamos J a conjunto de condiciones de contorno compatible { A(j), B(j), M, N} y
representamos:

. q_l .
T =H™ () + 26K

entonces la ecuacion en sumas (3.2.7.4) la podemos expresar como una ecuaci on en operador de
laforma:



y(i)=T(y(i) (3275)
Estaecuacion estara definidaen un espacio de Banach apropiado y los resultadosreferentes

ala convergenciade agoritmos del punto fijo de laforma:
Yinrny = T(Yn)

nos servirén para resolver (3.2.7.3). En particular analizaremos el método de contraccion del
punto fijo modificado.

2.8 Algoritmos del punto fijo

En los capitulos siguientes, y tras aplicar diversos métodos de optimizacion, [legaremos
siempre a un sistema de ecuaciones, en general no lineal.

L os sistemas de ecuaciones no lineal es se pueden expresar considerando cada componente
de un vector desconocido como unafuncién de todas |as componentes del vector:

Y =TV Yo on Y) i=12..5s

Denotando por ¥ = (Y4, Yo, -, ¥s) Y T(Y) = (To(Y), TY), ..., Ts(y)) € sistema anterior queda
expresado por:

y=T(y)

Si existe un elemento y* que cumplalaecuacion anterior, aeste elemento se lellama punto
fijodeT. Laecuacién proporciona, bajo ciertas condiciones de convergencia, un método iterativo
que permitirallegar ala solucion del problema.

Este método se conoce con el nombre de algoritmo del punto fijo: Sea Y un espacio de
Banachy T unaaplicacion de Y en si mismo. Sea y, un elemento de Y. Lasucesion{y,} generada
por:

Yosr = T(Y,) n=0,12,..

se llama algoritmo de contraccion del punto fijo o sucesion CM para T basada en y,,

La convergencia del método y la unicidad de solucion estén aseguradas por € siguiente
teorema[33]:

Teorema 3. Sea Y un espacio métrico completo con métricad y sea Q un subconjunto cerrado de

Y. Si Ttransforma Y en Y, Q es T-invariante y existe un a positivo y menor que 1 tal que:
o(T(y), T(y")) < ad(y.y) Oy,y' 0

entonceslasucesion {y,} de CM paraT basadaen cualquier y, (2 convergea Unico punto fijo

y" de T en Q y ademas se cumple que:

n

* a a
Oy 1Y) < 7 00 Ya-0) £ 780 Vo) paran =0,1,2, ...



La aplicacién directa del algoritmo del punto fijo a veces no conduce a una sucesion de
aproximaciones convergente. Frecuentemente, es posible modificar T de forma que la sucesion
de aproximaciones sea convergente, estees, el [lamado algoritmo del punto fijo modificado [33]:

Teorema 4. Sean Ty V aplicaciones de Y en Y. Supongamos que la matriz (1-V) es invertible y
seaP laaplicacion de Y en Y dada por:

Py) =0 -VI"'[T(y)-V(y)

entonces y* es un punto fijode Tsi y sdlo si y* esun punto fijo de P.

Por tanto, el algoritmo del punto fijo modificado se puede expresar de la siguiente forma:
Your = [ =VIT[T(Y,) —V(¥,)
Asi el limite de la sucesion del algoritmo del punto fijo modificado para T basada en vy,

coincide con €l limite deladel punto fijo para P también basada en y,,. El siguiente teorema[33]
sera fundamental en todo el desarrollo posterior.

Teorema 5. Supongamos que P es diferenciable sobre S= é(yo, r) y que existen nimeros reales
nyaconn=0y 0<a<1ta que
1
Ii=Yllsn,  sup{ll P'(Y) Ik <o, = n<r
yOs
entonces la sucesion {y,} del punto fijo modificado de T, basada en y, y V, converge a Unico

punto fijoy* de T en S y latasa de convergencia viene dada por:

S TP P TV
l_a yn yn—l —l_a yl yO :

Iy -vall<

Laimportancia de esta proposicion radica en el hecho de que e método del punto fijo se
extiende a operadores que no son contractivos. La condicién basicade que
sup || T(y) I a<1
yos
se reemplaza por € que la derivada de P(y) sea bastante pequefia en S. Por otra parte, si
sup || -V [T"(y) -V [|[sa<1
yos
paraalgun operador V con (I-V) invertible, se puede acelerar la convergencia. En el corolario no
se especifica €l operador lineal V. Més informacion acerca de la seleccion de V se puede
encontrar considerando la diferencia entre dos aproximaciones sucesivas.



Del teoremadel Valor Medio se obtiene que laconvergenciaseramasrapidasi €l operador
V se elige de manera que:

sup (101 [T (5, +80, Yo )=V n=12,..

sea suficientemente pequefio. Evidentemente, hay diferentes elecciones de V.
3 Planteamiento del problema

Vamos a suponer que nuestro sistema consta de W cuencas hidraulicas. Parasimplificar el
problema estudiaremos una sola cuencay al final extenderemos el resultado a todas las cuencas
del sistema.

Sea un sistema con n centrales el éctricas, de las cuales m son térmicasy € resto, es decir
n-m, hidréulicas, repartidas en una sola cuenca. L as centrales hidraulicas van a estar situadas tal
como seindica en lafigura 2.9, y por lo tanto existird acoplamiento hidraulico entre €ellas. El
problema que vamos a estudiar consiste en calcular las potencias que tienen que generar las
distintas centrales, paraque €l coste de combustible, durante €l intervalo de optimizacién [0,T{],
seaminimo.

Nuestro objetivo, por tanto, es minimizar €l coste total de combustible, esdecir, tendremos
gue minimizar el funcional:

T

f m
3= 30+ BP0 +YPIO
o i=1
sometido a una serie de restricciones. La primera:
PRICELAORLAC

Utilizando laférmula de pérdidas que ya vimos, estarestriccion la podemos expresar dela
siguiente forma:

3 3 POBPM)+ 3 (B,~DP)+Py(t) Ko =0 (33.1)

Otras restricciones que tendremos que considerar las obtendremos operando
adecuadamente en las ecuaciones de funcionamiento de lared hidraulicay seréan:

q,.,0-0..0=0 (OR) 6 i=123...n-m
Pomai®) + A, (00,0 +B 410y (0Q, () +Crui02,() =0 (| DR (3.32)
thﬂ(t)+Am+i(t)qm+i(t)-Bmﬂqmﬂ(t)j DZRHYJ-(H-)+|3m+iqm+i(t)Qm+i(t)+Cm+iqn2m(t) =0 (i OR,p)

Siendo R, launién delas plantas cabeceray aisladas y R, launion delas plantas intermedias

y desembocadura.



Para tener en cuenta estas restricciones introducimos unas funciones multiplicadoras
desconocidas, que vamos a llamar I(t), ni(t), m(t) y r;(t). Tendremos que incluir en el funcional
de costo estos multiplicadores, junto con las restricciones correspondientes, obteniendo lo
siguiente:

f
J:J It donde: | =1+,
0

La primera parte del integrando incluye los términos eléctricos y la segunda los términos
hidréulicosy su desarrollo es el siguiente:

(BP (t)+V.Ps(t))+|(t)[Z Z P(t)B;P;(t)

||[\/|3

—él(l— BIRWI+ 3 n(OP0

La segunda parte del integrando incluye las restricciones hidraulicas (excepto € término
de P,;(t)) y expresando (2.7.3) del modo siguiente, sin més que elevar a cuadrado, obtendremos
la cuarta restriccion:

2t.0)=0 Wit.T) 0stsT, |
KRt (i0Ry) (333
VT, 1) + QAL — 1) +2W (T, T)Q(t - 1) T <t<T,
Con todo €llo:

=], (2, NOAOA0 +Cato

+BQ(1)Q,(1) + m(t)g (1) + M )Q(t)
Bn®a® 3 Y(t.r)g+ 5 z r(t)Yz(t,r)}dt

i DRhID i ORyp i
-5 3 j rOIQX ~ 1)+ 2% @, T)Q(t — T ot
i ORyp j ORy
En la expresion anterior se han suprimido |os términos que no dependen explicitamente de
las variables de control (W, Py, ...), se han despreciado algunas constantes (K o, ...) Y se han
realizado transformaciones aplicando integracién por partes (término r (t), Q(t), ...).
Se puede obtener una expresion todavia mas simplificaday sin retraso en lavariable Q;(t)
mediante cambios de variabley laintroduccién de las nuevas funciones:
W (t,T)rt+1) O0<t<T -t
('J)_ 0 T -T<t<T,
ot 1) = Eri(t +1) 0<t<T, -7
i('ri)_g 0 T, -T<ts<T,



Una vez formado € funciona de costo aumentado y modificado debemos expresarlo en
forma de norma para poderle aplicar los resultados del andlisis funcional que veremos més
adelante. Definiremos:

1) El vector de control:

_[P@)

u(t) = t)
formado por los siguientes subvectores:

P(t): incluye las potencias activas de todas | as plantas generadoras del sistema.
W(t) = col[W,(t):i OR]

con dimensién y definicion diferente segin la categoria de la planta ala que serefiera:

) |
Vvl(t) - Elml(t)g g RhCA
0,00
WO=MOH  con Y0 =colY1)] OR] | Ry
Y ()0

2) El vector auxiliar:

_ IN(yln;
“O=5 of
siendo:
B,—1(t)(1-By)

O
0 B-l()(1-By)
O
O
O
O

OOooooogoond

D B,-1A-B,)
SO = O -10 @-B,.0)

- - [
o) =10 (1= By o)

g : a
g ) a
g a

0 nO-100-B,) T
L, (t) =col[L,(t):i OR] con L, () = col[m,(t), ()]
donde los subvectores | ;(t) vuelven a depender del tipo de planta:
L) =M@ +nOAO +pE ] ( OR)
L@ =MO+nOAQ]  (0ORy)



(1) =col[m® +nMOA®).0] (i ORy)
Li(t) =col[m(®) +n®OA® +p(t,1),0]  (0ORy)
Las componentes del vector 0, son ceros y su dimension es el nimero de plantas que

alimentan alai-ésima.
3) Lamatriz cuadraday simétrica

B(t) = diag[B,(t), B, (t)] 6 bien:
IZIBan(nt) 0 0 0 g
00 B, O 00
0 0 B,. ) ... 0
BO=H p 0 o o ﬁ
g O O O g
0 O O O 0
0o 0 0 B,(t)D
Las submatrices son:
gyl"'Bnl (t) Blzl (t) Blml (t) : Blnl(t) g
O B21' (t) y2+Bzzl ® .. BZml (t) : Ban(t) 0
% O O " " O " " %
B (t) =
30 Bl ) B ... . Brsimsd @) oo Brarl (O
0O 0O u| " " 0 " 0
O O
0 B, (1) B, (t) e B . .. B, O

Lamatriz B,(t) es diagonal por bloquesy las submatrices B,;(t) de que consta son, segin

la categoria de las plantas:

O . O
a0=gzoh0et] o g (0Ro)
0 0 Cini(t)D
o1 . [l
B, ="20"0 00 ( OR,)

O

o o Cn(t)o

Para las plantas desembocadura, la dimension de esta matriz depende del nimero de
plantas que las alimentan:

B,(0) = diag 5B, 1) By (O

5_=SnO BLOD
|ﬁwni (t) Bwri (t)D



Lasubmatriz B,,;(t) es diagonal, de dimension el nimero de plantas que alimentan alade
trabajo:
B,i(t) = diag[r;(t):j DRy
y e vector B,;(t) es de dimension compatible con la anterior submatriz y tiene todas sus

componentes de igual valor:
B,.() = coI@%Bini(t), H (i ORp)

Para las plantas intermedias se obtiene una matriz casi idéntica a la anterior, salvo que
aparece la funcion 6;:

B, (1) = diag S (B,(0)+ 60, 1)),Bu] ( OR,)

Teniendo en cuenta, ahora, €l vector L(t) y la matriz B(t), se puede ver facilmente que €

funcional de costo se puede expresar de lasiguiente forma:
T

(] = [ IT0u0 +UOBOU
Para hacer unaultimatransformacién en el funcional de costo vamos aintroducir el vector
V(t), definido de la siguiente forma:
Vi) =L ®)B™()
Unavez que hemos definido este vector, estrivial, aplicando propiedades elementales del
algebra de matrices, comprobar que se cumple:

1 101 .1
s :@‘FQ@FH“Tf
L'u+u'Bu SVEBII+SVE-oVIBLV

Por lo que el funcional de costo vendra dado por laexpresion:

ot = [ o+ 3vefso o+ vl jvoso jvora

Como €l ultimo término del integrando no depende del vector de control u(t), adoptaremos
como expresion para el funcional de costo:

otwer= [ o+ 2violso Bo+ volk

A continuacion consideramos u(t) y V(t) elementos del espacio de Hilbert L,;°[0,T,] cuyos
elementos son vectores de D componentes, cada una de las cuales son funciones del tiempo
definidas en €l intervalo [0,T,] y de cuadrado integrable.

Ladimensién D es3n - 2m+ d + |, pues tenemos n potencias, dos componentes por cada
central hidraulicay una componente més por cada central intermediay desembocadura presente
en € sistema (d es €l nimero de centrales de desembocadurae | e de intermedias).



Siendo B(t) una matriz simétrica y definida positiva cuyos elementos son funciones del

tiempo, definimos el producto escalar en el espacio de Hilbert como:
T

<v(t),u(t) >= J VOBt

Y por tanto podemos expresar el funcional de costo en forma de norma como:

o1l = Fho + 2vef]

Y parafindizar, €l volumen de agua disponible durante el intervalo de optimizacion enla
central hidréulicai es como ya vimos b; y por tanto, en cada central hidraulica se tendra que

cumplir:
N

f
J G..(Odt=b .  i=123..,n-m (334)
0

Vamos a expresar esta Ultima restriccion en forma mas conveniente parael planteamiento
del problema. Para ello vamos a definir primeramente el siguiente vector:
b = COI[bm+1' bm+2' bm+3' B er

A continuacion, definimos la matriz M definiendo previamente los vectoresOy 1:

1=[1 0 0 0 .. Q 0=[0 0 00 .. Q
Ixn Ixn
o 1 0 0 .. o0+
[kn 1x2 1x3 1x3 ]
o o0 1 o0 .. o00O
n 2 13 13 ]
o o0 o 1 .. o0Q
MT _[xn 2 13 3 3]
(n—m)x(4n—3m—1)_|:|- O
0 0
- 0
. 0
S o o o .. 1H

|1>(n Ix2 1x3 I1x3 1xd:|
Vemos que la matriz transpuesta de M tiene n-m filas, 4n-3m-1 columnas, y se puede
comprobar que:

MTu(t) = col[y, (1), Gy (1), -, G (1))

Por tanto:
T

f
b :J MTu(t)dt
0

La Ultima expresion define el operador lineal acotado:
T: Lo 0T ----—- SR

b =Tlu(t)



Esta tlltima ecuacion, junto con laexpresion del funcional de costo, vista con anterioridad,
reduce el problema a:
Encontrar el vector de control u(t) que minimice el funcional:

1w = b + Ve

y que satisfaga la ecuacion:
b =Tlu(t)

4 Solucion 6ptima 1

En €l epigrafe anterior se obtuvo € funciona de costo en forma de norma, y larestriccion
en formade una ecuacion en operador, de modo que estamos en condiciones de aplicar €l teorema
1 (teoremadelanormaminima) y sin mas que realizar operaciones matriciales hallar lasolucion
Optimadel problema.

Dicha solucién dptima junto con las restricciones del sistema, definen completamente la
estrategia 6ptima de operacion.

Sin embargo la solucion que proporciona el teorema no es préctica debido, entre otras
razones, a que se trata de un sistema integro-diferencial donde ademés aparecen las funciones
multiplicadoras desconocidas, las cuales deben calcularse imponiendo las restricciones del
sistema.

Si sustituimos los valores Optimos de las variables g (t), Q.(t) e Y;(t,T,) en las ecuaciones
de restriccion correspondientes, eliminando las funciones multiplicadoras m(t)yr;(t), y las
variables de pseudocontrol g(t) e Y(t,T,), podemos buscar la solucion dptima resolviendo un
sistera de ecuaciones diferencial es de segundo orden con condiciones de contorno, junto con las
restricciones (3.3.1) y (3.3.2).

A esta forma de la solucion le llamaremos solucion Optima 1y viene expresada por el
sistema de ecuaciones diferenciales:

%[ZCmﬂnmﬂ(t)Qmﬂ(t) + A fON (O] + By aNiy 1 (0Q 41 (t) + G a(1) =0

%[ZCWZ”WZ(I)QWZ(I) + A O 2(] + By N o()Q o) + G oft) =0

%[ZCnnn(t)Qn(t) + A O] + Bh, (0Qu(1) +9,(t) =0

con las condiciones de contorno paralavariable volumen, que se deducen inmediatamente de la
restriccion (3.3.4):



Qm+1(0) =0 Qm+1(Tf) = bm+1
Qm+2(0) =0 Qm+2(Tf) = bm+2

Qn(o) =0 Qn(Tf) = bn
y debiendo cumplirse las restricciones (3.3.1) y (3.3.2) para poder hallar los multiplicadores
[(t)y n(t) adn incognitas:

3 PO, + 3By~ DP (D) +Py(t) +K =0

th+i(t)+Am+i(t)qm+i(t)+Bm+iqm+i(t)Qm+i(t)+Cm+iq§1+i(t) :O (I D RhcA)
th+i(t) +Am+i(t)qm+i(t) - Bm+iqm+i(t)j DZR,‘ Yj(t’Tj) + Bm+iqm+i(t)Qm+i(t) +Cm+iqé+i(t) =0 (I g RhID)

Es de destacar que se trata ya de volimenes y caudales Optimos y también que se ha
supuesto B; =0 (i # j) en laformula de pérdidas. También tendremos en consideracion que las
potencias Optimas generadas, tanto en las centrales térmicas como en las centrales hidraulicas,
vienen dadas por:

1B-1(1)(L-By)

O EVEY-NT0)
i=123,..m
_ 1nm+i(t)_|(t)(l_Bm+io)
th+i(t)_ é Bm+im+i|(t)
i=12,...n—-m
Las funciones g,.(t) que aparecen anteriormente son:
gt)=0 (i OR,)
Bnt+T)Q(t+1) 0<t<T -1, .
i =0
41 =E 0 T-t<teT (i ORy)

BBknk(t +Ti)Qk(t +T) _%[DBini(t)j Dth. YJ'(I'TJ')B O<t<T,-T

505 4 _ ( OR,)
. —a[DBini(t)jDthi[qu(Tj,Tj)'i-Qj(t W0 1ogetsT,
g =-g BN, 2 VTS ( ORy)

siendo k la plantainmediatamente aguas abajo a laplantai.
Ahora ya tenemos € problema preparado en términos de un sistema de ecuaciones
diferenciales con condiciones de contorno.



En primer lugar transformaremos dicho sistema mediante operaciones elementales
obteniendo n - m ecuaciones de 2° orden:

E(?mﬂ(t) + pm+1(t)(?m+1(t) &1+ 1()Qn 1 o() + G4 (1) =0
< m+2(t) + pm+2(t)Qm+2(t) + €m+2pm+2(t)Qm+2(t) + Gm+2(t) = O
|ﬁm+3(t) + pm+3(t)Qm+3(t) + €m+3pm+3(t)Qm+3(t) + Gm+3(t) = O

oo .;

0O Qn(t)+Pn(t)Qn(t)+€;Pn(t)Qn(t)+Gn(t) =0

Donde las funciones que aparecen son:

G (t): 1 ng+i(t)+A (t)+Am (t) mD m+i(t)%
mr 2Cm+i|:|nm+i(t) mr " I:nm+i(t)|]:|
_hm+i(t) . _ Bm+i
pm+i(t)_ nm+i(t) ' 8m+i _2Cm+i
i=1,23,..,n-m
L as ecuaciones diferenciales las expresamos en forma matricial :
@,. 00 O 0 1 Q.02 0 0 O
. O= [ 0+ 0 g
m+i(t)|:| D_€m+ipm+i(t) _pm+i(t)|:|%;)m+i(t)|:| D_G'm+i|:|
i=1,2,..,n-m
Si ahora empleamos la siguiente notacion:
Zr::-1+i(t):Qm+i(t) l Zri+i(t):Qm+i(t)
it 0 o 0o
Zm+i(t):%§ I( )E I:m+i(t):|:| D
Iz'm+|(t)|:| |:I_G"mﬂ(t)':l
0= '
Rl pa® =P

|as ecuaciones en formamatricial se nos transforman en:
2m+i(t) = Rm+|(t)zm+|(t) + Fm+i(t)

i=1,23,..,n-m
L as condiciones de contorno:
Qn+i(0=0
Qu+i(Ty) = by
i=123,..,n—m

las podemos transformar introduciendo unas matricesM y N:



N E IS

Con estas matrices | as condiciones de contorno seran:
(O mi(TE_H0
% ﬂ%‘emﬂioim ﬁ ﬂ%?mﬂiT;D mﬁ
i=123,...,n—m
Con la notacién introducida las ecuaciones anteriores se transforman en:
% ﬂﬁw(o)@ ﬁ ﬂ@m.(ﬂ@ 0o g
(00 (T m+.D
i=1,23,..,n-m

De esta forma, € problema lo podemos expresar como la resolucion del sistema de
ecuaciones diferenciales:

2m+i(t) = Rm+|(t)zm+|(t) +Fm+i(t)
i=123,..,n—-m

con las condiciones de contorno:
O
Mz,.,(0) +Nz,,(T) = 5)

i=123,..,n—m

En el epigrafe siguiente estudiaremos su resolucion mediante la teoria de los sistema
discretos con condiciones de contorno, que nos llevara a la solucion éptima definitiva (la cual
[lamaremos solucion optima 2) y por tanto debemos previamente preparar € problema
discretizandol o de forma conveniente.

Dividiendo € intervalo de optimizacién [0,T] en g subintervalos y discretizando la
solucion dptima 1, ésta la podemos expresar como la solucién del sistema de ecuaciones en
diferencias finitas, con condiciones de contorno:

Zn i 1) = 25,1(0) = Ryi(1)24:() + Frpi(B)
j=0,1,2,..9g-1
i=123,..,n—-m

O
Mz,.,;(0) +Nz,.;(T) = 5)

i=123,..,n—-m

donde las funciones y matrices que aparecen en esta expresion son, tras la discretizacion
efectuada:



zr$1+i(j) :Qm+i(j +1)_Qm+i(j)
zr:rll+i(j):Qm+i(j)
@L(J)@
IzriH(J)D
Podemos observar que, al discretizar € sistema, la notacion que emplearemos sera [lamar

Zwi(j) a caudal de descargay Z'.(j) a agua descargada.
L as otras funciones que aparecen las podemos expresar, como se deduce facilmente, dela

Zni(1) =

siguiente forma:

=80 f - g
m+i(J)_D—Gm+i(j)D Rm+i(J)_D_€m+ipm+i(j) _pm+i(j)|:|
O m+i . : . . |:hm+i j+1)- m+i j)d
G} =y AL+ D= A )+ ) D O
. _nm+i(j +1) = Nyi(J) . e = Brn+i
Pmai(i) = ) o EmeiTo

Lasfuncionesg,..(j), que reproducen, fundamental mente, el acoplamiento hidraulico entre
las centrales y lainfluencia del retraso en el transporte son:

g()=0 O0<j<q-1 (i ORw)
By — EBknk(j +Ti)2k2(j +Ti) OSj =T .
gi(J)_B 0 g-1<j<q-1 (i0Ryp)
I:Bknk(j +Ti)2k2(j +Ti)_Bini(j +1) > Ys(j +1, Ts)+
O sORy
g +Bn() 3 Y. 0<j<q-T
=0 sURy (i OR,)
ST e+ 3 @) '
0 sOR,
D +Bini(j) z (LIJS(TS'TS)-'-ZS]-(J. _Ts)) q_Ti <j Sq_l
0 sOR;
g()=-8n(+D) > Y(+Lt)+
sOR,
*Bn0) 3 0w 0<i=q-1 (i ORo)
Y unavez discretizado €l sistema, lafuncion W podemos suponer que es:
i-1
‘PS(J.TS)=J_ 2 z(j) (SORy)

Destaquemos por Ultimo, que en la solucion Optima 1 ya son conocidas las potencias
Optimas generadas:



1B-1()(A-BY)
P0)= B

i=123,..m

o 1n04() —10) (1~ Brsio)
th+i(])__§ Bm+im+i|(j)

i=12,...n—-m

i=0,4,2,...9
y que deben verificarse todavia las restricciones (3.3.1) y (3.3.2) para hallar las funciones
multiplicadoras|(j) y ni(j).

5 Solucion éptima 2

A continuacion aplicamos a la solucion Optima 1 recién obtenida la teoria de los sistemas
discretos con condiciones de contorno, para hallar la solucion definitivaque llamaremos solucion
Optima 2.

En primer lugar escogemos los valores de las matrices A(j) y B(j) de forma que junto con
las matrices M y N formen un conjunto de condiciones de contorno compatible:

Ap=Rp o Bp=R T

Ahora hallamos la matriz de transicion ®(j,k), del sistema lineal:
Zpn (0 1) = 7,,,() = V(1)7,.4(1)

*aw=f

Con estos valores, se demuestra que se cumplen las hip6tesis del teorema 2, el cual vamos
a aplicar en la solucion dptima 1, a sistema de ecuaciones en diferencias no lineal, pero con
condiciones de contorno lineales que vimos anteriormente.

En nuestro problemael segundo miembro de la ecuacion en diferencias es tan solo funcion
dez,.i(j) y por tanto el problemalineal asociado ser&

Zn+i(l 1) = 25,0(1) = A()Z4i () +B()2,.:() + (1)
conlo cual severificalaférmula particular:
V(i) =A@)+B(j)
Las matrices de Green H"™N(j) y G*™(j,k) seguin las definiciones correspondientes del

teorema 2 son:
VMN _}ﬁ]“] J]E
H0) = H-1



GVMN(j'k):%@__:B _k(E_j)H

=

A continuacion hallamos el valor de f(k) a partir de:
f(k) = [Ry+i(K)Z 1 (K) + Frp i (K] = AK)Z,, i (K) ~B(K)Z,,4i(K)
0 D
D-€m+.pm+.(k)2m+.(k) P (K)Z i (K) = Gm+.(k)D

Por dltimo ya podemos obtener z,,.. i(j):

f(k) =

20.i()=H™ (e + 2 6™ FK)

%W.(J) —J

2.0 a i, B

IS -j —k(q—J) -1-1 j@@-kZ 0 0O
+k§0q HD- 1‘m+.(k)D+kZJ q @-k) E—fm+i(k)E (35.1)

en donde f,,;(K) es:
i) = €p14iPrni (K2 (K) + 1y i (K2 (K) + Gy (K)

Operando adecuadamente en (3 5.1) obtenemos:
m+.J k(q P

k=0

J(q k)

Znaii) = Fnsi(K) + Z k)

m+i(

(q K) ¢

Znai(i) = m+'+ Z *fm+.(k)+ Z k)

m+i(
i=12,...n—-m

id012..9-1
Hemos obtenido por tanto un sistema de ecuaciones en sumas, equivalente al problema
discreto con dos condiciones de contorno original.

6 Algoritmo de optimizacion
L as ecuaciones anteriores las podemos expresar en forma matricial:

2() =7(,2(1)

lacual podemos resolver aplicando el algoritmo del punto fijo modificado (teorema5):



2())sy = [ =V TG 20)0) — V(20
paran=0, 1, 2,. .. hastadonde se satisfaga, siendo V la matriz:

-3 9

y v €l valor de correccion de cada iteracion.

En las ecuaciones que hemos obtenido anteriormente para las potencias éptimas se puede
observar que si conocemos losvalores de los parametros|(j) y n,,.i(j) obtendremoslosvaloresde
las potencias Optimas generadas y tendremos resuelto €l problema de optimizacion planteado.

En este momento consideramos €l sistema completo, es decir formado por m centrales
térmicas y W cuencas, cada una de las cuales consta a su vez de n' - m centrales hidréulicas
distribuidas de la forma que vimos en € capitulo segundo.

Para hallar e valor de los parametros I(j) y n',..(j) sustituiremos los valores de las
potencias éptimas en |as ecuaciones de restriccion que todavia deben verificarse.

Sustituyendo en (3.3.2) se puede despejar € multiplicador n',,.;(j) y despreciando los
coeficientes B,, de laformula de pérdidas obtenemos:

m+|(J)_l(J)+ZBm+|m+||(j)[Ar;+i(j)[zri+i(j)]T+
B2 250+, H (DR
M) =1G) + 2Bl ) AL () 20, (] +

B 22,0 B2, O T B2 12 G 2, (ORy)
Sustituyendo en (3.3.2) se obtiene la siguiente expresion:

m 1 [B-1()* B+ & %T-m}[n$+i(1)-|(1)]zg+

=14y + Bl (] T TR0 4 Bl ()7 O

1p ) B0 1y B w010,
[Izl( )V+B,,|(J) 2Tzl|:|'z( ) m+|m+l|()|:|

+Pp(j) =0
donde los sumatorios referidos alas centrales térmicas SUMT se pueden escribir como:

O [Bip+vW* 11U
SUMT = 'Z]'I:Bu[yl +B|||(J )] BiiD

y donde los sumatorios referidos a las centrales hidraulicas SUMH se pueden escribir como:

SUMH :l(:,l')ZSUMN -SUMC
J

siendo:



SUMN = VZV%T_ nm+|(J)
T= 1|:||zl Bm+|m+||:|

sumc=5os" 1 3
Tzlljuzl Briimsi O

Por tanto:

. SUMN
)= 1) [SUMC - SUMT —4P5(j)]

L as ecuaciones que resultan junto con laaplicacion del algoritmo del punto fijo modificado
nos conducen al algoritmo de optimizacion.
Para aplicar el algoritmo del punto fijo necesitamos partir de unos valores iniciales:

%) izs 3 T 2.0 12,8 4223 F. -1 B d T
T=123,...,w

Unavez escogidos estos valores ,el algoritmo quedara de la siguiente forma:

para | =0,1,2,...hasta donde se satisfaga, hacer:
[N 1, = 0G0+ 2B LG TAT ) (20 G+

+Br§+|[zm+|(1 )];r[zr%]ﬂ(J )] +C;+|SZ§1+|(J )]:EF]
(i U Ryca)
[ ], = DG, + 2B VG AL ) 120 G+

S e () PR AT T)DT+B;+.[zm+.(J)] 7.0 +Cr 322 G TE

(i ORp)
o SUMN,
[ (J)]|+1-[|(j)]I [SUMC, - SUMT, —4P;(j)]

L pgPrd 15k@=]) g J(q e aodvizt iy'E
1- véﬁ)q & q f+1(k>+2 a0 V2000,

(q K) ¢r

ESRONIE

+1(k)D viZo 0, D

=g 5 00+ S -

1-valq

T | il
1 %om+21+ k@=]) i (k)+ZJ(q K) v (k)m—v[znﬁ+2(j)]|g

A -
[zm+2(J)]|+1_l_V|ﬂ q k=0 q m+2' m+2' I:rl



T ;2 T T O 5 T
), = oy B 3 mqknmxmg—Waﬂumg

I:[I:bTT. j-1 1
mmfﬁi%n+éfMJmﬂwz”q”F@DV%mD

1

(J)qﬂ_ﬁ%a

| |
itk 1A =K) A2 ()
+'y X+ sy AT 90 -vizH()50
3,q 00+ 3 5 T KE 75
T=12,..W
paraj=0,1,2,...q.

Una vez obtenidos los valores de los parametros I(j), n'...(), N'mio()s - - s n%(j), las

potencias éptimas generadas en las centrales térmicas'y en las centrales hidraulicas son:

. 1 Bi-13)
P ="2y +B1()
j=0,1,2,...9
i=123,..m

AT .
: 1nm() = 1)
PhTm+.(J): 7“])
j=0,1,2,..9
i=1,2,...n"-m
T=123,...W

Hay que hacer constar que la extension a W cuencas no supone niguna complicacion
adicional en €l desarrollo seguido, pues a ser independientes entre si no influyen los resultados
de una cuenca en las demés.

Basado en este agoritmo se ha realizado un programa de ordenador que tiene dos
posibilidades de introducir los datos. por pantalla o grabados. La primera opcion permite
utilizarlo para cualquier sistema de trabgjo y la segunda ha facilitado la resolucién del gjemplo
que se presenta al final del capitulo.

Hay que destacar que en el programa a aplicar €l algoritmo del punto fijo modificado no
s6lo se modifican en cadapasadalosvaloresde z. ,.(j) y Z3.:(j) sinotambién losden,...(j)) yI(j).



7 Conclusiones

En estatesis se ha desarrollado un algoritmo que permite obtener programas de
ordenador muy sencillos, para programar €l despacho econémico de un sistema hidrotérmico,
cualquieraque sea el nimero de central es que componen el sistema hidrotérmico y con cualquier
ramificacion de las plantas hidraulicas.

Concretamente se ha minimizado € costo de combustible de las plantas térmicas,
considerando tan sdlo restricciones de igualdad para el sistemade trabgjo.

No se han obviado numerosos factores que complican la resolucion del problema, hasta
hacerlo muy dificil de resolver s se utilizan otras técnicas de optimizacion, como son: el
acoplamiento hidraulico, el retraso en € transporte, la disponibilidad de agua en cada central,
cargavariable en las centrales hidraulicas, etc.

El método presentala ventaja de que podriaincluir facilmente cualquier nueva restriccion
de igualdad del sistema que se considerase de interés en el sistema hidrotérmico que se esté
estudiando.

El algoritmo se ha obtenido para un sistema hidrotérmico cualquiera, con m centrales
térmicas y W cuencas ramificadas donde cada una consta de n' - m centrales hidréulicas,
distribuidas de tal forma que se podria dar cualquier configuracion entre ellas.

El algoritmo nos dala solucion al problemade hallar la potencia generada en cada central
para que el coste de combustible sea minimo en las centrales térmicas, pero podemos ver en €l
desarrollo del trabajo que, en realidad, obtenemos una informacion mucho mas exhaustiva del
sistema. Asi, ademas de la potenciagenerada en cada central obtenemos |os val ores instantaneos
de las siguientes magnitudes: volumen de agua descargada, altura de agua en los depésitos,
caudal de descarga, pérdidas de transmisidn, etc... Es decir, tenemos informacion de los valores
de todas las variables que intervienen en la dindmica del sistema, en cuaquier instante del
tiempo.

Por primera vez se utilizo conjuntamente lateoriadel andlisis funcional (concretamente el
teorema de lanormaminima) y lateoriade los sistemas discretos con condiciones de contorno,
para la resolucién del problema de cuencas ramificadas, y como resultado obtenemos una
solucion que presenta numerosas ventajas.

Ademas de las ya citadas anteriormente, podemos afiadir que genera programas de
ordenador con un tiempo de g ecucion muy bajo y con necesidades de memoriamuy inferiores a
las requeridas por los programas que resuelven el despacho econdmico mediante los métodos
clasicos.

Para finalizar hay que comentar que el algoritmo tiene el inconveniente de que no admite
restricciones de desigualdad, ni es adecuado para optimizaciones combinadas, problemas que se
resolveran en |os siguientes capitul os.





