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11.3.6. Cobertura de vértices minimal de grafos destructibles. . . . . . . 96

12. Publicaciones y otras Referencias. 101
12.1. Publicaciones del candidato. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
12.2. Otras Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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1. PREÁMBULO.

El presente proyecto tiene como objetivo describir las lı́neas de investigación que el
candidato pretende desarrollar. Se ha pretendido que este documento no sea el mero
cumplimiento de un imperativo legal sino que resulte un instrumento útil, tanto pa-
ra el candidato, como para sus colaboradores, ası́ como para cualquier persona que
se asome a estas páginas. Su elaboración ha requerido poner en orden ideas y resul-
tados obtenidos, todavı́a no publicados, en lı́neas de investigación que, por distintas
circunstancias, se han visto desplazadas por otras.
La actividad investigadora del candidato se ha desarrollado, especialmente en los últi-
mos años, en campos muy diversos y poco o nada conectados. Esta actividad se enmar-
ca de forma preferente, desde 1998, dentro del equipo de investigación de la Universi-
dad de Oviedo, acreditado como tal, denominado Optimización y Aplicaciones (OPyAP).

Grupo de Investigación OPyAP.
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Asimismo, desde 2010, he desarrollado una intensa actividad formando tándem con
Antonio Miguel Oller Marcén, profesor del Centro Universitario de la Defensa (Aca-
demia General Militar de Zaragoza), y mediante colaboraciones puntuales con inves-
tigadores de muy diversas latitudes, algunos muy prestigiosos.
Amén de lo antes relatado, durante los tres últimos años, venimos realizado trabajos
conjuntos varios miembros del equipo OPyAP con el mencionado Oller-Marcén en
problemas de parada óptima.

Antonio Miguel Oller Marcén.
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2. ACTIVIDAD INVESTIGADORA PREVIA.

De un modo muy compendiado, podrı́amos decir que la actividad investigadora del
equipo OPyAP ha consistido en desarrollar modelos y herramientas matemáticas ins-
piradas en problemas de Optimización Hidrotérmica; mientras que la colaboración con
Oller Marcén se ha centrado fundamentalmente en el campo de la Teorı́a de Números
y, en los últimos tiempos, también, en problemas de parada óptima.

2.1. OPTIMIZACIÓN HIDROTÉRMICA.

En esta lı́nea de investigación podemos establecer dos sublı́neas bien diferenciadas:
una dedicada al estudio del operador de Convolución Infimal (infimal convolution) ins-
pirada en el concepto de central térmica equivalente, en el marco del despacho económi-
co, y otra relacionada con el Control Óptimo inspirada en el problema de coordinación
hidrotérmica.

2.1.1. CONVOLUCIÓN INFIMAL.

La térmica equivalente (equivalente minimizadora) de un conjunto de centrales térmi-
cas de funciones de costo Fi(x) con dominios [mi, Mi] es una central ideal cuyo coste de
producción F(x) representa el coste mı́nimo de la producción conjunta de cada nivel
de potencia. En términos más precisos

F(x) := mı́n
x1 + ... + xn = x

xi ∈ [mi, Mi]

n

∑
i=1

Fi(xi)

Se trata en definitiva de la construcción de la convolución infimal de las funciones
{Fi}n

i=1:

F(x) =

(
n⊙

i=1

Fi

)
(x)

Hemos realizado diversos trabajos en esta lı́nea, que se inicia con [2] y se culmina en
[159] con un algoritmo que calcula la convolución infimal de n funciones cuadráticas
convexas (restringidas a intervalos) en tiempo cuasi-lineal, O(n log(n)). En esta lı́nea,
se realizaron otras aportaciones como las siguientes:
• En [18] se presentó un algoritmo para la construcción de la convolución infimal de
funciones cuadráticas a trozos, inspirado en el problema de la construcción de la cen-
tral térmica equivalente de varias centrales multifuel.
• En [38] se realizó el estudio de la convolución infimal de funciones afines a trozos,
que se inspiró en las centrales de ciclo combinado.
Asimismo se estudió la convolución infimal en el contexto de la microeconomı́a:
• En [21] y [39] se trató el problema de la maximización de beneficio (profit maximiza-
tion ploblem).
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Otros detalles de esta lı́nea se presentan en la sección dedicada a lı́neas de investigación
futuras.

2.1.2. CONTROL ÓPTIMO.

Esta lı́nea surgió, en sus inicios, como consecuencia del estudio de los problemas de
coordinación hidrotérmica y posteriormente derivó hacia otros campos. El problema
de control óptimo de referencia es el siguiente:
Dado el funcional J, definido a continuación,

J(z) =
∫ T

0
Ψ(Pd(t)− H(t, z(t), ż(t)))dt,

se trata de minimizar J en el conjunto

D := {z ∈ Ĉ1[0, T] : z(0) =
−→
0 , z(T) = b,mi ≤ z′i(t) ≤Mi},

donde z(t) = (z1(t), ..., zn(t)) representa el vector de volúmenes de agua turbinados
por las centrales hidráulicas hasta el instante t; H es función de generación de potencias
de las centrales hidráulicas; Pd(t) la potencia demandada y Ψ(·) la función de coste
mı́mimo de producción de las centrales térmicas (térmica equivalente).
Se realizaron numerosas aportaciones en esta lı́nea, entre otras, las siguientes:
• En [13] Se presentó un procedimiento para el cálculo de la solución de problemas
de control óptimo multidimensional mediante la utilización del método del descenso
coordenado cı́clico.
• Trabajos de optimización no suave, inspirados en las centrales de bombeo: [25], [15]
y [37].
• Trabajos de Optimización Bang-Bang y Bang-Singular-Bang inspirados en problemas
con centrales de carga fija: [19] y [20].
Asimismo, se realizaron otros trabajos, siguiendo en el contexto del control óptimo,
pero con derivaciones hacia otros campos ajenos a la optimización hidrotérmica como
es el caso del control óptimo de procesos quı́micos: [57], [40] y [17].
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2.2. TEORÍA DE NÚMEROS.

La actividad relacionada con la teorı́a de números se ha desarrollado principalmente
en dos direcciones: teorı́a de números computacional (primalidad) y teorı́a elemental
de números.

2.2.1. TEORÍA DE NÚMEROS COMPUTACIONAL. PRIMALIDAD.

En esta lı́nea, en la que hemos contado con la colaboración del profesor de la Universi-
dad de Cantabria, Daniel Sadornil Renedo, hemos realizados varios trabajos en los que
se han desarrollado test de primalidad para distintas familias de números:
• En [22], presentamos un test para números Cullen generalizados; esto es, para la
familia de números de la forma nbn + 1.
• En [42], generalizamos lo anterior a la familia de números de la forma 4Kpn + 1.
• En [69] aportamos un test de primalidad para la familia de números 4Kpn− 1, basado
en la utilización de potencias modulares de enteros gaussianos.

Daniel Sadornil Renedo.

2.2.2. TEORÍA ELEMENTAL DE NÚMEROS.

El eje central de la mayorı́a de nuestros trabajos en esta lı́nea ha sido el estudio de
conjuntos de enteros del tipo siguiente:{

n :
n

∑
i=1

i f (n) ≡ k (mód n)

}
,

siendo uno de los objetivos encontrar su densidad asintótica. Amén de lo anterior,
hemos relizado trabajos que se pueden considerar de Álgebra (teorı́a de anillos), si
bien las herramientas utilizadas son de teorı́a de números.
En varios de estos trabajos hemos contado con la colaboración de matemáticos de re-
conocido prestigio, de diversas latitudes:
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• En [31], en colaboración Florián Luca1, estudiamos el conjunto{
n :

n

∑
i=1

i
n−1

2 ≡ −1 (mód n)

}
estableciendo que su densidad asintótica está en [0.379005, 0.379826]. Es decir, 0.379...

Florián Luca.

• En [64], en colaboración con Max Alekseyev (George Washington University), estu-
diamos conjuntos del tipo

Mp :=

{
n :

n

∑
i=1

in ≡ p (mód n)

}
donde p es un número primo.

Max Alekseyev.

Se presentó un algoritmo que encuentra, de modo rápido, elementos de Mp y, en
muchos casos, es capaz de determinar su finitud determinándolo completamente; por

1Se trata de uno de los numeristas más prolı́ficos, con más de 600 artı́culos en su haber. Es de ori-
gen rumano y en la actualidad es profesor en la Universidad de Witwatersrand (Johannesburg). Tiene
número de Erdös 1.
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ejemplo:
M19 = {2, 3, 7, 43, 4903, 168241543, 5773040306503}

• En [43], en colaboración con Jonathan Sondow (Princeton University), estudiamos
conjuntos del tipo

MQ :=

{
n :

n

∑
i=1

in ≡ Q (mód n)

}

Jonathan Sondow (1943-2020).

Se probó que la congruencia solo es posible cuando el cociente Q := n/m satisface
∑p|Q

Q
p + 1 ≡ 0 (mód Q). Las únicas soluciones conocidas son Q = 1 y los ocho si-

guientes primary pseudoperfect numbers:

2, 6, 42, 1806, 47058, 2214502422, 52495396602, 8490421583559688410706771261086.

Fijado Q, demostramos que el conjunto de enteros positivos n que satisfacen la con-
gruencia, con n = Qm, en los 9 casos indicados, tiene densidad asintótica positiva, con
la excepción de Q = 52495396602, en cuyo caso MQ = ∅ .
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• En [44], junto con Pedro Fortuny Ayuso, estudiamos el conjunto{
n :

n

∑
a=1

n

∑
b=1

(a + b · i)n ≡ 0 (mód n)

}

cuya densidad asintótica pudo determinarse con 6 dı́gitos de precisión: 0.971000...

Pedro Fortuny Ayuso.

• En [52], en colaboración con Pieter Moree (Max-Planck-Institut fuer Mathematik),
estudiamos conjuntos de la forma{

n :
n

∑
j=1

jan+b ≡ 0 (mód n)

}

Pieter Moree, coordinador cientı́fico del Instituto Max-Planck de Bonn.
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• En [46] Con László Tóth (University of Pécs, Hungrı́a) estudiamos la función multi-
plicativa que generaliza la función ϕ de Euler:

ρk,λ(n) := card {(xi, . . . , xk) ∈ (Z/nZ)k : x2
1 + · · ·+ x2

k ≡ λ (mód n)}

László Tóth.

• En varios trabajos relacionados con generalizaciones de cuaternios de Hamilton ([45],
[63] y [53] hemos contado con la colaboración de Celino Miguel (Universidade da Beira
Interior).

Celino José Martins Miguel
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2.3. PROBLEMAS DE PARADA ÓPTIMA.

El interés en esta lı́nea es reciente. La actividad en ella se inició en 2017 y fue en 2018
cuando publicamos el primer trabajo, [61]. En él se estudiaron dos variantes del proble-
ma de la secretaria: seleccionar la mejor o la peor y la variante postdoc (2a mejor). Dicho
trabajo tuvo continuidad con [62], sobre las mismas variantes, considerando un núme-
ro de secretarias aleatorio. Asimismo, en [60], se estudia el problema de las secretarias
gemelas (the returning secretary problem). En este último año, también se han logrado
tres publicaciones relacionadas con el problema del último éxito (last-success-problem):
[66], [67] y [71]. De todo ello se hablará, más adelante, con más extensión, al tratarse de
una de las lı́neas de investigación propuestas.
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3. SINOPSIS DE LAS LÍNEAS DE INVESTIGACIÓN

PROPUESTAS.

La investigación propuesta está en sintonı́a con el historial investigador del candidato
en cuanto a diversidad temática. En total se proponen 8 lı́neas de trabajo que se comen-
tarán con detalle en la siguiente sección. En todas ellas se ha conseguido algún fruto
en forma de publicación o se está en vı́as de conseguirlo. En el grupo de investigación
OPyAP, existen otras lı́neas de investigación activas, relacionadas con el control ópti-
mo, pero aquı́ se exponen solamente aquellas lideradas o promovidas por el candidato.
A continuación se adelanta una brevı́sima descripción de cada una de ellas, que será
completada en las proximas secciones. Las 8 lı́neas de investigación que se pretende
desarrollar son las siguientes:

3.1. L ÍNEA 1: CONVOLUCIÓN INFIMAL SELECTIVA.

Esta es, entre las lı́neas propuestas, la única reminiscencia de lo que otrora fue la lı́nea
única del equipo: Optimización Hidrotérmica. Está inspirada en el denominado proble-
ma del Unit Commitment que consiste en determinar, para cada nivel de potencia, las
centrales que deben participar en la producción y en qué forma, de modo que el coste
de producción conjunto sea mı́nimo. La diferencia con la térmica equivalente (donde
todas las centrales participan de la producción aunque sea en su mı́nimo técnico) es
que aquı́ se puede prescindir de aquellas centrales menos eficientes.
La convolución infimal selectiva (SIC) de un conjunto de funciones de costo de produc-
ción, Fi(x), con dominios respectivos [mi, Mi], es una función, Ψ(x), que representa el
coste mı́nimo de la producción conjunta de cada nivel de potencia, x, permitiendo pres-
cindir de cierta unidades de producción si fuera preferible. En términos más formales,
la convolución infimal selectiva de un conjunto de funciones {Fi}n

i=1 es

Ψ(x) :=

(
n⊗

i=1

Fi

)
(x) := mı́n

α1x1 + ... + αnxn = x
xi ∈ [mi, Mi]
αi ∈ {1, 0}

n

∑
i=1

Fi(xi)

Este operador se introdujo formalmente en [58] y el objetivo fundamental en esta lı́nea
es estudiar la complejidad computacional de su cálculo para funciones cuadráticas y
afines.

3.2. L ÍNEA 2: SUCESIONES DE FUNCIONES RECURRENTES.

En esta lı́nea se pretende desarrollar una idea presentada en [60], con la que se introdu-
jo una metodologı́a novedosa, que permite estudiar el comportamiento asintótico de la
solución de problemas de parada óptima, mediante el uso de ecuaciones diferenciales.
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Dadas las sucesiones de funciones {Fn}n∈N, {Gn}n∈N y {Hn}n∈N

Fn, Gn, Hn : {0, . . . , n} −→ R

que satisfacen

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k− 1),
Fn(n) = µn,

se pretende investigar las condiciones que deben satisfacerse para que la sucesión
fn(x) := Fn(bnxc) converja uniformemente en [0, 1]. Cuando esto sucede, en [60] se
demostró que el lı́mite, llamémosle f , satisface una cierta ecuación diferencial con la
condición final f (1) = lı́m µn. Cuando esta convergencia no es uniforme, conjeturamos
que el lı́mite también satisface idéntica ecuación diferencial, pero la condición final re-
sulta más esquiva; de hecho, en ciertos casos, esta condición final es independiente de
la sucesión µn.

3.3. L ÍNEA 3: GENERALIZACIONES DEL PROBLEMA DE LA

SECRETARIA.

Son muchas las variantes y generalizaciones del problema de la secretaria cuya estrate-
gia óptima es de umbral. En estos casos la función que proporciona la probabilidad de
éxito utilizando un cierto umbral puede definirse de modo recurrente y es ahı́ donde la
metodologı́a introducida en [60] puede servir para el estudio de los valores asintóticos
del umbral óptimo y probabilidad de éxito. En esta lı́nea se pretenden estudiar nuevas
generalizaciones del problema de la secretaria ası́ como revisar otras, ya estudiadas,
utilizando la nueva metodologı́a que se desarrolla en la lı́nea anterior.

3.4. L ÍNEA 4: EL PROBLEMA DEL ÚLTIMO ÉXITO.

Esta lı́nea pretende desarrollar ideas que han surgido relacionadas con el problema del
último éxito (Last-Success-Problem). Dada una sucesión de experimentos de Bernoulli
(éxito/fracaso) que se muestran secuencialmente, el problema consiste en encontrar
la estrategia para señalar el último éxito (último 1) con la máxima probabilidad de
acertar. En otros términos, se trata de maximizar la probabilidad de señalar un éxito en
la sucesión y que a la postre sea el último.
Hemos llegado a este tópico por su conexión con el problema de la secretaria y como
consecuencia de la relación epistolar con Franz Thomas Bruss, máxima autoridad en el
tema y autor del célebre teorema que lo resuelve (Odds-Theorem, [90]). De esta lı́nea,
hasta ahora desarrollada en solitario, se han derivado tres publicaciones: [66], [67] y
[71].
La idea más prometedora que se pretende desarrollar pasa por considerar dos sucesio-
nes de experimentos de Bernoulli, siendo el objetivo en este caso señalar un éxito de
la primera sucesión de modo que en la segunda no se produzca ningún otro a partir
de entonces. De hecho, en diferentes variantes del problema de la secretaria, subyacen
esas dos sucesiones de experimentos de Bernoulli.
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3.5. L ÍNEA 5: JUEGOS CON SUMAS DE VARIABLES ALEATORIAS.

Se pretende investigar diversos juegos basados en la extracción, por parte de los ju-
gadores, de números aleatorios (resultado de cierta variable aleatoria) cuya suma se
pretende que se aproxime lo más posible, sin pasarse, a una cantidad prefijada. En
estos juegos subyace un problema de parada óptima y cada jugador tiene como estra-
tegia óptima fijar un cierto umbral de ambición antes del cual nunca debe conformarse
con la suma acumulada y, por tanto, debe arriesgarse a efectuar nuevas extracciones.
En esta lı́nea estamos trabajando desde hace poco tiempo y todavı́a no hemos sometido
los resultados a la consideración de ninguna revista.

3.6. L ÍNEA 6: CUATERNIOS DE HAMILTON GENERALIZADOS.

Estudiamos generalizaciones de los cuaternios de Hamilton utilizando como anillo
subyacente Zn o, más generalmente, producto de anillos locales. Esta generalización
de los cuaternios, que Hamilton definió sobre un espacio vectorial real de dimensión
4, resulta muy natural:
Sea R un anillo conmutativo con identidad y H(R) el módulo libre de R del rango 4
con base {1, i, j, k}. Es decir,

H(R) := {x0 + x1i + x2 j + x3k : x0, x1, x2, x3 ∈ R}.

Ahora, sean a, b ∈ R y consideremos una multiplicación asociativa en H(R) de acuerdo
con las siguientes reglas:

i2 = a,
j2 = b,
ij = −ji = k.

Ası́, obtenemos un anillo unitario (anillo de cuaternios de Hamilton generalizados sobre R)
que se denotará por

(
a,b
R

)
.

Aunque la naturaleza de esta lı́nea es en apariencia eminentemente algebraica, las he-
rramientas que se utilizan son de teorı́a elemental de números y es prácticamente el
único hilo activo que se mantiene en esta disciplina. Esta lı́nea se desarrolla en co-
laboración con los profesores Oller-Marcén y Celino Miguel (Universidade da Beira
Interior) y de ella se han derivado dos publicaciones: [45] y [63].

3.7. L ÍNEA 7: GRAFOS CON VÉRTICES EN UN ANILLO.

Esta lı́nea está a caballo entre el Álgebra y la Teorı́a de Grafos. El modus operandi en
este contexto consiste en considerar un cierto subconjunto en un anillo, que constituye
el conjunto de vértices del grafo, y definir una razonable relación de adyacencia para
construir las aristas. El estudio de este tipo de grafos es relativamente reciente, iniciado
en [87] por I. Beck en 1988, y se ha desarrollado en multiples direcciones.
En este campo, y en colaboración con los mencionados Oller-Marcén y C. Miguel, he-
mos desarrollado dos aportaciones ([53] y [56]); ahora contamos también con la parti-
cipación de Pascual Jara (Universidad de Granada).
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3.8. L ÍNEA 8: GRAFOS DESTRUCTIBLES.

Se pretende introducir y desarrollar un concepto de Teorı́a de Grafos que parece no
tener estudios precedentes. Se trata del concepto de Grafo Destructible en diversos
sentidos que generaliza tanto el concepto de grafo euleriano como el de grafo hamilto-
niano. Hemos definido estos grafos como aquellos que admiten un camino (o circuito)
de tal modo que todas las aristas del grafo son incidentes a algún vértice de tal camino
(o circuito). De este modo se plasma y formaliza la idea de poder ”destruir” cada arista
del grafo desde algún vértice del camino (o circuito) incidente con ella. Y, de ahı́, la de-
nominación de esta clase de grafos que, aparentemente, no han sido estudiados hasta
la fecha.
Esta lı́nea de investigación se está desarrollando con la profesora de la Universidad
de Lleida, Susana Clara López Masip, y de ella se ha derivado un trabajo presentado
como ponencia en un congreso, [115].
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4. L ÍNEA 1: CONVOLUCIÓN INFIMAL SELECTIVA.

4.1. INTRODUCCIÓN

En el contexto de la optimización, y muy especialmente en el del analisis convexo, se
considera el operador de la Convolución infimal que definimos a continuación.

Definición 4.1. Sean dos funciones F, G : R −→ R̄ := R∪ {+∞,−∞}. Se denomina
Convolución Infimal de F y G a la operación definida del modo siguiente:

(F
⊙

G)(x) := ı́nf
y∈R
{F(x− y) + G(y)} (1)

Propiedades de este operador pueden consultarse en [136], [143] y [144].
Es fácil darse cuenta de que (z(R, R̄),

⊙
) es un semigrupo conmutativo, siendoz(R, R̄)

el conjunto de las funciones de R −→ R̄.
Además se cumple que para cualquier conjunto finito A ⊂N:

(
⊙

i∈AFj) (K) = ı́nf
∑
i∈A

xi=K
∑
i∈A

Fi(xi). (2)

Cuando las funciones se consideran restringidas a un cierto domı́nio Dom(Fi) = [mi, Mi],
la definición anterior sigue siendo perfectamente válida redefiniendo Fi(x) = +∞ si
x /∈ Dom(Fi). En este caso, la definición equivalente puede expresarse del siguiente
modo.

Definición 4.2.

(F1
⊙

F2) (K) := mı́n
x1+x2=K

mi≤xi≤Mi

(F1(x1) + F2(x2)) = mı́n
m1≤x≤M1

m2≤K−x1≤M2

((F1(x) + F2(K− x)) (3)

ΨA(K) :=
⊙

i∈AFj(K) = mı́n
∑
i∈A

Fi(xi)=K

mi≤xi≤Mi

∑
i∈A

Fi(xi) (4)

Ası́ definida, ΨA es la Convolución Infimal de varias funciones de costo de producción
y ΨA(K) representa el costo conjunto para el nivel de producción K cuando ésta se re-
parte entre las distintas unidades del modo más eficiente posible. Este concepto da pie
a otro más realista como es el de permiter producir el output recurriendo únicamen-
te a las unidades de producción más rentables; es decir, prescindir de aquellas cuya
utilización en el proceso productivo supone incurrir en mayor coste que no usarlas.
Esta es la idea motivadora de la introducción de un operador que hemos denominado:
Convolution infimal selectiva (SIC).
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4.2. TRABAJOS PREVIOS.

4.2.1. CONVOLUCIÓN INFIMAL.

Hemos realizado varios trabajos relacionados con este operador. El primer trabajo [2],
inspirado en aquel momento en el concepto de térmica equivalente, describe la expre-
sión de la convolución infimal de polinomios de segundo grado restringidos a domi-
nios positivos Di = [0, ∞]. En dicho trabajo utilizábamos la denominación de equiva-
lente minimizadora en lugar de convolución infimal. La idea de la térmica equivalente
habı́a sido considerada por El-Hawary 2(ver [101]), aunque obviando la restricción de
positividad de las potencias.

Mohamed E. El-Hawary (1943-2019).

Teorema 4.1. Sean Fi(x) := αi + βix + γix2 con i = 1, ..., m y γi > 0. Supongamos los
coeficientes βi ordenados de forma creciente y consideremos los coeficientes:

δk =
1
2

[
βk

k

∑
i=1

1
γi
−

k

∑
i=1

βi

γi

]
.

La equivalente minimizadora es la función polinómica de segundo grado a trozos siguiente

Ψ(ξ) = α̃k + β̃kξ + γ̃kξ2 if δk ≤ ξ < δk+1

γ̃k =
1

k
∑

i=1

1
γi

; β̃k = γ̃k

k

∑
i=1

βi

γi
; α̃k =

m

∑
i=1

αi +
β̃2

k
4γ̃k
−

k

∑
i=1

β2
i

4γi

Además, es de clase C1 y Ψ′(δk) = βk for i = 1, . . . , m.
2Mohamed E. El-Hawary (1943-2019) fue un cientı́fico canadiense de origen egipcio. Fue matemáti-

co, ingeniero eléctrico, investigador de inteligencia computacional y profesor de ingenierı́a eléctrica e
informática en la Universidad de Dalhousie
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Ejemplo 4.1. Consideraremos la equivalente minimizadora (convolución infimal) de las cuatro
funciones de costo siguientes:

F1(x) := x + 4x2; F2(x) := 2x + 3x2; F3(x) := 3x + 2x2; F4(x) := 4x + x2.

Los δi del teorema anterior son: 0 < 1
8 < 5

12 < 23/24

Figura 1: F1 � F2 � F3 � F4

Tras realizar algunos trabajos, considerando restricciones cada vez más generales, cul-
minamos en [159] el estudio de la convolución infimal de funciones cuadráticas res-
tringidas a intervalos. En dicho trabajo presentamos un algoritmo de complejidad
O(n log(n)) que construye (de modo simbólico exacto) la convolución infimal de n
funciones polinómicas de segundo grado convexas, fi(x) = αi + βix + γix2, restrin-
gidas a intervalos [mi, Mi]. Hay que decir en este punto que la convolución infimal
pierde, en general, su carácter C1, pero mantiene la continuidad.
Amén de lo dicho, también se realizaron trabajos de microeconomı́a como [50], donde
se construyó la convolución infimal de funciones de costo más generales. Asimismo, en
[18], realizamos el estudio de la convolución infimal de funciones cuadráticas a trozos
que modelizan las funciones de costo de producción de centrales multifuel.

4.2.2. CONVOLUCIÓN INFIMAL SELECTIVA.

Este operador lo introdujimos formalmente en [58]. La idea subyacente que lo inspira
es el problema del Unit Commitment, en el marco del despacho económico. A continua-
ción tenemos la definición formal y resultados que se derivan de ella.

Definición 4.3. Sean dos funciones F, G : R −→ R̄ = R∪ {+∞,−∞}. Llamaremos Con-
volución Infimal Selectiva de F and G a la operación definida del modo siguiente:

(F
⊗

G)(x) := mı́n{F(x), G(x), (F
⊙

G)(x)} (5)

Es fácil darse cuenta de que este operador es conmutativo y asociativo y en consecuen-
cia se tiene el siguiente resultado.
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Proposición 4.1. (z(R, R̄),
⊗
) es un semigrupo conmutativo.

La siguiente proposición expresa el modo de actuar del operador sobre una familia de
más de dos funciones.

Proposición 4.2. Sea A ⊂N y Gi : R −→ R̄ para cada i ∈ A. Se cumple que:

⊗
i∈A

Gi(x) = mı́n
B∈P(A)

(⊙
i∈B

Gi(x)

)
= mı́n

B⊆A

{⊙
i∈B

Gi(x)

}
(6)

donde P(A) representa el conjunto de partes no vacı́as de A.

Observemos, a continuación, que la SIC representa la solución de una familia unipa-
ramétrica de problemas de programación entero-mixta.

Proposición 4.3. Sean {Fi}i∈A ⊂ z(R, R̄). Se cumple que:⊗
i∈A

Fi(ξ) = ı́nf
D

∑
i∈A

zi · Fi(xi) (7)

donde
D = {(x, z) ∈Rn × {0, 1}n|∑

i∈A
zi · xi = ξ} (8)

En otros términos, tendremos el siguiente resultado.

Proposición 4.4. Sean {Fi}n
i=1 con dominios respectivos [mi, Mi], entonces

Ψ(x) :=

(
n⊗

i=1

Fi

)
(x) := mı́n

α1x1 + ... + αnxn = x
xi ∈ [mi, Mi]
αi ∈ {1, 0}

n

∑
i=1

Fi(xi)

Asimismo, en [58], se presentó un algoritmo para el cálculo simbólico/exacto de la con-
volución infimal selectiva de funciones afines (Fi(x) = ai + bix) y cuadráticas (Fi(x) =
αi + βix + γix2, con γi > 0). En ambas casos, el algoritmo de cálculo presentado consta
de cuatro partes:
Parte 1: Cálculo de la convolución infimal de dos funciones.
Parte 2: Cálculo del mı́nimo de una lista de funciones definidas a trozos.
Parte 3: Cálculo de la convolución infimal de dos funciones definidas a trozos.
Parte 4: Cálculo de la convolución infimal selectiva de dos funciones.

4.3. TRABAJOS EN PERSPECTIVA.

4.3.1. COMPLEJIDAD DEL CÁLCULO DE LA CONVOLUCIÓN INFIMAL SELECTIVA

Las proposiciones 4.3 y 4.4 podrı́an sugerir que el operador de SIC es poco práctico des-
de el punto de vista computacional, pues resolver un problema particular de progra-
mación entero-mixta se estrella con la explosión combinatoria y el consiguiente tiempo
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no polinomial requerido para su cálculo exacto. Más aun, debe tenerse en cuenta que
el operador no resuelve un problema sino una familia uniparamétrica de problemas
resultante al variar el valor de la restricción de la suma de las variables. Sin embargo,
cuando las funciones involucradas permiten el cálculo simbólico de su convolución
infimal (como es el caso de las cuadráticas o lineales) la asociatividad del operador
permite albergar esperanzas de que puedan desarrollarse algoritmos de tiempo poli-
nomial utilizando la idea desarrollada en [18] para el estudio de la convolución infimal
de funciones cuadráticas a trozos. La razón para el optimismo descansa en la idea de
que F

⊗
G es una función convexa a trozos (3 trozos como máximo) y que la convo-

lución infimal de dos funciones convexas a trozos (con n y m trozos respectivamente)
presenta muchos menos de los n × m trozos que cabrı́a esperar, con el consiguiente
alivio de la explosión combinatoria.
Ası́, por ejemplo, el test de Viviani [18] muestra que la convolución infimal de 10 fun-
ciones cuadráticas a trozos, una con dos trozos y con 3 trozos las nueve restantes, pre-
senta solamente 50 trozos, muchos menos, obviamente, que los 2 ∗ 39 = 39366 que
la estimación combinatoria más pesimista podrı́a estimar. Y, asimismo, la convolución
infimal selectiva de esos mismas 10 funciones presenta tan solo 90 trozos, frente al
aproximadamente millón que podrı́a esperarse.
Pretendemos probar que la construcción de la convolución infimal selectiva de n fun-
ciones cuadráticas convexas o lineales tiene complejidad computacional polinomial.
Tenemos algunos resultados que se aproximan a ello pero no se ha logrado concretar
el orden de complejidad.

Proposición 4.5. Sean ai, bi ∈ R+ y sean {Fi}n
i=1 con Fi(x) = ai + bix funciones definidas en

el intervalo [mi, Mi] y supongamos que mı́n{Fi}n
i=1 presenta N(n) trozos, entonces el número

de operaciones elementales necesarias para calcular mı́n{Fi}n
i=1 es

O(N(n)n2)

Proposición 4.6. Sean ai, bi ∈ R+ y sean {Fi}n
i=1 con Fi(x) = ai + bix funciones definidas

en intervalos de la forma [mi, Mi] y supongamos que su SIC tiene φ(n) trozos, el número de
operaciones necesarias para calcularla es

O(φ(n)4)

Este resultado queda a merced del número de trozos de que consta la expresión de la
SIC. Este número depende fuertemente de la familia concreta que se considere. Pero,
en el peor de los casos, parece que φ(n) ∈ O(n2), de modo que podemos plantear la
conjetura siguiente.

Conjetura 4.1. Sean ai, bi ∈ R+ y sean {Fi}n
i=1 con Fi(x) = ai + bix funciones definidas en

el intervalo [mi, Mi] el número de operaciones necesarias para calcular su convolución infimal
selectiva es

O(n8)

Todos los resultados anteriores, ası́ como la conjetura final, se mantienen cuando las
funciones, en lugar de ser afines, son cuadráticas convexas.
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5. LINEA 2: SUCESIONES DE FUNCIONES RECURRENTES,
Fn : {0, ..., n} 7→ R.

5.1. INTRODUCCIÓN

La presente lı́nea tiene su génesis en una técnica novedosa, basada en la resolución
de ecuaciones diferenciales, presentada en [60], para el estudio del comportamiento
asintótico de la solución de problemas de parada óptima con n etapas cuando n tiende
a infinito.
Antes que nada, recordaremos brevemente en qué consiste un problema de parada
óptima.

PROBLEMAS DE PARADA ÓPTIMA.

Definición 5.1. Un problema de parada óptima es un problema de decisión que se define a
partir de las 2 siguientes sucesiones:

Una sucesión de variables aleatorias X1, X2, ..., Xn cuya distribución conjunta es conoci-
da,

Sucesión de funciones de pago yi(X1, ...., Xi),

y las 3 siguientes reglas:

Se observan secuencialmente las variables aleatorias {Xi}n
i=1.

Tras la observación de cada variable, el decisor puede optar entre PARAR y CONTINUAR.

Si el decisor PARA tras la observación de la variable Xi, recibe el pago yi(X1, ...., Xi).

y el OBJETIVO es:

Encontrar una regla de parada que maximice la esperanza de ganancia.

CASO PARTICULAR: VARIABLES DE BERNOULLI INDEPENDIENTES.

Consideraremos el caso particular en el que las variables Xi son independientes de
Bernoulli con pi = P(Xi = 1) y las funciones de pago

yi(Xi) = Xi · Pi.

La programación dinámica permite resolver de modo sencillo el problema consideran-
do la función E(k) que representa la esperanza de ganancia cuando en la etapa k-ésima
rechazamos el pago y decidimos continuar y observar la variable Xk+1.
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E(k) = pk+1 máx {Pk+1, En(k + 1)}+ (1− pk+1)E(k + 1); E(n) = 0

Una estrategia que acepta el pago cuando Pk > E(k) es óptima y la esperanza de
ganancia es E(0).
Llamaremos conjunto de parada optima al formado por los valores de k para los que
Pk > E(k); es decir aquellas etapas en las que es preferible aceptar el pago que conti-
nuar.

ConjuntoDeParadaOptima := {k : Pk > E(k), k = 1, ..., n}

Ejemplo 5.1. n = 100 pk = 1/k y Pk = 10 sin( k
20)

2

ConjuntoDeParadaOptima = [18, 53] ∪ [73, 99]

Esperanza de ganancia = E(0) = 6.01433...

20 40 60 80 100

2

4

6

8

10

Figura 2: E(k) (azul) y Pk (naranja) en el Ejemplo 5.1

ESTRATEGIAS DE UMBRAL.

Diremos que un problema de parada óptima tiene estrategia óptima de umbral (pro-
blema monótono) si el conjunto de parada óptima es de la forma [k, n] (que no es el
caso del ejemplo 5.1) . En estos casos resulta efectivo considerar la función F(k) que re-
presenta la esperanza de ganancia cuando utilizamos k como umbral, la cual obedece
a la recurrencia siguiente:

Fn(k) = pn(k + 1) · Pk+1 + (1− pn(k + 1)) · F(k + 1); F(n) = 0.

Con esto, la esperanza de ganancia y el umbral óptimo para el problema con n etapas
serán:

En = máx{Fn(k) : k = 0, ..., n}
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UmbralÓptimo = argmax{Fn(k) : k = 0, ..., n}

Si consideramos una familia de problemas monótonos variando n y la consiguiente su-
cesión de funciones {Fn}n∈N con dominios [0, ..., n] se plantea el problema de estudiar
el comportamiento asintótico del umbral y de la probabilidad de éxito al tender n a
infinito. Llamando kn al umbral óptimo y En a la esperanza de ganancia se trata por
tanto de investigar los siguientes lı́mites:

lı́m
n→∞

kn

n
y lı́m

n→∞
En

Para ello resultan cruciales los dos resultados siguientes:

Proposición 5.1. Sea {Fn}n∈N una sucesión de funciones reales definidas sobre {0, 1, ..., n}
y sea M(n) un valor para el cual Fn alcanza su máximo valor. Si la sucesión de funciones
{ fn}n∈N dadas por fn(x) := Fn(bnxc) converge uniformemente en [0, 1] a una función f
continua en [0, 1] y θ es el único máximo global de f en [0, 1], entonces

i) lı́m
n
M(n)/n = θ.

ii) lı́m
n

Fn(M(n)) = f (θ).

iii) Si M(n) ∼M(n) entonces lı́m
n

Fn(M(n)) = f (θ).

Proposición 5.2. Sea {Fn}n∈N una sucesión de funciones reales definidas sobre {0, 1, ..., n}
y sea N (n) el único entero para el que se cumple

N (n)
n

< Fn (N (n))

N (n) + 1
n

≥ Fn (N (n) + 1)

Si fn(x) := Fn(bnxc) converge uniformemente en [0, 1] a una función f continua en [0, 1] y
θ es la única solución de la ecuación x = f (x), entonces

lı́m
n→∞
N (n)/n = θ = lı́m

n→∞
Fn(N (n)).

Cuando la recurrencia que define Fn puede ser resuelta explı́citamente, suele resultar
sencillo el cálculo del lı́mite de la sucesión fn, ası́ como la verificación de la unifor-
midad de la convergencia. La presente lı́nea de investigación se ocupa precisamente
del análisis de este lı́mite, especialmente cuando la resolución explı́cita no es posible,
como solución de un ecuación diferencial lineal de primer orden. Existen algunos tra-
bajos aislados (ver [137], [138], [86] y [142]) en los que se ha hecho uso de las ecuaciones
diferenciales para estudiar valores asintóticos en generalizaciones del problema de la
secretaria, pero no se ha utilizado ninguna idea de forma sistemática.
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5.2. TRABAJOS PREVIOS.

En [60], se presentaron los dos siguientes resultados que permite obtener el lı́mite de
fn(x) := Fn(bnxc), cuando Fn está definida de modo recurrente, con la asunción de
que existe y de que la convergencia es uniforme en [0, 1].

Proposición 5.3. Sean {Fn}n∈N, {Gn}n∈N y {Hn}n∈N sucesiones de funciones

Fn, Gn, Hn : {0, . . . , n} −→ R

que satisfacen

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k + 1),
Fn(n) = µn.

Además, para cada x ∈ [0, 1], definimos

fn(x) := Fn(bnxc), hn(x) := n(1− Hn(bnxc)) y gn(x) := nGn(bnxc).

Si se cumple las condiciones siguientes

i) Las sucesiones {hn} y {gn} convergen puntualmente en (0, 1) y uniformemente en [ε, ε′]
para todo 0 < ε < ε′ < 1 a las funciones continuas h(x) y g(x), respectivamente.

ii) La sucesión { fn} converge uniformemente en [0, 1] a una función continua f .

Entonces, f (1) = µ := lı́m µn y f satisface en (0, 1) la siguiente ecuación diferencial

f ′(x) = f (x)h(x)− g(x).

Proposición 5.4. Sean {Fn}n∈N, {Gn}n∈N y {Hn}n∈N sucesiones de funciones

Fn, Gn, Hn : {0, . . . , n} −→ R

que satisfacen

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k− 1),
Fn(0) = µn.

Además, para cada x ∈ [0, 1], definimos

fn(x) := Fn(bnxc), hn(x) := n(1− Hn(bnxc)) y gn(x) := nGn(bnxc).

Si se cumple las condiciones siguientes

i) Las sucesiones {hn} y {gn} convergen puntualmente en (0, 1) y uniformemente en [ε, ε′]
para todo 0 < ε < ε′ < 1 a las funciones continuas h(x) y g(x), respectivamente.

ii) La sucesión { fn} converge uniformemente en [0, 1] a una función continua f .

Entonces, f (0) = µ := lı́m µn y f satisface en en (0, 1) la siguiente ecuación diferencial

f ′(x) = − f (x)h(x) + g(x).

En general, la uniformidad de la convergencia puede ser difı́cil de establecer a priori; sin
embargo, la naturaleza del problema, junto con una simple inspección de la evolución
de la gráfica de fn(x) para valores moderadamente grandes de n, hace que la asunción
de la uniformidad de la convergencia sea totalmente razonable e incluso el supuesto
de que el lı́mite de la función es de clase C1.
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5.3. TRABAJOS EN PERSPECTIVA.

En lo que resta consideraremos la recurrencia hacia delante

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k + 1),
Fn(n) = µn.

de modo que cada resultado o conjetura tendrá su contrapartida para funciones defi-
nidas por recurrencia hacia atrás

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k− 1),
Fn(0) = µn.

La proposición 5.3 resulta muy útil para la resolución de muchos problemas donde, en
efecto, no hay ninguna duda de que la convergencia de la sucesión fn es uniforme en
[0, 1]; sin embargo, esto constituye una debilidad desde el punto de vista del rigor ma-
temático necesario, que debe ser solventada. Por otra parte, es fácil construir ejemplos
donde, no solo esta convergencia no es uniforme, sino que las proposiciones anteriores
no funcionan.

5.3.1. CONVERGENCIA PUNTUAL Y UNIFORME DE Fn(bnxc) SOBRE COMPACTOS.

En determinadas condiciones, aunque la convergencia no sea uniforme en [0, 1], la su-
cesión fn parece que converge puntualmente en (0, 1) a un función f de clase C1(0, 1)
que satisface la ecuación diferencial de la proposición 5.3. Sin embargo no necesaria-
mente satisface que la condición final sea f (1) = µ := lı́mn(µn) y tenemos dos conje-
turas al respecto.

Conjetura 5.1. Sean {Fn}n∈N, {Gn}n∈N y {Hn}n∈N funciones reales con dominio {0, 1, ..., n}
y {µn}n∈N satisfaciendo

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k + 1) ; Fn(n) = µn.

Consideremos para cada x ∈ [0, 1] y n ∈N,

fn(x) := Fn(bnxc), hn(x) := n(1− Hn(bnxc)) y gn(x) := nGn(bnxc).

Si se cumplen las siguientes condiciones

1. Existe
Θ := lı́m

k→∞

(
lı́m

n→∞
Fn(n− k)

)
2. {hn} y {gn} convergen puntualmente en (0, 1) y uniformemente en [ε, ε′] para todo

0 < ε < ε′ < 1 a sendas funciones continuas h y g,.
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Entonces { fn} converge puntualmente en (0, 1) y uniformemente sobre compactos a una fun-
ción f de clase C1(0, 1] que satisface

f (1) = Θ

f ′(x) = f (x)h(x)− g(x) en (0, 1).

En principio podrı́a parecer que no puede resultar muy práctico este resultado por la
dificultad del cálculo del lı́mite reiterado, Θ, en el supuesto de que exista, al no dispo-
ner de una fórmula explı́cita para Fn(n− k). Sin embargo disponemos de la siguiente
expresión formal

Fn(k) =
n−1

∑
i=k

(
i−1

∏
j=k

Hn(j)

)
Gn(i) + µn

n−1

∏
j=k

Hn(j)

que en casos como el ejemplo siguiente nos permite calcularlo.

Ejemplo 5.2. Consideremos

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k + 1) ; Fn(n) = 1

donde

Gn(k) =
(

k
n

)n
+

1
k + n

; Hn(k) =
k

k + 1
.

Fn(k) =
n−1

∑
i=k

(
i−1

∏
j=k

Hn(j)

)
Gn(i) + µn

n−1

∏
j=k

Hn(j)

](k) := lı́m
n→∞

Fn(n− k) =
e−k (ek+1 − 1

)
e− 1

lı́m
k→∞

](k) =
e

e− 1

−g(x) + h(x)y(x) = y′(x) con y(1) =
e

e− 1

f (x) =
x(−(e− 1) log(2x) + (e− 1) log(x + 1) + e)

e− 1

f (x) =
ex

e− 1
− x log(2x) + x log(x + 1)

Conjetura 5.2. En las condiciones de la conjetura 5.1, { fn} converge uniformemente en [ε, 1]
para todo ε ∈ (0, 1) si y solo si Θ = lı́m

n→∞
µn.
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Figura 3: fn(x) = Fn(bnxc del ejemplo 5.2 para n ∈ {25, 100, 500} y su lı́mite f (x).

• L ÍMITE INDEPENDIENTE DE Fn(n) = µn . Existe una interesante situación que merece
un estudio aparte, como es el caso en el que fn converge a una función f que es inde-
pendiente de los valores finales, µn, de la recurrencia. En este caso, tenemos la siguiente
conjetura.

Conjetura 5.3. Sean {Fn}n∈N, {Gn}n∈N y {Hn}n∈N funciones reales con dominio {0, 1, ..., n}
y {µn}n∈N satisfaciendo

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k + 1) ; Fn(n) = µn.

Consideremos para cada x ∈ [0, 1] y n ∈N,

fn(x) := Fn(bnxc), hn(x) := n(1− Hn(bnxc)) y gn(x) := nGn(bnxc).

Si se cumplen las siguientes condiciones

1. {hn} y {gn} convergen puntualmente en (0, 1) y uniformemente en [ε, ε′] para todo
0 < ε < ε′ < 1 a sendas funciones continuas h y g.

2. 0 > A = lı́mx→1 h(x)(x− 1) , B = lı́mx→1 g(x)(x− 1) y |µn| < K

Entonces { fn} converge puntualmente en (0, 1) y uniformemente sobre compactos a una fun-
ción f de clase C1(0, 1] que satisface

f (1) = B
A

f ′(x) = f (x)h(x)− g(x) en (0, 1).

Además, la convergencia es uniforme en (ε, 1] si y solo si lı́mn µn = B
A .

Ejemplo 5.3. Consideremos la función recurrente siguiente

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k + 1); Fn(n) =
5
2
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Donde Gn(k) =
2 (k+2 n)

n (2−3 k+3 n) and Hn(k) = −3 k+3 n
2−3 k+3 n .

gn(x) := n · Gn(bnxc), hn(x) := n · (1− Hn(bnxc))

g(x) =
4 + 2 x
3− 3 x

; h(x) =
2

3− 3 x

la ecuación diferencial a resolver es y′(x) = h(x)y(x)− g(x) o mejor dicho

3 (−1 + x) y′(x) = 2 (2 + x)− 2 y(x)

con condición inicial y(1) = 3 donde 3 = B/A viene de

−2
3
= A = lı́m

x→1
h(x)(x− 1) and − 2 = B = lı́m

x→1
g(x)(x− 1)

f (x) =
13 + 2 x

5

La convergencia no es uniforme en [0, 1] (Ver figura 4) ya que

lı́m
n

µn =
5
2
6= 3.
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Figura 4: fn(x) para n ∈ {25, 100, 1000, 10000} y su lı́mite f (x).

Ejemplo 5.4. Consideremos la misma definición recurrente de la función del ejemplo anterior
pero con valor final Fn(n) = 3. El lı́mite de la sucesión fn es el mismo, pero en este caso la
convergencia es uniforme (ver figura 5).

Esta es la situación especial que decı́amos: la función lı́mite de fn (puntual en (0,1)) no
depende para nada de µn, lo cual es razonable ya que la condición final f (1) = B/A
es la única compatible con la ecuación diferencial.
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Figura 5: fn(x) para n ∈ {25, 100, 1000, 10000} y su lı́mite f (x).

• CONVERGENCIA UNIFORME EN [0, ε]. En ocasiones los problemas de convergencia de
fn están en el 0, con independencia de que los haya o no en el 1. En este caso tenemos
la siguiente conjetura.

Conjetura 5.4. Sean {Fn}n∈N, {Gn}n∈N y {Hn}n∈N funciones reales con dominio {0, 1, ..., n}
y {µn}n∈N satisfaciendo

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k + 1) ; Fn(n) = µn.

Consideremos para cada x ∈ [0, 1] y n ∈N,

fn(x) := Fn(bnxc), hn(x) := n(1− Hn(bnxc)) y gn(x) := nGn(bnxc).

Si se cumplen las siguientes condiciones

1. Existe
Θ := lı́m

k→∞

(
lı́m

n→∞
Fn(n− k)

)
2. {hn} y {gn} convergen puntualmente en (0, 1) y uniformemente en [ε, ε′] para todo

0 < ε < ε′ < 1 a sendas funciones continuas, h y g.

3. Existe θ tal que para todo k
θ = lı́m

n→∞
Fn(k)

Entonces { fn} converge puntualmente en (0, 1) y uniformemente sobre compactos a una fun-
ción f de clase C1(0, 1) que satisface

f (1) = Θ

f ′(x) = f (x)h(x)− g(x) en (0, 1).

Además la convergencia es uniforme en [0, ε] si y solo si f (0) = θ.
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Ejemplo 5.5. Consideremos la función recurrente siguiente

Fn(k) = Gn(k) + Hn(k)Fn(k + 1); Fn(n) =
1
2

Donde Gn(k) = 1
k+2 and Hn(k) = k

k+1 .

gn(x) := n · Gn(bnxc), hn(x) := n · (1− Hn(bnxc))

g(x) =
1
x

; h(x) =
1
x

la ecuación diferencial a resolver es y′(x) = h(x)y(x)− g(x), esto es

y′(x) =
y(x)

x
− 1

x

con condición inicial

y(1) = lı́m
k→∞

(
lı́m

n→∞
Fn(n− k)

)
=

1
2

cuya solución es

f (x) = 1− x
2

La convergencia es uniforme en [ε, 1] para todo ε pero no en [0, 1] ya que

1 = f (0) 6= lı́m
n
(Fn(k)) =

2k + 1
2k + 2

.

La figura 6 ilustra lo dicho.
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Figura 6: fn(x) para n ∈ {25, 100, 500, 1000} y su lı́mite f (x).
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5.3.2. FUNCIONES Fn(k) DEFINIDAS A TROZOS.

En ocasiones, en especial cuando el problema subyacente presenta una estrategia ópti-
ma con dos o más umbrales, serı́a deseable disponer de un resultado similar a la Pro-
posición 5.3 como es el siguiente.

Proposición 5.5. Sea {sn}n∈N con sn ∈ {0, ..., n} tal que lı́mn→∞
sn
n = s y sean las sucesio-

nes de funciones reales {Fn}n∈N, {G1
n}n∈N, {G2

n}n∈N, {H1
n}n∈N y {H2

n}n∈N con dominio
{0, ..., n}, satisfaciendo

Fn(k) = G1
n(k) + H1

n(k)Fn(k + 1) si k < sn

Fn(k) = G2
n(k) + H2

n(k)Fn(k + 1) si sn ≤ k < n

Fn(n) = µ.

Para cada x ∈ R, definimos
fn(x) := Fn(bnxc)

hi
n(x) := n(1− Hi

n(bnxc))
gi

n(x) := nGi
n(bnxc).

Si se cumplen las siguientes condiciones

i) Las sucesiones {h1
n} y {g1

n} convergen puntualmente en (0, s] y uniformemente en [ε, s]
para todo 0 < ε < s a las funciones continuas h1(x) y g1(x), respectivamente.

i) Las sucesiones {h2
n} y {g2

n} convergen puntualmente en [s, 1) y uniformemente en [s, ε]
para todo s < ε < 1 a las funciones continuas h2(x) y g2(x), respectivamente.

ii) La sucesión { fn} converge uniformemente en [0, 1] a una función f continua.

Entonces, f (1) = µ, f satisface en [s, 1] la ecuación diferencial

f ′(x) = f (x)h2(x)− g2(x)

y f satisface en (0, s] la ecuación diferencial

f ′(x) = f (x)h1(x)− g1(x)

Este resultado, cuya demostración serı́a análoga a la de [60], presenta la misma debi-
lidad (asunción de la convergencia uniforme de fn) y los retos planteados más arriba
tendrán sus análogos en este contexto.
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6. L ÍNEA 3: VARIANTES DEL PROBLEMA DE LA

SECRETARIA.

6.1. INTRODUCCIÓN.

El problema de secretaria es uno de los muchos nombres que recibe uno de los más fa-
mosos problemas de parada óptima. Este problema puede plantearse como sigue:
• Un empleador quiere contratar a la mejor secretaria de las n disponibles.
• Las candidatas son entrevistados de una en una en orden aleatorio.
• Una decisión sobre cada candidata se hará inmediatamente después de la entrevista.
• Una vez rechazada una candidata no puede ser llamada de nuevo.
• Durante la entrevista, el empleador solo es capaz de discriminar si la candidata es
mejor que las anteriores.
Se trata de encontrar la estrategia óptima que maximiza la probabilidad de seleccionar
la mejor candidata.
También puede plantearse como un problema de toma de decisiones en un juego con
las siguientes reglas:
F Disponemos de una urna con n objetos diferentes totalmente ordenados.

(Si x ≺ y diremos que y es mejor que x)
F Los objetos son extraı́dos y mostrados en orden aleatorio.
F Cada objeto debe ser seleccionado o rechazado antes de ser mostrado el siguiente.
F Un objeto rechazado no puede ser seleccionado más adelante.
F Sólo es posible discernir si un objeto es mejor que todos los anteriores.
F Seleccionar el mejor objeto se considera ÉXITO y, en otro caso, FRACASO.

Este problema tiene una elegante solución. Dynkin3 [98] y Lindley4 [129] demostra-
ron de forma independiente que la mejor estrategia es una denominada de umbral que
consiste en rechazar aproximadamente las primeras bn/ec candidatas entrevistadas y
luego seleccionar la primera que sea mejor que todos las anteriores. Siguiendo esta
estrategia, la probabilidad de seleccionar a la mejor candidata es al menos 1/e. Esta so-
lución fue refinada por Gilbert y Mosteller 5 en [113], mostrando que

⌊
(n− 1

2)e
−1 + 1

2

⌋
es mejor aproximación para el umbral óptimo que bn/ec. Este problema y algunas
generalizaciones se pueden resolver de manera directa mediante un teorema de F.T.
Bruss (Odds-Theorem, [90]). Abundante información y referencias bibliografı́as sobre
el tema se pueden encontrar en trabajos de Tomas S. Ferguson6 como son [103], [104] y
[105].

3Eugene Borisovich Dynkin (1924−2014) fue un matemático soviético y estadounidense. Hizo con-
tribuciones a los campos de la probabilidad y el álgebra.

4Dennis Victor Lindley (1923−2013) fue un estadı́stico inglés experto en teorı́a de decisión.
5Charles Frederick Mosteller (1916− 2006), fue uno de los más eminente probabilistas del siglo XX.
6Thomas Shelburne Ferguson (nacido el 14 de diciembre de 1929) es un matemático y estadı́stico

estadounidense. Es profesor emérito de matemáticas y estadı́stica en la Universidad de California
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Eugene Borisovich Dynkin (1924−2014). Dennis Victor Lindley (1923−2013).
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6.2. TRABAJOS PREVIOS.

En los últimos años, hemos realizado dos trabajos ([61] y [62]) en este contexto, inte-
grantes del grupo OPyAP junto con Oller-Marcén. Asimismo, en [70], con la colabora-
ción de Raquel Garcı́a (Universidad de Salamanca), hemos presentado una aplicación
a la economı́a. Por otra parte, en esta lı́nea también se enmarca el trabajo en solitario,
[60], mencionado con anterioridad.

6.2.1. LAS VARIANTES mejor/peor Y postdoc.

En [61] hemos estudiado dos variantes del problema de la secretaria. En la variante
mejor/peor se considera como objetivo seleccionar la mejor o la peor secretaria y en la
variante postdoc el objetivo es seleccionar la segunda mejor. En ambos caso la estrategia
es de umbral y en ambas el umbral óptimo es bn

2 c. La probabilidad de éxito, en el caso
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de la variante mejor/peor, es ⌊
1+n

2

⌋
2
⌊

1+n
2

⌋
− 1

y la mitad de esto en el caso de la variante postdoc.
Asimismo, hemos estudiado la variante mejor/peor con pagos diferentes según el ob-
jeto seleccionado sea el mejor o el peor y, en ambas variantes, se ha investigado la
consideración de costes/gratificaciones por cada entrevista realizada.

6.2.2. LAS VARIANTE mejor/peor Y postdoc CON NÚMERO DE CANDIDATAS ALEATORIO.

En [62] hemos estudiado las variantes indicadas anteriormente, considerando desco-
nocido el número de candidatas aunque asumiendo que ese número es una variable
Uniforme [1, n] y Poisson de parámetro λ. En ambos casos, se establece que la estrate-
gia óptima es de umbral y los siguientes resultados asintóticos.

Teorema 6.1. Denotaremos por M(n) el umbral óptimo en el problema de la secretaria me-
jor/peor con un número de candidatos que es el resultado de una variable aleatoria discreta
uniforme U[1, n] y P(n) a la probabilidad de éxito. Sea

ϑ := −1
2

W
(
− 2

e2

)
= 0.20318786 . . . ,

Se cumple lo siguiente:

i)

1 = P(1) = P(2) > P(3) > · · · > P(n) > P(n+ 1) > · · · > 2(ϑ−ϑ2) = 0.32380511 . . . .

ii) lı́m
n→∞

M(n)
n

= ϑ.

iii) lı́mn→∞ P(n) = 2(ϑ− ϑ2).

Teorema 6.2. Denotaremos porM(n) el umbral óptimo en el problema de la secretaria me-
jor/peor con un número de candidatos que es el resultado de una variable aleatoria discreta
Poisson de parámetro λ y P(λ) a la probabilidad de éxito. Se cumple lo siguiente:

i ) lı́m
λ→∞

M(λ)

λ
=

1
2

.

iii) lı́mλ→∞ P(λ) = 1
2 .



40 PROYECTO INVESTIGADOR

6.2.3. EL PROBLEMA DE LAS SECRETARIAS GEMELAS.

En [60] he estudiado el problema de la secretaria considerando que hay n parejas de
secretarias gemelas o, en otros términos, el problema de decisión descrito como sigue.
• Disponemos de una urna con 2n objetos; n diferentes totalmente ordenados y una
copia de cada uno de ellos.
• Los objetos son mostrados en orden aleatorio.
• Cada objeto debe ser selecionado o rechazado antes de ser mostrado el siguiente.
• Solo es posible discernir si un objeto es mejor o igual que todos los anteriores y si la
copia del objeto mostrado ha sido mostrada anteriormente.
• Un objeto rechazado no puede ser selecionado más adelante.
• Seleccionar una de copia del mejor objeto se considera ÉXITO y, cualquier otra elec-
ción, FRACASO.
En esta variante, cada objeto tiene una copia idéntica y el objetivo es seleccionar una
copia del mejor candidato. Este problema fue introducido en 2011 por Garrod en su
tesis doctoral ([108]) y puede verse también en [109]. En 2015, Vardi [165, 166], de for-
ma independiente, abordó el mismo problema. Tanto Garrod como Vardi abordan el
problema con técnicas combinatorias desde la perspectiva de conjuntos parcialmente
ordenados. Más recientemente, en [60], introduzco un nuevo método basado en el uso
de la programación dinámica y ecuaciones diferenciales para el estudio asintótico (ver
proposiciones 5.4 y 5.3 expuestas en la descripción de lı́nea de investigación anterior).
En este problema, la estrategia óptima es, al igual que en el problema de la secreta-
ria, estrategia de umbral. Aquı́, un buen candidato debe entenderse como un maximal
(mejor que todos los inspeccionados anteriormente) cuyo gemelo ya ha sido inspec-
cionado; huelga decir que seleccionar un objeto, cuyo gemelo no ha sido entrevistado,
nunca puede constituir estrategia óptima. La estrategia óptima de umbral puede des-
cribirse como sigue:

Teorema 6.3. Para el problema de las secretarias gemelas, si n es el número de objetos diferen-
tes, entonces existe kn de tal modo que la siguiente estrategia es óptima

1. Rechazar los primeros kn objetos diferentes

2. Despues, aceptar el primer buen candidato que aparezca.

El umbral óptimo está dado por la siguiente expresión:

kn = mı́n

{
k : 5− 2n

k
≥

n−1

∑
i=k

1
i

}
En cuanto a los resultados asintóticos tenemos los siguiente:

Proposición 6.1. Si kn es el umbral óptimo, entonces

lı́m
n

(
kn

n

)
= ϑ :=

2
W(2e5)

= 0.4709265..
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y denotando por Pn la probabilidad de éxito usando el umbral kn, tenemos que

lı́m
n

Pn =
1
3

(
4ϑ + 6

√
1− ϑ +

(
ϑ + 2

√
1− ϑ− 2

)
log(ϑ)− 4

)
= 0.76797426...

6.2.4. UN PROBLEMA DE PARADA ÓPTIMA EN ECONOMÍA.

En [70], hemos considerado una variante del Problema de la Secretaria, aplicada a un
problema de economı́a donde una firma inversora debe decidir si invierte o no, y qué
cantidad, en proyectos que se le presentan secuencialmente, teniendo en consideración
que solamente con el mejor proyecto se puede conseguir el retorno de la inversión y
una rentabilidad positiva.
Se han analizado y comparado diversas situaciones atendiendo a distintas funciones
de utilidad del capital para la firma inversora.
Considerando la función Ψ, que representa la utilidad esperada, cuando se realiza una
inversión con probabilidad de éxito p en la cantidad óptima, según el modelo de utili-
dad considerada, se tiene el siguiente programa dinámico

Un(r) =
1

r + 1
·máx

[
Ψ
(

r + 1
n

)
, Un(r + 1)

]
+

r
r + 1

·Un(r + 1); Un(n) = U (1)

Donde Un(r) representa la utilidad esperada al rechazar el proyecto r-ésimo y, en par-
ticular, Un(0) es la utilidad esperada a priori.
La estrategia óptima es de tipo umbral y la recurrencia que calcula la utilidad esperada
al usar r como umbral es la siguiente

Un(r) =
1

r + 1
·Ψ
(

r + 1
n

)
+

r
r + 1

·Un(r + 1); Un(n) = U (1)

Utilizando la metodologı́a introducida en [60], se han obtenido los umbrales óptimos
asintóticos y la probabilidad asintótica de éxito para diferentes modelos de utilidad:
logarı́tmica, lineal, raı́z cuadrada, exponencial, etc.

6.3. TRABAJOS EN PERSPECTIVA.

6.3.1. REVISIÓN DE PROBLEMAS CLÁSICOS.

Pretendemos hacer una revisión de distintas variantes del problema de la secretaria
que aparecen en la literatura, utilizando la metodologı́a introducida en [60], que hemos
comentado en la linea 2.
Son muchas las variantes y generalizaciones del problema de la secretaria cuya estrate-
gia optima es de umbral. En estos casos la función que proporciona la probabilidad de
éxito utilizando un cierto umbral puede definirse de modo recurrente y es ahı́ donde la
metodologı́a introducida en [60] puede servir para el estudio de los valores asintóticos
del umbral óptimo y de la probabilidad de éxito. Veamos algunos ejemplos:
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• EL PROBLEMA DE LA SECRETARIA CON PAGOS DIFERENTES POR ACERTAR/FALLAR/NO SE-
LECCIONAR. Consiste en considerar el problema de la secretaria en el que la recom-
pensa es 1 si el jugador selecciona el mejor objeto, -1 si selecciona a algún objeto que no
es el mejor y 0 si no se selecciona ningún objeto. Más generalmente podemos plantear
que se recibe un pago α por acertar el mejor objeto, una penalización β por seleccionar
erróneamente un objeto y una penalización γ por no seleccionar ningún objeto. El caso
particular de α = β = 1 y γ = 0 aparece estudiado en [105].

• PROBLEMA DE LA SECRETARIA CON EL EMPLEO INCIERTO . Consiste en considerar el
clásico problema de la secretaria con la posibilidad adicional de que una candidata ob-
servada no esté disponible (la candidata rechaza la oferta con probabilidad conocida).
Si este es el caso, no se permite seleccionar a la candidata y las entrevistas continúan.
Esta variante aparece tratada en [157].

• NÚMERO ALEATORIO DE CANDIDATAS. El número de objetos es desconocido, pero se
asume que es aleatorio con la distribución de probabilidad conocida. Las reglas son
como en el problema estándar, pero si el jugador rechaza un objeto y resulta que no
hay más, pierde. Cuando la distribución considerada es uniforme discreta en {1, ..., n}
puede usarse la metodologı́a de referencia. Este problema está tratado en [141] y [145].

• SELECCIÓN DE UNO DE LOS DOS MEJORES. Se trata de seleccionar el mejor o el segun-
do mejor objeto recibiendo en cada caso pagos respectivos U(1) y U(2). Este problema
aparece tratado en [113] y [118].

• EL PROBLEMA DE LA SECRETARIA CON COSTE POR ENTREVISTA. Se considera que la
realización de cada entrevista tiene un coste de c/n unidades monetarias y se gratifica
el éxito con una unidad monetaria. Este problema aparece tratado en [104].

• EL PROBLEMA DE SELECCIONAR LOS r MEJORES. También parece que puede ser usada
la nueva metodologı́a en problemas donde aparecen varios umbrales como es el caso
del problema de seleccionar los 2 mejores objetos o, más generalmente, los r mejores
objetos. Este problema aparece tratado en [92].

• EL PROBLEMA DE LA SECRETARIA CON VARIAS SELECCIONES. En esta variante se per-
mite al entrevistador seleccionar varias candidatas, siendo el objetivo que alguna de
ellas sea la mejor. Este problema fue tratado en [133] y presenta tantos umbrales como
selecciones son permitidas.

6.3.2. PROBLEMA DE LA SECRETARIA CON DOS ENTREVISTAS.

Una variación muy natural del problema de las secretarias gemelas es sustituir la du-
plicidad de objetos por duplicidad de entrevistas. Estamos realizando un trabajo donde
se consideran dos variantes, en una se considera que cada secretaria es entrevistada dos
veces y en la otra que el empleador tiene la posibilidad de entrevistar en dos ocasiones
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a una sola secretaria de su elección. En ambos casos la segunda entrevista se realiza
tras volver la secretaria a un lugar aleatorio en la cola de candidatos. La naturaleza
de la primera variante es muy similar a la variante de las secretarias gemelas; pero la
segunda presenta mayor dificultad conceptual pues la estrategia óptima consiste en la
utilización de dos umbrales, en cierto sentido similar al problema de la secretaria con
dos oportunidades de selección. Estas variantes pueden enunciarse como sigue:
Variante 1
• 1. Disponemos de una urna con n objetos diferentes totalmente ordenados.
• 2. Los objetos de la urna son extraı́dos y mostrados en orden aleatorio.
• 3. Un objeto rechazado por primera vez es retornado a la urna.
• 4. Cada objeto debe ser seleccionado o rechazado antes de ser mostrado el siguiente.
• 5. Solo es posible discernir si un objeto es mejor o igual que todos los anteriores y si
el objeto es mostrado por primera o segunda vez.
• 6. Un objeto rechazado por segunda vez ya no puede ser seleccionado más adelante.
• 7. Seleccionar el mejor objeto se considera ÉXITO y, cualquier otro, FRACASO.
Variante 2
Es el resultado de sustituir en la variante 1 el item 3 por
• 3′ El empleador puede devolver a la urna un objeto de su elección tras ser inspeccio-
nado.
A continuación se muestran las probabilidades de éxito, utilizando la estrategia ópti-
ma, en las dos variantes introducidas junto con las de la variante de las secretarias
gemelas y las del problema de la secretaria clásico.

n 2 3 100 1000 10000 → ∞
Classic 0.5 0.5 0.3710... 0.3681... 0.3679... 0.367879...

Returning 0.833... 0.833... 0.7697... 0.7681... 0.76799... 0.767974...
V− 1 0.75 0.75 0.6548... 0.6524... 0.65223... 0.652204...
V− 2 0.75 0.6666... 0.4924... 0.4889... 0.48856... 0.488521...

6.3.3. PROBLEMA DE LA SECRETARIA CON SAMPLEO.

Una variante introducida muy recientemente en [107] consiste en permitir observar
una muestra de objetos, antes de comenzar las inspecciones de los objetos selecciona-
bles. Naturalmente, disponer de una muestra de objetos puede proporcionar una infor-
mación que, aprovechada adecuadamente, aumenta la probabilidad de éxito. Es fácil
darse cuenta de que si la muestra es muy grande y en el proceso de entrevistas (inspec-
ciones) aparece un objeto mejor que los anteriores, incluida la muestra, la probabilidad
de éxito seleccionándolo es mayor que si no dispusiéramos de la información de que
supera a los objetos de la muestra auxiliar. En el mencionado trabajo se consideró una
información completa en el sentido de que el decisor es capaz de discernir la posición
relativa de cada candidato lo que da lugar a una estrategia con tantos umbrales co-
mo el tamaño de la muestra auxiliar. El trabajo presenta especialmente simulaciones
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computacionales que permiten hacer ciertas conjeturas pero deja puntos interesantes
por abordar. Es nuestro propósito estudiar el problema cuando se dispone de informa-
ción limitada en cuanto a los elementos de la muestra, en concreto cuando solamente
se es capaz de recordar el mejor objeto. Estudiaremos el caso en el que el tamaño del
muestreo sea fijo y el caso en el que podamos elegir el tamaño de la muestra.
Consideraremos el problema de parada óptima con las siguientes reglas:
1) Disponemos n + m objetos sobre los que tenemos definido un orden total.
2) Se hace de forma aleatoria una partición de los objetos en dos subconjuntos: uno de
n candidatos y otro de m objetos para muestra (sampleo).
3) Solo es posible discernir el valor relativo de los objetos.
4) Se nos informa y somos capaces de recordar el mejor objeto de la muestra.
5) Se muestran secuencialmente los n candidatos como en el problema de la secretaria.
6) Se considera éxito seleccionar al mejor de los n candidatos.
Tenemos ya algunos resultados; el primero de ellos establece que la estrategia óptima
presenta dos umbrales.

Teorema 6.4. Si n es el número de candidatos y m el número de objetos del sampleo entonces
existen αm

n y βm
n de tal modo que la siguiente estrategia es optima

1. Rechazar los αm
n primeros objetos inspeccionados.

2. Después, aceptar el primero que sea mejor que todos los objetos vistos incluida la muestra.

3. Después de βm
n , aceptar el primero que sea mejor que todos los candidatos anteriores.

Tenemos también algunos resultados asintóticos

Proposición 6.2. Sea una sucesión de problemas con n candidatos y tamaño mn del sampleo.
Si mn

n → m, cuando n tiende a infinito, entonces tenemos que

ααα(m) := lı́m
αmn

n

n
= máx

{
0,

1 +m− em
e

}
=


1 +m− em

e
, if m ∈ [0, 1

e−1 ] ;

0, if m ≥ 1
e−1

βββ(m) := lı́m βmn
n
n es la única raı́z en [0, 1] de la ecuación

(1 +m) x1+m

m+ x
= e−m

Proposición 6.3. Sea la sucesión mn con mn
n → m, entonces βββ(m) := lı́m βmn

n
n es la única raı́z

en [0, 1] de la ecuación

(1 +m) x1+m

m+ x
= e−m
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Proposición 6.4. Sea la sucesión mn con mn
n → m ≥ 1

−1+e entonces la probabilidad asintótica
de éxito siguiendo la estrategia óptima es

m (β(m)− log(m) + log(m+ β(m)))

1 +m

Proposición 6.5. Sea la sucesión mn con mn
n → m < 1

−1+e entonces la probabilidad asintótica
de éxito siguiendo la estrategia óptima es

1 +m+ em β(m)− em log(1 +m) + em log(m+ β(m))

e + em

Determinamos tambien el valor mn del sampleo que proporciona mayor probabilidad
de éxito y encontramos que mn/n tiende a 1.10077.... y probabilidad de éxito lı́mite es
0.47857006...

Proposición 6.6. Para cada n consideremos m(n) el tamaño óptimo del muestreo y £(n) el
umbral óptimo correspondiente y P(n) la probabilidad de éxito. Se tiene que
i)

m(n)
n
−→ ϑ := 1.100767538885498...

ii)
£(n)

n
−→ ξ := 0.523983505318955...

iii)

P(n) ≥ P(n + 1) > lı́m
n→∞
P(n) = m (β− log(m) + log(m + β))

1 + m
= 0.47857006...

donde (ξ, ϑ, ) son las soluciones para (x, y) del sistema de 2 ecuaciones{
x1+y (1 + y) = e−y(x + y)
yex (1+y) xx (1+y) = x + y

6.3.4. PROBLEMA DE LAS SECRETARIAS CLONADAS m VECES.

Otra generalización natural del problema de las secretarias gemelas (returning secre-
tary problem) es el problema consistente en considerar que cada objeto está clonado
m veces. De hecho, este problema ya fue considerado por Garrod en su tesis doctoral
[108]. Garrod presenta un procedimiento para el cálculo del umbral óptimo y probabi-
lidad de éxito poco eficiente y no consigue resultados, en cuanto a su comportamiento
asintótico, ni siquiera para m = 3.
En esta lı́nea hemos concebido un algoritmo que calcula de modo muy eficiente (com-
plejidad lineal) el umbral óptimo y probabilidad de éxito y un procedimiento para el
cálculo de los valores asintóticos basado en la resolución mediante desarrollos de Tay-
lor de un sistema de m de ecuaciones diferenciales.
A continuación se muestra los resultados obtenidos para valores de m hasta 10.
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m km
100 km

1000 km
10000 lı́mn

(
km

n
n

)
Pm

100 Pm
1000 Pm

10000 lı́mn Pm
n

1 38 369 3679 0.367879441 0.37104277 0.36819561 0.36791104 0.3678794
2 48 471 4710 0.470926543 0.76970661 0.76814759 0.76799160 0.7679742
3 50 493 4927 0.492635760 0.93518916 0.93490075 0.93487222 0.9348690
4 50 499 4981 0.498053032 0.93490075 0.98307710 0.98307411 0.9830737
5 50 500 4995 0.499479760 0.99561947 0.99561715 0.99561693 0.9956169
6 50 500 4999 0.499861014 0.99885461 0.99885447 0.99885446 0.9988544
7 50 500 5000 0.499963006 0.99969900 0.99969899 0.99969899 0.9996989
8 50 500 5000 0.499990198 0.99992082 0.99992082 0.99992082 0.9999208
9 50 500 5000 0.499997415 0.99997920 0.99997920 0.99997920 0.9999792
10 50 500 5000 0.499999321 0.99999455 0.99999455 0.99999455 0.9999945

Tabla 1: Umbral óptimo, probabilidad de éxito y valores asintóticos.

Más detalles sobre esta lı́nea se pueden encontrar en una versión provisional de un
proyecto de artı́culo: (arXiv:2009.07911).
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7. L ÍNEA 4: EL PROBLEMA DEL ÚLTIMO ÉXITO.

7.1. INTRODUCCIÓN.

Denominamos problema del último éxito (Last-Success-Problem) al problema de maximi-
zar la probabilidad de señalar el último éxito en una secuencia finita de experimentos
de Bernoulli. Consideraremos n variables aleatorias de Bernoulli que son observadas
secuencialmente. El mencionado problema consiste en encontrar una regla de parada
que maximice la probabilidad de detenerse en el último ”1”de la secuencia. El caso con
variables aleatorias independientes ha sido estudiado por Hill y Krengel [121], Hsiau y
Yang [123] y fue resuelto de modo simple y elegante por Franz Thomas Bruss7 en [90]
con el siguiente famoso resultado.

Franz Thomas Bruss.

Teorema 7.1. (Odds-Theorem, F.T. Bruss 2000). Sean n variables aleatorias de Bernoulli,
I1, I2, ..., In, independientes de parámetros pi = P(Ii = 1). Sean los parámetros qi = 1− pi y
ri = pi/qi y consideremos el siguiente ı́ndice:

s =

{
máx{1 ≤ k ≤ n : ∑n

j=k rj ≥ 1}, si ∑n
i=1 ri ≥ 1 ;

1, en otro caso

Para maximizar la probabilidad de detenerse en el último ”1” de la secuencia, es óptima la
estrategia de detenerse en el primer ”1” que encontramos entre las variables Is, Is+1, ..., In. La
probabilidad de ganar con esta estrategia es

V(p1, ..., pn) :=

(
n

∏
j=s

qj

)(
n

∑
i=s

ri

)
7Franz Thomas Bruss es en la actualidad profesor de matemáticas en la Université Libre de Bruxelles

y presidente de la Sociedad de Estadı́stica de Bélgica. Ha recibido diversos galardones por sus contrui-
buciones matemáticas, entre ellos el Premio Jacques Deruyts en 2004.
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A partir de ahora denotaremos por G(p1, ..., pn) el juego consistente en señalar el últi-
mo 1 (éxito) de la sucesión {I1, ..., In}, donde 0 < pi = P(Ii = 1) para todo i = 1, ..., n.
Denotamos Rk := ∑n

i=k
pi

1−pi
y Qk := ∏n

i=k(1 − pi). El ı́ndice s del teorema anterior
se denominará umbral óptimo y la probabilidad de ganar utilizando la estrategia ópti-
ma, se denotará V(p1, ..., pn). Bruss también presentó en [90] la siguiente cota para la
probabilidad de ganar.

Teorema 7.2. Si s es el umbral óptimo para el juego G(p1, ..., pn), entonces

V(p1, ..., pn) > Rse−Rs .

Bruss presentó asimismo un addendum en [91] con el siguiente resultado para el caso
en el que R1 ≥ 1.

Teorema 7.3. If R1 ≥ 1 then

V(p1, ..., pn) >
1
e

.

Muy recientemente el resultado anterior ha sido refinado en [84] como sigue.

Teorema 7.4. If R1 ≥ 1 then

V(p1, ..., pn) ≥
(

1− 1
n + 1

)n
>

1
e

.

Sin embargo, la mejorı́a no es significativa si n es grande.

7.2. TRABAJOS REALIZADOS.

En esta lı́nea he publicado, muy recientemente, tres artı́culos: [66], [67] y [71] .

7.2.1. UNA EXTENSIÓN DEL TEOREMA DE BRUSS.

En el artı́culo [66] he considerado la incorporación al problema del último éxito de
pagos variables que dependen del ı́ndice de la variable en la que se produce ese último
éxito. Si tenemos variables I1, ..., In de parámetros pi consideraremos un pago wi > 0
si la variable Ik = 1 es señalada con acierto como último 1 de la secuencia. Con estos
pagos no costantes, en general, la estrategia óptima no es necesariamente de umbral.
Cuando la estrategia óptima sea de umbral diremos que el problema es monótono.
Tenemos a continuación un resultado de monotonı́a que incluye los casos en los que el
pago wk es no decreciente y, en particular, incluye el problema del último éxito (wi =
1).

Proposición 7.1. Si wk+1 ≥ (1 − pk+1)wk para todo k ∈ {1, ..., n − 1}, el problema es
monótono

También tenemos un resultado que generaliza el teorema de Bruss en términos simi-
lares a los suyos y que constituye una prueba alternativa a su famoso teorema, más
sencilla si cabe que la suya.
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Teorema 7.5. Sean I1, I2, ..., In variables aleatorias Bernoulli independientes con parámetros
pi. Sean wi reales positives que representan el pago que recibe un jugador si para en el último
”1” y éste se produce en la variable Ii. Definimos (con el auxiliar w0 := 0)

s = máx

{
k :

n

∑
j=k

wj · pj

1− pj
≥ wk−1

}
.

Si el problema es monotono, entonces s es umbral óptimo; es decir, para maximizar la esperanza
de ganancia, es óptimo parar en el primer ”1” que se produzca en las variables Is, ..., In. Además,
con esta estrategia, la esperanza de ganancia es:

E =

{(
∏n

j=s(1− pj)
)

∑n
i=s

wi·pi
1−pi

, if ps < 1 ;

ws ·∏n
j=s+1(1− pj), if ps = 1

7.2.2. UN JUEGO RELACIONADO CON EL PROBLEMA DEL ÚLTIMO ÉXITO.

En [67] he introducido y estudiado una versión adversarial del problema del último
éxito. Se consideran n variables aleatorias independientes de Bernoulli Ii con paráme-
tros pi que se observan secuencialmente. Consideramos el siguiente juego secuencial
de suma cero para dos personas. Dos jugadores, A y B, actúan por turnos comenzando
con el turno el jugador A. El juego tiene n etapas, en la etapa k, si Ik = 1, entonces
el jugador que tiene el turno puede elegir entre mantenerlo o pasarlo al otro jugador.
Si Ik = 0, entonces el jugador en posesión del turno está obligado a conservarlo. El
objetivo del juego es no tener el turno después de la última etapa: es decir, el jugador
que tenga el turno en la etapa n gana si In = 1 (porque pasa el turno a su rival y no
hay más etapas) y, de lo contrario, pierde. Esto recuerda al juego de la patata caliente en
el que el objetivo es no tener en la mano la patata caliente al final del juego, con la regla
de poder pasarla, si uno ası́ lo desea, a su oponente cuando Ik = 1.
Denotamos por Vk a la probabilidad de ganar del jugador en posesión del turno cuan-
do nos disponemos a observar la variable Ik. En particular, la probabilidad de ganar
del jugador A es V1 y, por tanto, la probabilidad de ganar del jugador B es 1−V1. Por
otra parte, el poseedor del turno, al llegar a la última etapa, tendrá una probabilidad
de ganar pn, en definitiva Vn = pn. El programa dinámico que encuentra la estrategia
óptima y probabilidad de ganar viene dado por la recurrencia siguiente

Vk = pk ·máx{Vk+1, 1−Vk+1}+ (1− pk) ·Vk+1; Vn = pn.

Teniendo presente esta expresión, se llega a que la estrategia óptima para el poseedor
del turno resulta muy sencilla. Esta estrategia óptima puede expresarse como sigue:

Proposición 7.2. La forma de proceder del jugador en posesión del turno que maximiza la
probabilidad de ganar es pasar el turno al rival siempre que no reste por observar ninguna
variable aleatoria con parámetro mayor que 1/2 y mantenerlo en caso contrario.

La probabilidad de ganar del poseedor del turno es mayor, inferior o igual a la de su ri-
val dependiendo de los parámetros de las variables aleatorias que restan por observar,
en concreto:
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Proposición 7.3. Si la última variable aleatoria con parámetro mayor o igual que 1/2 es Ik
entonces el poseedor del turno antes de observar esa variable tiene probabilidad de ganar mayor
que 1/2 si pk > 1/2 y exactamente 1/2 si pk = 1/2. Después de haberse observado la variable
Ik el poseedor del turno tiene una probabilidad de ganar inferior a 1/2.

7.2.3. VARIACIONES DEL PROBLEMA DEL ÚLTIMO ÉXITO Y NUEVAS COTAS.

Un reciente trabajo en esta linea, aceptado para su publicación en Theory of Probability
and Mathematical Statistics, es [71]. Uno de los resultados principales es el relativo al
caso en el que las variables de Bernoulli tengan todas el mismo parámetro p. Esto fue
tratado de modo incorrecto en [127].

Proposición 7.4. Consideremos el juego G(p1, ..., pn), con pi = p < 1.
• Si n ≥ (d1/pe − 1), entonces s = n− d1/pe+ 2 es el umbral óptimo y

V(p, ..., p) =
p

1− p
· (d1/pe − 1) · (1− p)d1/pe−1 =

p · (d1/pe − 1) · (1− p)d1/pe−2

• Si n < (d1/pe − 1), entonces s = 1 es el umbral óptimo y

V(p, ..., p) = n · p · (1− p)n−1

También hemos obtenido cotas mas finas que las dadas hasta ahora para la probabili-
dad de ganar en el problema del último éxito.

Teorema 7.6. Sea s el umbral óptimo en el juego G(p1, ..., pn) y

p := mı́n{pi : i = s, ..., n},

entonces

V(p1, ..., pn) ≥



(
1− 1

d1/pe

)−1+d1/pe
, if 1 ≤ Rs < ∞ ;

R1

(
n

n+R1

)n
, if R1 < 1(

n−s
n−s+Rs+1

)n−s
, if Rs = ∞

En particular, si Rs ≥ 1, entonces V(p1, ..., pn) >
1
e .

Hemos considerado dos variantes del problema:
Variante I: Si no ocurre ningún éxito, es decir Ik = 0 para todo k, se repite el juego las
veces que sea necesario hasta que haya alguno en el que parar.
Variante II: El jugador puede elegir entre jugar la versión estándar o predecir que no
habrá ningún éxito.
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Teorema 7.7. Si s es el umbral óptimo para el juego G(p1, ..., pn), entonces se cumple para la
Variante I

V∗(p1, ..., pn)


≥

R1

(
n

n+R1

)n

1−
(

n
n+R1

)n > R1
−1+eR1

≥ 1
−1+e , if R1 ≤ 1 ;

e−1

1−∏n
i=1(1−pi)

, if 1 < R1 < ∞;

= V(p1, ..., pn), if Rs = ∞.

Proposición 7.5. Haciendo R1 = ∑n
i=1(pi/(1− pi)), la estrategia óptima para Variante II

es como sigue:
(1) Si R1 = 1, es indiferente predecir que no habrá unos o jugar el juego estándar.
(2) Si R1 > 1, entonces se juega el juego estándar.
(3) If R1 < 1, entonces se predice que las variables aleatorias valdrán todas 0.
En cualquiera de los casos, la probabilidad de ganar, llamémosle V∗∗(p1, ..., pn), es mayor que
1/e.

A continuación se muestra la relación entre las probabilidades de ganar en las dos
variantes introducidas y en el juego estándar.

Proposición 7.6. Si para algún i = 1, ..., n, pi = 1, los tres juegos son equivalentes. En otro
caso,

V(p1, ..., pn) ≤ V∗∗(p1, ..., pn) < V∗(p1, ..., pn)

7.3. TRABAJOS EN PERSPECTIVA.

7.3.1. PROBLEMA DEL ÚLTIMO ÉXITO CON DOS SUCESIONES DE EXPERIMENTOS.

Como ya se ha dicho, el problema del último éxito consiste maximizar la probabili-
dad de señalar el último éxito en una sucesión de experimentos de Bernoulli. Muchos
problemas de parada óptima, como es el caso del problema de la secretaria, pueden
verse como una caso particular de esto. Sin embargo existe una gran cantidad de pro-
blemas donde en realidad subyacen dos sucesiones de experimentos de Bernoulli, de
modo que el objetivo es detenerse en un éxito de la primera de tal forma que no ocurra
ningún otro éxito de la segunda a partir de entonces. Tenemos un resultado de natura-
leza similar al teorema de Bruss para este tipo de situaciones.

Teorema 7.8. Sean n variables aleatorias de Bernoulli, I1, I2, ..., In, independientes de paráme-
tros pi y lo mismo J1, J2, ..., Jn de parámetros pi. Consideremos la función f (j) =

1−pj
1−pj

y consi-
deremos el siguiente ı́ndice:

s = mı́n

1 ≤ k ≤ n :
n

∑
i=k

pi

(
∏i−1

j=k f (j)
)

1− pi
< 1

− 1

Para maximizar la probabilidad de detenerse en una variable Ik = 1 de forma que Ji = 0 para
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todo i > k, es óptima la estrategia de detenerse en el primer ”1” que encontremos entre las
variables Is, Is+1, ..., In. La probabilidad de ganar con esta estrategia es

(
n

∏
i=s

1− pi

) n

∑
i=s

pi

(
∏i−1

j=s f (j)
)

1− pi


Esta situación aparece en muchos problemas de parada óptima donde el teorema de
Bruss (Odds-Theorem) no funciona. Veamos algunos:
♦ El problema de la secretaria con probabilidad de rehusar. (The best choice problem
with a refusal probability). En esta variante los candidatos que son seleccionados tie-
nen una probabilidad 1− p de rehusar el empleo, en tal caso las entrevistas continúan.
Aunque Dendievel asegura en [99] que este problema se resuelve mediante el teorema
de Bruss (odds-theorem), realmente no es ası́ ya que una vez que una secretaria es se-
leccionada y no rehúsa (es contratada), el éxito en el juego se logra si todos las demás
son peores que la seleccionada, con independencia de si pensaban rehusar o no. De
modo que estamos ante un caso claro del problema planteado, donde, siendo 1− p la
probabilidad de rehusar, las dos sucesiones de variables aleatorias de Bernoulli Ii y Ji
tienen como parámetros

pi = P(Ii = 1) =
p
i

y pi = P(Ji = 1) =
1
i

♦ Variante del problema de la secretaria mejor/peor. En este caso, el éxito consiste
en seleccionar el mejor o el peor objeto y las dos sucesiones de variables de Bernoulli
subyacentes tienen los siguientes parámetros

pi = P(Ii = 1) =
2
i

y pi = P(Ji = 1) =
1
i

♦ El problema del postdoc. En esta variante el éxito consiste en seleccionar el segun-
do mejor objeto. Las dos sucesiones de variables de Bernoulli subyacentes tienen los
siguientes parámetros

pi = P(Ii = 1) =
1
i

y pi = P(Ji = 1) =
2
i

♦ Variante de la secretaria multiatributo. En esta variante las secretarias presentan m
atributos independientes y el objetivo es seleccionar la mejor en alguno de ellos. Las
dos sucesiones de variables de Bernoulli subyacentes tienen los siguientes parámetros

pi = P(Ii = 1) = 1−
(

1− 1
i

)m
y pi = P(Ji = 1) =

1
i

Un resultado muy interesante en esta lı́nea es el siguiente.
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Proposición 7.7. Sea α ∈ [0, 1]. Si tenemos las sucesiones de variables aleatorias de Bernoulli
Ii y Ji con parámetros respectivos pi y pi satisfaciendo pi = αpi, siendo κ y P, respectivamente,
el umbral óptimo y la probabilidad de ganar, entonces, cambiando los papeles de las sucesiones,
tenemos que el umbral es el mismo y la probabilidad de éxito

α · P

A continuación, un ejemplo de aplicación de la proposición anterior.

Ejemplo 7.1. Imaginemos dos sucesiones de experimentos aleatorios consistentes unos en lan-
zar un dado y otros en extraer una carta de una baraja española. Supongamos que se considera
éxito en los lanzamientos de dados obtener un 6 y en las extracciones de cartas de la baraja ex-
traer una que sea de oros. Consideraremos el problema de detenernos en una extracción de dado
exitosa de modo que en las subsiguientes extracciones de cartas no haya ningún éxito (ningún
oro). La proposición anterior nos asegura que si consideraremos el problema de detenernos en
una extracción de carta exitosa (oros) de modo que en las subsiguientes extracciones de dados
no haya ningún éxito (ningún 6), la estrategia óptimo a seguir es la misma (utilizar 17 como
umbral) y la probabilidad de éxito en este caso es 3/2 de la probabilidad de éxito en el primero
que es 3439

10368 = 0.33169....
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8. L ÍNEA 5: JUEGOS CON SUMAS DE VARIABLES

ALEATORIAS.

8.1. INTRODUCCIÓN

Existe una gran variedad de juegos basados en la extracción de números aleatorios que
se van sumando intentando lograr una suma lo más grande posible, sin que se exceda
cierta cantidad prefijada. Este es el caso de los juegos de cartas como son el Blackjack o
la siete y media y el Showcase Showdown que es uno de los juegos del famoso programa
de la televisión americana ”Price Is Right”. Naturalmente los que han despertado un
mayor interés para los matemáticos son los que se basan en extracciones aleatorias de
distribución continua y, en especial, la variable uniforme (0, 1). Minoru Sakaguchi es
el autor más prolı́fico en esta lı́nea (véanse [149], [150], [153], [154], [152] y [151]). Y
existen otros recientes interesantes trabajos, como [156] y [132], de Mazalov 8, [148] de
Swenson y [124] de Kaynar.

La siete y media. Blackjack.

Showcase Showdown en el programa de tele-
visión estadounidense The Price Is Right Wladimir Mazalow (1954).

8Wladimir Mazalow (1954) es especialista en problemas de parada óptima en procesos estocásticos.
Desde 2016, ha sido presidente de la Sociedad Internacional de Juegos Dinámicos (ISDG). En la actuali-
dad es editor en jefe adjunto de la revista internacional ”The Game Theory and Applications”
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8.2. TRABAJOS EN PERSPECTIVA.

8.2.1. SHOWCASE SHOWDOWN CON VARIABLES U[0, 1] Y JUGADAS ILIMITADAS.

Consideraremos el siguiente juego n-personal (Showcase Showdown), con jugadores {Ai}n
i

y número ilimitado de jugadas:
Cada jugador Ai observa una sucesión de resultados aleatorios (distribución uniforme
[0,1]) que se van sumando hasta que el jugador para o la suma excede de 1. Si la suma
de los números extraı́dos por el el jugador Ai no excede de 1, Ai recibe una puntuación,
S(Ai), igual a dicha suma; en caso contrario, su puntuación es 0. Gana el jugador con
mayor puntuación y hay empate si todos puntúan cero (es decir, si las sumas de todos
los jugadores exceden de 1).

Consideraremos las siguientes variantes, según la información disponible por parte de
los jugadores y los pagos que reciben los ganadores.
• Juego I: Con información. Cada jugador Ai conoce S(Aj) para j = 1, ..., i − 1. El
ganador recibe un pago externo unitario.
• Juego II: Sin información. Cada jugador Ai desconoce el resultado de los demás ju-
gadores. El ganador recibe un pago unitario.
•• Juego II.1: (suma no constante) El pagador es un agente externo. Si el resultado de
todos es cero, todos reciben pago nulo.
•• Juego II.2: (suma cero) El ganador, si lo hay, recibe el pago de de los demás jugado-
res, 1/(n− 1) de cada uno de ellos.
•• Juego II.3: (Asimétrico) Si el resultado de todos es cero, el último jugador gana.

Las estrategias a considerar en estos juegos sin información consisten en establecer un
umbral de ambición en el sentido de no parar hasta que ese umbral sea superado. Ası́
pues estos juegos pueden ser entendidos como juegos continuos donde cada jugador
elige el umbral de ambición llamémosles κi y el pago recibido vendrá dado por ciertas
funciones Pi(κ1, ..., κn), dependiendo del juego.
Dado un cierto κ ∈ [0, 1] consideremos el proceso aleatorio que se corresponde con la
variable aleatoria que representa la puntuación obtenida en el juego Showcase Show-
down al utilizar κ como umbral de ambición. Para ello realizaremos sucesivas extrac-
ciones aleatorias uniformemente distribuidas en [0, 1] hasta que la suma exceda κ. Si
la suma no excede de 1, se considera como resultado el valor de la última suma; en
caso contrario, se considera resultado 0. Veamos con el siguiente resultado cuál es la
función de distribución de esta variable aleatoria a la que llamaremos ξκ.

Proposición 8.1. Sea {Zn}n∈N una sucesión de variables aleatorias U[0, 1]. Consideraremos
la siguiente sucesión definida a partir de ellas.

χ0 := 0 and χn := mı́n{1, χn−1 + Zn};

Consideremos también para cada κ ∈ [0, 1] la siguiente variable aleatoria
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ξκ :=

{
χn, if χn−1 < κ < χn < 1 ;
0, if χn−1 < κ ∧ χn = 1

Entonces la función de distribucion de ξκ es

Fκ(x) =


0, if x < 0 ;
1 + eκ (−1 + κ) , if 0 ≤ x ≤ κ ;
1 + eκ (−1 + x) , if k < x ≤ 1;
1, en otro caso.

Dicho de otro modo, se distribuye como el producto de dos variables aleatorias: Bernoulli de
parámetro eκ (1− κ) y uniforme [κ, 1]

ξκ ∼ Be(eκ (1− κ)) ·U[κ, 1]

En lo sucesivo, utilizaremos la notación siguiente

P(x) := 1 + ex (−1 + x) = P(ξx = 0)

entendiendo que representa la probabilidad de que un jugador, utilizando como um-
bral x, obtenga puntuación 0.

JUEGO I.: JUEGO SECUENCIAL. Los n jugadores juegan secuencialmente y cada uno
conoce el resultado de los anteriores. El vencedor recibe un pago unitario, da igual si
el pago lo realiza un agente externo o los jugadores perdedores. Se trata de encontrar
la estrategia óptima para cada jugador; es decir la estrategia umbral para cada uno de
ellos que maximiza su esperanza de ganancia o, lo que es lo mismo, su probabilidad de
victoria. En este juego, siempre hay un ganador, nunca empate a 0: si al llegar al último
jugador, todos los anteriores tienen puntuación nula, el último vence con probabilidad
1 sin más que utilizar como umbral el cero.

Proposición 8.2. Sea n el número de jugadores y la sucesión de números reales θj, única raı́z
en [0, 1] de la ecuación

P(x)j−1 =
∫ 1

x
P(t)j−1dt, j = 1, . . . , n

(1− ex + ex x)−1+j =
∫ 1

x

(
1− et + et t

)−1+j dt

se cumple
1) 0 = θ1 < θ2 < . . . < θn

2) Si restan m jugadores por jugar y la puntuación máxima obtenida por los anteriores es M,
la estrategia óptima del poseedor del turno es considerar como umbral máx{θm, M}.
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3) La probabilidad de victoria del primer jugador, Pn, es(
eθn − eθn θn

) ∫ 1
θn

(
1− et + et t

)n−1 dt

1− θn

En la siguiente tabla mostramos el umbral óptimo, θn, del primer jugador y su proba-
bilidad de éxito, Pn, en el caso de n jugadores en la versión secuencial del Showcase
Showdown con información.

n θn Pn
2 0.570557 0.424986
3 0.687916 0.285916
4 0.748671 0.217606
5 0.787111 0.176353
6 0.814059 0.148555
7 0.834191 0.128483
8 0.8499 0.113276
9 0.862558 0.101342

10 0.873008 0.0917164

Tabla 2: Umbral óptimo y probabilidad de éxito del primer jugador.

JUEGO II.1.: SIN INFORMACIÓN, CON PAGO EXTERNO. Los jugadores juegan simultánea-
mente o, dicho de otro modo, juegan sin conocer el resultado de los demás jugadores.
Si todos los jugadores obtienen puntuación nula, todos reciben pago nulo. Si hay un
ganador, recibe un pago unitario de un agente externo.

Proposición 8.3. Para el juego II.1 con n jugadores, existe un equilibrio de Nash con umbrales
idénticos para todos los jugadores, dichos umbrales son iguales a la única raı́z αn ∈ [0, 1] de la
ecuación

n (1 + ex (−1 + x))−1+n = −
(
−1 + (1 + ex (−1 + x))n

ex

)
y la probabilidad de ganar de cada jugador con estas estrategias es

pn := n−1(1− (1− eαn + eαn αn)
n)

En la siguiente tabla mostramos los umbrales, αn, que constituyen un equilibrio de
Nash con n jugadores, y la probabilidad de éxito, Pn, de cada jugador utilizando este
umbral.
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n αn Pn
2 0.58865 0.466477
3 0.698942 0.312886
4 0.756234 0.236649
5 0.792694 0.190646
6 0.818387 0.159756
7 0.837665 0.137544
8 0.852764 0.120788
9 0.864966 0.107689

10 0.875068 0.0971638

Tabla 3: Umbrales de Nash y probabilidad de éxito de cada jugador en el juego II.1.

JUEGO II.2.: SIN INFORMACIÓN, JUEGO DE SUMA CERO. Los jugadores, al igual que
en el juego anterior, juegan sin conocer el resultado de los demás jugadores. Si todos
los jugadores obtienen puntuación nula, todos reciben pago nulo. Si hay un ganador,
recibe un pago unitario de los demás jugadores (alı́cuotamente): 1/(n− 1) de cada uno
de los restantes jugadores.

Proposición 8.4. Para el juego II.2, existe un equilibrio de Nash con umbrales idénticos para
todos los jugadores, dicho umbral es la única raı́z, αn ∈ [0, 1], de la ecuación

n (ex(x− 1) + 1)n−1 +
e−x ((x− 1)

(
(ex(x− 1) + 1)n − 1

)
+ x (ex(x− 1))n)

x− 1
= x

La probabilidad de empate es P(αn)n y la probabilidad de victoria de cada jugador es 1−P(αn)n

n .
La esperanza de ganancia de cada jugador con dichas estrategias es cero.

En la siguiente tabla mostramos el umbral de equilibrio αn y la probabilidad de éxito
para cada jugador, Pn, en esta variante. El equilibrio de Nash encontrado es el único

n αn Pn
2 0.659046 0.441875
3 0.730542 0.304832
4 0.774447 0.232996
5 0.80461 0.188673
6 0.826815 0.158567
7 0.843952 0.136771
8 0.85764 0.120255
9 0.868862 0.107307
10 0.878253 0.09688

Tabla 4: Umbrales de Nash y probabilidad de éxito de cada jugador en el juego II.2.

que puede existir con estrategias idénticas para todos los jugadores; sin embargo, solo
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cuando n = 2, estamos en condiciones de afirmar que esta estrategia es óptima (mi-
nimax). Asimismo, tampoco podemos descartar que existan otros equilibrios de Nash
con estrategias no simétricas, ni que existan coaliciones de los rivales que nos propor-
cionen esperanza de payoff negativa.
Obsérvese que, al no ser externo el pagador, no es maximizar la probabilidad de éxito
lo que se persigue sino lograr una probabilidad de éxito mayor que la de los compe-
tidores. De hecho, si el equilibrio de Nash del juego 1 fuera utilizado en este juego 2
todos tendrı́an una probabilidad de éxito mayor, sin embargo en este juego 2 ése no es
equilibrio de Nash pues los jugadores estarán interesados en abandonarlo para conse-
guir mayor probabilidad de éxito que el resto, no importa que la probabilidad de éxito
propia disminuya. Si en lugar de considerar que los perdedores pagan al ganador con-
sideramos un pagador externo y que, en caso de empate, se repite el juego hasta que
haya un vencedor, se llega a idéntico equilibrio de Nash y esperanza de ganancia pa-
ra cada jugador de 1/n. Es realmente digno de resaltan que sea diferente la estrategia
plausible cuando en caso de empate no hay premio y, cuando en caso de empate, se
repite el juego.

JUEGO II.3: SIN INFORMACIÓN, ASIMÉTRICO. Consideramos el juego asimétrico sin in-
formación con n jugadores, uno de los cuales juega con la ventaja de que si todos em-
patan (puntuación cero) él es el vencedor. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que
el jugador que juega con ventaja es el n-ésimo.

Proposición 8.5. Para el juego II.3 existe un equilibrio de Nash con umbrales idénticos, αn,
para los n− 1 primeros jugadores y βn para el último (jugador con ventaja), con βn > αn, que
son la única solución para (x, K) del sistema de dos ecuaciones siguiente

P(x)n−2 =
eK (−1 + (1 + ex (−1 + K))n)+ ex n

ex (1 + eK (−1 + K)) n (1 + ex (−2 + n + x))

P(x)n−1=
−1 + (1 + ex (−1 + K))n + ex (1 + ex (−1 + K))−1+n n

ex (1 + eK (−1 + K)) n

La probabilidad de ganar del jugador con ventaja es(
−1 + (1 + eαn (−1 + βn))

n) (eβn − eβn βn
)

eαn n (−1 + βn)
+ (1 + eαn(−1 + αn))

−1+n
(

1 + eβn(−1 + βn)
)

En la tabla siguiente se muestran los umbrales de equilibrio, αn, para los n− 1 primeros
jugadores, βn para el último (jugador con ventaja) y la probabilidad de éxito a la que
dan lugar, Pn, para el jugador con ventaja.
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n αn βn Pn
2 0.534037 0.600826 0.535925
3 0.678697 0.725707 0.373761
4 0.744887 0.783183 0.289171
5 0.785306 0.817883 0.236529
6 0.813154 0.84159 0.200416
7 0.833748 0.859025 0.174029
8 0.849714 0.87249 0.153871
9 0.86252 0.883263 0.137952

10 0.873061 0.892114 0.125053

Tabla 5: Umbrales de Nash y probabilidad de éxito del último jugador, en el juego II.3.

8.2.2. JUEGO DE LA PATATA CALIENTE CON SUMAS DE VARIABLES ALEATORIAS.

Consideraremos el juego por turnos entre dos jugadores, basado en la acumulación de
sumas de variables aleatorias, con la posibilidad de ceder o mantener el turno tras cada
experimento, de tal modo que el poseedor del turno en el momento de exceder una
cantidad prefijada (tope) es el perdedor. Se planea la cuestión de cuál es la estrategia
de los jugadores en la decisión de mantener o ceder el turno y cuál es la probabilidad
de ganar en cada situación. No hemos encontrado antecedente alguno de esta lı́nea de
investigación.
En términos más formales tendremos lo siguiente. Sea una sucesión Xi de variables
aleatorias idénticamente distribuidas y dos números reales m (inicio) y M (tope) con
m < M. Se considera la sucesión

S0 = m; Sn := Sn−1 + Xn.

El juego consta de una sucesión de etapas que se corresponden con la observación de
la variable Sn. Dos jugadores, A y B, juegan por turnos empezando por A. El jugador
en posesión del turno en la etapa n-sima, si Sn > M, pierde; mientras que si Sn ≤ M,
tiene la potestad de elegir si mantiene su turno o si pasa el turno a su rival para la
observación de la variable Sn+1.
En general, si las variables son continuas con función de densidad δ(t), tenemos la
siguiente ecuación integral donde f (x) representa la probabilidad de ganar el poseedor
del turno a partir de una acumulación de sumas de valor x en el supuesto de que a
partir de ese valor siempre se cederá el turno al rival

f (x) =
∫ M−x

0
(1− f (x + t))δ(t) dt

o, equivalentemente,

f (x) =
∫ M

x
(1− f (t))δ(t− x) dt



62 PROYECTO INVESTIGADOR

Denotaremos por Ψ(x) a la solución de dicha ecuación, la cual es decreciente para todo
x < M.

Proposición 8.6. Si Ψ(x) < 1/2 para todo x < M la estrategia óptima será la de ceder el
turno al rival en todas las ocasiones. Si existe ϑ < M tal que Ψ(ϑ) = 1/2 entonces la estrategia
óptima consistirá en mantener el turno si el valor acumulado es menor que ϑ y cederlo al rival
en caso contrario.

Llamaremos Ψ(x) a la probabilidad de ganar del poseedor del turno (bien porque lo
recibe o bien porque decide mantenerlo) con valor acumulado x; o, si se prefiere, te-
niendo en cuenta que se trata de un juego sin memoria (no importa la historia hasta
llegar a la acumulación x), Ψ(x) representa la probabilidad de ganar del primer juga-
dor en el juego con inicio m = x y tope M.

Proposición 8.7. Sea ϑ como en la proposición anterior. Si x ∈ [ϑ,M], entonces Ψ(x) =
Ψ(x). Si x < ϑ, entonces Ψ(x) satisface la siguiente ecuación integral

Ψ(x) =
∫ ϑ

x
Ψ(x + t)δ(t)dt +

∫ M

ϑ
Ψ(x + t)δ(t)dt

� VARIABLES ALEATORIAS EXPONENCIALES. En el caso de que las variables aleatorias
sean exponenciales de media λ, sean cualesquiera m y M, la estrategia óptima consiste
en ceder en todos los casos el turno al rival.
La ecuación integral que satisface Ψ es

f (x) =
∫ M

x
λ(1− f (t))e−λ(t−x) dt

donde, por derivación, obtenemos

f ′(x) =
∫ M

x
λ2(1− f (t))e−λ(t−x) dt− λ(1− f (x))

lo que permite considerar el problema de valor inicial

f ′(x)− λ f (x) = −λ(1− f (x)); f (M) = 0

cuya solución es

Ψ(x) =
1
2

e−2λM
(

e2λM − e2λx
)

Como quiera que Ψ(x) < 1/2 para todo x < M, Ψ(x) = Ψ(x) para todo x, de modo
que la probabilidad de victoria del poseedor del turno es siempre inferior a 1/2 (y por
tanto a la del rival) y en el lı́mite, cuando x→−∞, es 1/2.

� VARIABLES ALEATORIAS UNIFORMES [0, 1]. En el caso de variables aleatorias U[0, 1]
la cuestión resulta mucho más compleja y la estrategia óptima viene dada por los si-
guiente resultados.
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Proposición 8.8. Si las variables son U[0, 1] y tope M = 1, entonces, para x ∈ [0, 1]

Ψ(x) = T1(x) :=
e− ex

e

Proposición 8.9. Si las variables son U[0, 1] y M = 1, entonces, para el jugador en posesión
del turno con valor acumulado x, la estrategia óptima consiste en pasar el turno al rival si
x > 1− log(2) y mantenerlo si x < 1− log(2). Para x = 1− log(2) es indiferente pasar el
turno o mantenerlo y la probabilidad de ganar es 1/2 en ambos casos.

Proposición 8.10. Si las variables son U[0, 1] y tope M = 1 entonces para x ∈ [0, 1− log(2)]

Ψ(x) = T2(x) :=
e1−x

4

que es la solución de la ecuación integral

f (x) =
∫ 1−log(2)

x
f (t) dt +

∫ 1

1−log(2)
(1− T1(t)) dt

Proposición 8.11. Si las variables son U[0, 1] y tope M = 1 entonces para x ∈ [− log(2), 0]

Ψ(x) = T3(x) :=
1
4

e−x
(

2e2x − 2 + e
)

que es la solución de la ecuación integral

f (x) =
∫ 0

x
f (t) dt +

∫ 1+x

1−log(2)
(1− T1(t)) dt +

∫ 1−log(2)

0
T2(t) dt

Consideraremos ahora

un :=


3− n

2
, si n is impar ;

2− n
2
− log(2), si n es par

La construcción de Ψ(x) para x ∈ [un+1, un] resulta de resolver la siguiente ecuación
integral

Tn(x) =
∫ un

x
Tn(t) dt +

∫ 1+x

un−1

(1− Tn−2(t)) dt +
∫ un−1

un
Tn−1(t) dt

donde derivando tenemos la siguiente ecuación diferencial para Tn

T′n(x) = −Tn(x) + Tn−1(1 + x); y(un) = Tn−1(un)
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En definitiva, (ver figura 7),

Ψ(x) =



1− ex−1 1− log(2) ≤ x ≤ 1
e1−x

4
0 < x < 1− log(2)

1
4 e−x (2e2x − 2 + e

)
− log(2) < x < 0

Tn(x) (n > 3) un+1 < x < un

Figura 7

Para la determinación del lı́mite de la probabilidad de éxito del primer jugador, cuando
m→−∞, se requiere una argumentación muy diferente al caso de la exponencial.
Consideremos S0 = m y Sn := Sn−1 + Xn y sea ξm := mı́n{Sn > 0} ∈ [0, 1]. La variable
aleatoria ξm representa el primer valor acumulado de las sumas de las variables que
excede de 0.
Sea Fm(x) := P(ξm ≤ x) la función de distribución de ξm.

Proposición 8.12. Si m ∈ [−1, 0] entonces

Fm(x) =

{
e−mx 0 ≤ x ≤ m+ 1
e−m−1 (em+1 + ex− ex) m+ 1 < x < 1

Se trata de calcular la función de distribución lı́mite Fm(x) cuando m→−∞ y para ello
tenemos la siguiente conjetura.

Conjetura 8.1.
lı́m
m→∞

Fm(x) = F(x) := 1− (1− x)2

Una vez probado este resultado tendremos el siguiente.

Conjetura 8.2. La probabilidad de éxito del primer jugador cuando el inicio m → −∞ o,
equivalentemente, el tope M→ ∞ es (ver figura 7)

lı́m
x→−∞

Ψ(x) = 2− log(4) = 0.61370563888...
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A esto se se llega integrando la probabilidad de éxito del primer jugador al rebasar el 0
tras las sumas acumuladas teniendo en cuenta la distribución lı́mite F(x) conjeturada
anteriormente.

∫ 1

1−log(2)
(1− T1(x))F′(x) dx +

∫ 1−log(2)

0
T2(x)F′(x) dx = 2− log(4) = 0.61370563888...

� VARIABLES ALEATORIAS NORMALES ESTÁNDAR DOBLADAS. Consideraremos varia-
bles normales (0,1) dobladas: Xi = |yi| donde Xi es normal (0,1), con tope M = 0. La
función de densidad es

δ(t) :=

√
2
π

e−
t2
2

y ecuación integral a considerar para obtener Ψ(x) es

f (x) =
∫ 0

x

√
2
π
(1− f (t))e−

1
2 (t−x)2

dt

En este caso, por derivación no se obtiene, como en casos anteriores, una ecuación
diferencial; sin embargo, es posible por esta vı́a el cálculo de las sucesivas derivadas
de la solución en x = 0 que permita una aproximación de la solución mediante su
polinomio de Taylor:

f (0) = 0

f ′(0) = −
√

2
π

f ′′(0) = − 2
π

f (3)(0) =
√

2(π−2)
π3/2

f (4)(0) = 4(π−1)
π2

f (5)(0) =
√

2(−4−3(π−2)π)
π5/2

f (6)(0) = −2(4+π(7π−8))
π3

f (7)(0) =
√

2(π(20+3π(5π−8))−8)
π7/2

f (8)(0) = 8(3π(2+3(π−1)π)−2)
π4

f (9)(0) =
√

2(π(56+π((128−105π)π−100))−16)
π9/2

f (10)(0) = 2π(64+π((200−249π)π−132))−32
π5

f (11)(0) =
√

2(π(144+π(π(580+63π(15π−14))−336))−32)
π11/2

f (12)(0) = 4(π(80+π(π(400+π(1095π−691))−208))−16)
π6

f (13)(0) =
√

2(π(352+π(π(2128+π(27(282−385π)π−4040))−1008))−64)
π13/2

f (14)(0) = −2(64+π(π(1200+π(15π(376+π(1569π−784))−2752))−384))
π7

f (15)(0) =
√

2(π(832+π(π(6960+π(π(34024+9π(15015π−8896))−15232))−2816))−128)
π15/2

f (16)(0) = 16(π(112+π(π(1080+π(3π(1966+π(12495π−5051))−2506))−408))−16)
π8
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Proposición 8.13. Si las variables aleatorias son normales estándar dobladas y tope M = 0,
entonces, para el jugador en posesión del turno, con valor acumulado x < 0, la estrategia
óptima consiste en pasar el turno al rival si x ≥ α := −1.203331... (ver figura 8) y mantenerlo
si x ≤ α.

Figura 8
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9. L ÍNEA 6: CUATERNIOS DE HAMILTON

GENERALIZADOS.

9.1. INTRODUCCIÓN.

El origen de los cuaterniones se remonta a 1843, cuando William Rowan Hamilton
consideró un espacio vectorial de dimensión 4 sobre R con base {1, i, j, k}

H := {x0 + x1i + x2 j + x3k : x0, x1, x2, x3 ∈ R},

y definió sobre él un producto asociativo dado por las reglas, ahora clásicas,

i2 = j2 = −1 y ij = −ji = k.

Sello irlandés de 2005 conmemorativo del 200 aniversario
del nacimiento de Hamilton (1805-1865).

Sello irlandés de 1983 conmemorativo del descu-
brimiento de los cuaternios.

Esta construcción de Hamilton admite una extensión muy natural como la siguiente.
Sea R un anillo conmutativo con identidad y H(R) el módulo libre de R del rango 4
con base {1, i, j, k}. Es decir,

H(R) := {x0 + x1i + x2 j + x3k : x0, x1, x2, x3 ∈ R}.

Ahora, sean a, b ∈ R y consideremos una multiplicación asociativa en H(R) de acuerdo
con las siguientes reglas:

i2 = a,
j2 = b,
ij = −ji = k.

Ası́, obtenemos un anillo unitario (anillo de cuaternios de Hamilton generalizados sobre R)
que se denotará por

(
a,b
R

)
.

Si tanto a como b son unidades y el anillo subyacente R es un cuerpo F de caracterı́sti-
ca diferente de dos, la estructura del álgebra correspondiente es bien conocida. De he-
cho, dicha álgebra es o bien un anillo de división o bien isomorfa al anillo de matrices
M2(F) [140].
La estructura de algebra cuaterniónica sobre anillos conmutativos ha sido considerada
por Kanzaki [125], Hahn [120], Knus [126], Gross and Lucianovic [117], Tuganbaev
[163] y, más recientemente, por Voight [167, 168].
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9.2. TRABAJOS PREVIOS.

En esta lı́nea he desarrollado dos trabajos, junto con A.M. Oller-Marcén y C. Miguel,
con los que hemos caracterizado las clases de isomorfı́a de los anillos de cuaternios de
Hamilton generalizados sobre R = Zn, con n impar; y, para cualquier n, las clases en
el caso de a y b inversibles.

9.2.1. ESTRUCTURA DEL ANILLO DE CUATERNIOS
(

a,b
Zn

)
CON a, b UNIDADES.

En el trabajo [45] estudiamos la estructura
(

a,b
Zn

)
con a, b coprimos con n. Dado cual-

quier anillo conmutativo R, se consideran los dos siguientes anillos de cuaternios sobre
R:

H(R) :=
(
−1,−1

R

)
∼=
{(

α− βi −γ + δi
γ + δi α + βi

)
: α, β, γ, δ ∈ R; i2 = −1

}
,

L(R) :=
(

1, 1
R

)
∼=
{(

α− βi γ + δi
γ− δi α + βi

)
: α, β, γ, δ ∈ R; i2 = −1

}
.

En el caso de R = Zn, con n impar, se tiene lo siguiente.

Proposición 9.1. Sea n un entero impar, entonces,

H(Zn) ∼= L(Zn) ∼= M2(Zn).

En el caso de que n sea potencia de 2 tenemos lo siguiente.

Teorema 9.1. Si a, b son enteros impares,

(
a, b
Z2s

)
∼=
{

H(Z2s), si a ≡ b ≡ −1 (mód 4) ;
L(Z2s), en otro caso.

Y, en definitiva,

Teorema 9.2. Sea n un entero y a, b enteros tales que gcd(a, n) = gcd(b, n) = 1. Entonces
se cumple lo siguiente:

i) Si n es impar entonces ( a, b
Zn

)
∼= M2(Zn).

ii) Si n = 2sm con s > 0 y m impar, entonces

( a, b
Zn

)
∼=
{

M2(Zm)×H(Z2s), si s = 1 ó a ≡ b ≡ −1 (mód 4);
M2(Zm)×L(Z2s), en otro caso.
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9.2.2. CUATERNIOS DE HAMILTON GENERALIZADOS SOBRE Zn CON n IMPAR.

En [63], determinamos el número de clases de isomorfı́a de los anillos de cuaternios de
Hamilton generalizados

(
a,b
Zn

)
para a, b elementos cualesquiera de Zn. Los resultados

centrales conducentes a ello son los siguientes:

Proposición 9.2. Sea pk una potencia de primo impar. Sea u un no-residuo cuadrático módulo
p con p - u. Consideremos enteros a y b coprimos con p y sea 0 < r. Entonces,

( apr, bpr

Zpk

)
∼=


(

upr,pr

Zpk

)
, if ab no es residuo cuadratico módulo p;(

pr,pr

Zpk

)
, if ab es residuo cuadratico módulo p.

Proposición 9.3. Sea u un no-residuo cuadrático modulo p con p - u. Consideremos dos
enteros a y b coprimos con p y sean 0 < s < r. Entonces,

( aps, bpr

Zpk

)
∼=



(
ups,pr

Zpk

)
, si solo b es residuo cuadrático módulo p;(

ps,upr

Zpk

)
, si solo a es residuo cuadrático módulo p.(

ps,pr

Zpk

)
, si a y b son ambos residuos cuadráticos módulo p.(

ups,upr

Zpk

)
, si a y b no son residuos cuadráticos módulo p.

Proposición 9.4. Sea p un número primo y sean a, b y c coprimos con p. Sea también, 0 ≤
s ≤ r < k. Entonces, los anillos R1, R2 y R3 definidos por

R1 =
( aps, bpr

Zpk

)
, R2 =

( cps, 0
Zpk

)
, R3 =

( 0, 0
Zpk

)
son no isomorfos dos a dos.

Proposición 9.5. Sea p un número primo y consideremos a, b, c y d coprimos con p. Sea
también, s1 ≤ s2 ≤ k and s3 ≤ s4 ≤ k y asumamos s1 6= s3 ó s2 6= s4. Entonces( aps1 , bps2

Zpk

)
�
( cps3 , dps4

Zpk

)
Proposición 9.6. Sea u no-residuo cuadrático módulo p con p - u y sea 0 < s < k. Entonces,

i)
(ups, ps

Zpk

)
6∼=
( ps, ps

Zpk

)
.

ii)
(ups, 0

Zpk

)
�
( ps, 0

Zpk

)
.

Y, de todo lo anterior, se desprende el número de clases de isomorfı́a.

Teorema 9.3. Sea p un primo impar y sea k un entero positivo. Entonces existen, salvo iso-
morfismos, exactamente 2k2 + 2 anillos de cuaternios de Hamilton generalizados sobre Zpk .
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Cuando n = pr1
1 . . . prk

k es la factorización prima de n, el isomorfismo

Zn ∼= Zp
r1
1
⊕ . . .⊕Zp

rk
k

. (9)

induce de forma natural el isomorfismo( a, b
Zn

)
∼=
( a, b

Zp
r1
1

)
⊕ . . .⊕

( a, b
Zp

rk
k

)
. (10)

Corolario 9.1. Sea n = pk1
1 · · · pkm

m es un entero impar. Entonces, el número de anillos de
cuaternios de Hamilton generalizados sobre Zn, salvo isomorfismos, es

2m ·
m

∏
i=1

(ki
2 + 1).

9.3. TRABAJOS EN PERSPECTIVA.

9.3.1. CUATERNIOS GENERALIZADOS SOBRE ANILLO LOCAL DE
CARACTERÍSTICA IMPAR.

Pretendemos extender el trabajo realizado en [63] a todo anillo local de caracterı́stica
impar. El desarrollo será similar cambiando el papel que juega en [63] el concepto de
residuo cuadrático módulo p por cuadrado en el cuerpo residual R/m, donde m es el
ideal maximal de R. Ası́, tenemos un resultado como el siguiente

Teorema 9.4. Sea R un anillo de caracterı́stica impar, finito y local de maximal m. Sea ψ :
R → R/m el epimorfismo canónico. Sea u ∈ R una unidad tal que ψ(u) es un cuadrado en
R/m. Sean s, t ∈ R unidades y sean m, m1, m2 ∈ R divisores de cero no nulos con orden de
nilpotencia distintos. Entonces se cumple

i)
( s,t

R
) ∼= (1,1

R

)
.

ii)
( s,tm

R
) ∼= {(u,m

R
)

, if ψ(s) is a quadratic nonresidue ;(
1,m
R

)
, if ψ(s) is a quadratic residue .

iii)
( sm,tm

R
) ∼= {(um,m

R
)

, if ψ(st) is a quadratic nonresidue ;(m,m
R
)

, if ψ(st) is a quadratic residue .

iv)
(

sm1,tm2
R

)
∼=


(um1,m2

R
)

, if only ψ(t) is a quadratic residue;(m1,um2
R

)
, if only ψ(s) is a quadratic residue.(m1,m2

R
)

, if both ψ(s) and ψ(t) are quadratic residues.(um1,um2
R

)
, if both ψ(s) and ψ(t) are quadratic nonresidues.

Y tenemos un resultado similar al Teorema 9.3 para el número de anillos de cuaternios
de Hamilton generalizados salvo isomorfismos. En este caso este número depende ex-
clusivamente del orden de nipotencia del maximal m.
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Proposición 9.7. El número de anillos de cuaternios de Hamilton generalizados, salvo isomor-
fismos, sobre un anillo local R de maximal m con orden de nilpotencia k es 2k2 + 2.

En particular, si R es un cuerpo de caracterı́stica impar, tenemos lo siguiente.

Proposición 9.8. Sea F un cuerpo de caracterı́stica distinta de 2 y sea a ∈ F \ F2. Existen,
salvo isomorfismos, exactamente 4 anillos de cuaternios de Hamilton generalizados sobre F; a
saber: (

1, 1
F

)
,
(

a, 0
F

)
,
(

1, 0
F

)
y
(

0, 0
F

)
.

9.3.2. CUATERNIOS DE HAMILTON GENERALIZADOS SOBRE R = Z2s .

Pretendemos ampliar el estudio realizado en [63], para R = Zn con n impar, a cualquier
n. Para ello es necesario estudiar el caso de n = 2s. En particular, nos preguntamos
cuántos anillos de cuaternios de Hamilton generalizados sobre R = Z2s existen salvo
isomorfismos. Se trata por tanto de encontrar las condiciones necesarias y suficientes
para que tengamos el siguiente isomorfismo(

2sa, 2tb
Z2k

)
∼=
(

2s′a′, 2t′b′

Z2k

)

En este caso el problema resulta más complejo debido a que existe un mayor número
de clases de isomorfı́a que en el caso de potencias de primos impares. Tenemos algunos
resultados como el siguiente:

Proposición 9.9. Sean a, b ∈ Z enteros impares y sea k > 2. Si se da alguna de las siguientes
condiciones:

i) 0 ≤ s ≤ r < k− 2 , a ≡ a′ (mód 8) y b ≡ b′ (mód 8).

ii) 0 ≤ s ≤ r = k− 2 , a ≡ a′ (mód 8) y b ≡ b′ (mód 4).

iii) 0 ≤ s = r = k− 2 , a ≡ a′ (mód 4) y b ≡ b′ (mód 4).

iv) 0 ≤ s ≤ r = k− 1 and a ≡ a′ (mód 8);

v) 0 ≤ s = r = k− 1;

entonces, (
a2s, b2r

Z2k

)
∼=
(

a′2s, b′2r

Z2k

)
Este resultado debe ser refinado pues algunos casos del i) al v) también presentan iso-
morfismo entre ellos y, asimismo, deben ser establecidos todos los casos no isomorfos.
En ese sentido, tenemos otros resultados como los siguientes:

Proposición 9.10. Si k > 2 y 2 < r < k− 2 entonces todo anillo de cuaternios de Hamilton
generalizados

(
a2r,b2r

Z2k

)
con a y b enteros impares es isomorfo a uno de los siguientes.
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1) R1 =

(
2r, 2r

Z2k

)
∼=
(

5 · 2r, 5 · 2r

Z2k

)
.

2) R2 =

(
3 · 2r, 3 · 2r

Z2k

)
∼=
(

7 · 2s, 7 · 2r

Z2k

)
.

3) R3 =

(
2r, 3 · 2r

Z2k

)
∼=
(

5 · 2r, 7 · 2r

Z2k

)
.

4) R4 =

(
2r, 7 · 2r

Z2k

)
∼=
(

5 · 2r, 3 · 2r

Z2k

)
.

5) R5 =

(
3 · 2r, 7 · 2r

Z2k

)
.

6) R6 =

(
2r, 5 · 2r

Z2k

)
.

Proposición 9.11. Si k > 2 y 2 < r = k− 2, entonces todo anillo de cuaternios de Hamilton
generalizados

(
a2r,b2r

Z2k

)
con a y b enteros impares es isomorfo a uno de los siguientes.

1) R1 =

(
2r, 2r

Z2k

)
∼=
(

2r, 5 · 2r

Z2k

)
∼=
(

5 · 2r, 5 · 2r

Z2k

)
.

2) R2 =

(
3 · 2r, 3 · 2r

Z2k

)
∼=
(

3 · 2r, 7 · 2r

Z2k

)
∼=
(

7 · 2r, 7 · 2r

Z2k

)
.

3) R3 =

(
2r, 3 · 2r

Z2k

)
∼=
(

2r, 7 · 2r

Z2k

)
∼=
(

3 · 2r, 5 · 2r

Z2k

)
∼=
(

5 · 2r, 7 · 2r

Z2k

)
.

Proposición 9.12. Sea k ∈ {2, 3}. Entonces,(
2, 2
Z2k

)
∼=
(

2a, 2b
Z2k

)
para cualesquiera enteros impares a y b.

Proposición 9.13. Sea k > 3. Entonces, para cada anillo de cuaternios de Hamilton generali-
zado

(
2a,2b
Z2k

)
con a y b enteros impares, se cumple

(
2a, 2b
Z2k

)
∼=


R1 =

(
2, 2
Z2k

)
, if a + b ≡ 0, 2 (mód 8);

R2 =

(
−2,−2

Z2k

)
, if a + b ≡ 4, 6 (mód 8).

Proposición 9.14. Todos los anillos de cuaternios de Hamilton generalizados sobre Z2 son
isomorfos.
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Proposición 9.15. Los anillos de cuaternios de Hamilton generalizados sobre Z4, salvo iso-
morfismos, son 7:

1)
(

0,0
Z4

)
.

2)
(

0,1
Z4

)
∼=
(

1,0
Z4

)
.

3)
(

0,2
Z4

)
∼=
(

2,0
Z4

)
∼=
(

2,2
Z4

)
.

4)
(

0,3
Z4

)
∼=
(

3,0
Z4

)
.

5)
(

1,1
Z4

)
∼=
(

1,3
Z4

)
∼=
(

3,1
Z4

)
.

6)
(

1,2
Z4

)
∼=
(

2,1
Z4

)
∼=
(

2,3
Z4

)
∼=
(

3,2
Z4

)
.

7)
(

3,3
Z4

)
.

Proposición 9.16. Los anillos de cuaternios de Hamilton generalizados sobre Z8, salvo iso-
morfismos, son 16:

1)
(

0,0
Z8

)
.

2)
(

0,1
Z8

)
∼=
(

1,0
Z8

)
.

3)
(

0,2
Z8

)
∼=
(

2,0
Z8

)
.

4)
(

0,3
Z8

)
∼=
(

3,0
Z8

)
.

5)
(

0,4
Z8

)
∼=
(

4,0
Z8

)
∼=
(

4,4
Z8

)
.

6)
(

0,5
Z8

)
∼=
(

5,0
Z8

)
.

7)
(

0,6
Z8

)
∼=
(

6,0
Z8

)
.

8)
(

0,7
Z8

)
∼=
(

7,0
Z8

)
.

9)
(

1,1
Z4

)
∼=
(

1,3
Z8

)
∼=
(

1,5
Z8

)
∼=
(

1,7
Z8

)
∼=
(

3,1
Z8

)
∼=
(

3,5
Z8

)
∼=
(

5,1
Z8

)
∼=
(

5,3
Z8

)
∼=
(

5,5
Z8

)
∼=
(

5,7
Z8

)
∼=
(

7,1
Z8

)
∼=
(

7,5
Z8

)
.

10)
(

1,2
Z8

)
∼=
(

1,6
Z8

)
∼=
(

2,1
Z8

)
∼=
(

2,7
Z8

)
∼=
(

3,6
Z8

)
∼=
(

6,1
Z8

)
∼=
(

6,3
Z8

)
∼=
(

7,2
Z8

)
.

11)
(

1,4
Z8

)
∼=
(

4,4
Z8

)
∼=
(

4,5
Z8

)
∼=
(

5,4
Z8

)
.

12)
(

2,2
Z8

)
∼=
(

2,6
Z8

)
∼=
(

6,2
Z8

)
∼=
(

6,6
Z8

)
.

13)
(

2,3
Z8

)
∼=
(

2,5
Z8

)
∼=
(

3,2
Z8

)
∼=
(

5,2
Z8

) (
5,6
Z8

)
∼=
(

6,5
Z8

)
∼=
(

6,7
Z8

)
∼=
(

7,6
Z8

)
.

14)
(

2,4
Z8

)
∼=
(

4,2
Z8

)
∼=
(

4,6
Z8

)
∼=
(

6,4
Z8

)
.

15)
(

3,3
Z8

)
∼=
(

3,7
Z8

)
∼=
(

7,3
Z8

)
∼=
(

7,7
Z8

)
.

16)
(

3,4
Z8

)
∼=
(

4,3
Z8

)
∼=
(

4,7
Z8

)
∼=
(

7,4
Z8

)
.
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Proposición 9.17. El número de cuaternios generalizados de la forma(
2ru, 2rv

Z2k

)
,

cuando k > 3 y u, v son impares, es, salvo isomorfismos,
• 2, Si r = 0

(
1, 1
Zzk

)
;
(
−1,−1

Zzk

)
• 2, Si r = 1

(
2, 2
Zzk

)
;
(
−2,−2

Zzk

)
• 3, Si r = 2

(
4, 4
Zzk

)
;
(
−4,−4

Zzk

)
;
(
−4, 4
Zzk

)
• 3, Si 2 < r = k− 2(

2k−2, 2k−2

Zzk

)
;

(
−2k−2,−2k−2

Zzk

)
;

(
−2k−2, 2k−2

Zzk

)

• 1, Si 2 < r = k− 1

Proposición 9.18. Si s = 0 y r = k > 3, entonces 4 es el número de cuaternios de Hamilton
generalizados salvo isomorfismo; a saber:

(
1, 0
Z2k

)
;
(

3, 0
Z2k

)
;
(

5, 0
Z2k

)
;
(

7, 0
Z2k

)
Proposición 9.19. Si s = 0 y r = k − 1 > 2, entonces 4 es el número de cuaternios de
Hamilton generalizados salvo isomorfismo; a saber:

(
1, 2k−1

Z2k

)
;

(
3, 2k−1

Z2k

)
;

(
5, 2k−1

Z2k

)
;

(
7, 2k−1

Z2k

)

Faltan las pruebas de algunos resultados, los cuales hemos conjeturado a partir de
cómputos de invariantes ante isomorfismo como son el número de involuciones, núme-
ro de elementos de cuadrado nulo, etc. que sugieren o descartan isomorfismos. Una vez
completado el estudio, tendremos resuelto de problema de cuántos anillos de cuater-
nios de Hamilton generalizados existen, salvo isomorfismo, sobre Zn.
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9.3.3. ANILLOS REVERSIBLES NO SIMÉTRICOS DE 256 ELEMENTOS

Una de las áreas de mayor interés y actividad de la teorı́a de anillos en las ultimas
décadas es la relacionada con la conmutatividad de los divisores de cero. La simetrı́a
de un anillo fue definida por Lambek en [130]: Un anillo R se denomina simétrico si
abc = 0⇒ acb = 0, para todo a, b, c ∈ R. En [93], Cohn introduce el concepto de anillo
reversible: un anillo se dice reversible si xy = 0 ⇔ yx = 0. En la literatura, se ha afir-
mado erróneamente en ocasiones (incluso probado) que reversibilidad y simetrı́a son
conceptos equivalente. En los anillos con unidad, efectivamente, simétrico⇒ reversi-
ble. Sin embargo, en anillos sin identidad, simétrico 6⇒ reversible, como se ilustra en
un ejemplo de anillo de cuatro elementos sin identidad en [88].

Joachim Lambek (1922-2014). Paul Moritz Cohn (1924-2006).

En el caso de anillos con unidad, el primer ejemplo de anillo reversible no simétrico
más pequeño conocido (hasta antonces) se presentó en [131], a saber: el anillo de gru-
po F2Q8, donde Q8 := {±1,±i,±j,±k} representa el grupo de cuaterniones. En [119]
se demostró que F2Q8 era reversible no simétrico minimal dentro de las algebras de
grupo sobre un cuerpo. Posteriormente en [128] se probó que el mencionado ejemplo
también es minimal dentro de la familia de anillos de grupo. Por último, muy recien-
temente, Steve Szabo en [159], ha probado que no existen anillos unitarios reversibles
no simétricos de menos de 256 elementos, aportando además un ejemplo minimal que
no es duo9, a saber:

F2 < u, v >

< u3, v3, u2 + v2 + vu, vu2 + uvu + vuv, u2vu >

En esta lı́nea hemos iniciado recientemente una colaboración con Steve Szabo (Eastern
Kentucky University) que es quien ha establecido que 256 es el cardinal minimal para
los anillos reversibles no simétricos. Se pretende explorar los anillos de cuaterniones de
Hamilton sobre Z4 ası́ como otros anillos de caracterı́stica 4, donde aparecen nuevos
ejemplos de anillos minimales reversibles no simétricos.

9Se dice que un anillo es duo si todo ideal a un lado es bilátero
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Steve Szabo.

Ası́ tenemos el siguiente resultado.

Proposición 9.20. El único anillo de cuaternios de Hamilton generalizados sobre Z2k reversi-
ble y no simétrico es:(

−1,−1
Z2k

)
∼= H(Z2k) =

Z2k < x, y >

< x2 + 1, y2 + 1, xy + yx >

Esto proporciona, cuando k = 2, un nuevo ejemplo de anillo con unidad reversible
no simétrico minimal (256 elementos), que además tiene la peculiaridad de ser de ca-
racterı́stica 4, a diferencia de los dos conocidos hasta ahora que son de caracterı́stica
2.
Asimismo, una familia más general que la de los cuaternios de Hamilton generalizados
como la siguiente

Z4(a, b; α, β, γ, δ) :=
Z4 < x, y >

< x2 − a, y2 − b2, yx− α− βx− γy− δxy >
,

parece que puede resultar interesante de cara a encontrar más ejemplos de anillos re-
versibles no simétricos minimales de caracterı́stica 4.

Proposición 9.21. Given a, b, α, β, γ, δ ∈ Z4, let us assume that Z4(a, b; α, β, γ, δ) is of order
256. Then, we have a ring isomorphism

Z4(a, b; α, β, γ, δ) ∼= {x0 I4 + x1X + x2Y + x3XY : xi ∈ Z4},

where the matrices X and Y are given by:

X =


0 a 0 0
1 0 0 0
0 0 0 a
0 0 1 0

 , Y =


0 α b bγ
0 β 0 bδ
1 γ 0 α
0 δ 0 β


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and they satisfy that Y2 = bI4 and YX = αI4 + βX + γY + δXY.

En este escenario podemos realizar una inspección directa que muestra que, de las 4096
posibilidades para (a, b, α, β, γ, δ) ∈ (Z4)

6, solo 320 dan lugar a anillos con 256 elemen-
tos. En la Tabla 6 proporcionamos todas esas combinaciones posibles para (a, b, α, β, γ, δ).
Como vemos, hay 18 combinaciones de (α, β, γ, δ) que son válidas para cada a, b ∈ Z4,
mientras que para cada (a, b) ∈ {(0, 0), (1, 1), (1, 0), (0, 1)} obtenemos 8 casos adicio-
nales.

∀a, b
α β γ δ

0 0 0 1
0 0 0 3
0 0 2 1
0 0 2 3
0 2 0 1
0 2 0 3
0 2 2 1
0 2 2 3
1 0 0 3
2 0 0 1
2 0 0 3
2 0 2 1
2 0 2 3
2 2 0 1
2 2 0 3
2 2 2 1
2 2 2 3
3 0 0 3

a = b = 0
α β γ δ

0 0 0 0
0 0 0 2
0 0 2 0
0 0 2 2
0 2 0 0
0 2 0 2
0 2 2 0
0 2 2 2

a = b = 1
α β γ δ

1 1 1 2
1 1 3 0
1 3 1 0
1 3 3 2
3 1 1 0
3 1 3 2
3 3 1 2
3 3 3 0

a = 0, b = 1
α β γ δ

0 1 0 0
0 1 0 2
0 3 0 0
0 3 0 2
2 1 2 0
2 1 2 2
2 3 2 0
2 3 2 2

a = 1, b = 0
α β γ δ

0 0 1 0
0 0 1 2
0 0 3 0
0 0 3 2
2 2 1 0
2 2 1 2
2 2 3 0
2 2 3 2

Tabla 6: Valores de (a, b, α, β, γ, δ) que dan lugar a un anillo de 256 elementos.

De estos 320 anillos hay exactamente 97 no isomorfos, de los cuales 10 son anillos
reversibles no simétricos.
Algunos problemas abiertos que pretendemos abordar son los siguientes:
• Encontrar todos los anillos reversibles no simétricos de caracaterı́stica 4, con 256 ele-
mentos.
• Encontrar todos los anillos reversibles no simétricos de caracaterı́stica 8 o 16, con 256
elementos, o probar que no existen.
• Para K = 3 y K > 4, encontrar el anillo reversible no simétrico minimal de carac-
terı́stica K.
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10. L ÍNEA 7: GRAFOS CON VÉRTICES EN UN ANILLO.

10.1. INTRODUCCIÓN

La idea de estudiar la relación entre las propiedades de un anillo R y las propiedades
de grafos definidos sobre él es bastante reciente. El primer trabajo en esta disciplina se
realizó en 1988 y se debe a Beck (ver [87]). En dicho trabajo, Beck considera el grafo
cuyos vértices son los elementos de un anillo conmutativo y dos vértice distintos x e y
son adyacentes si y solo si xy = 0.

Figura 9: Grafo de divisores de cero con R = Z30 .

Más tarde, Anderson y Livingston [81] modificaron ligeramente esta idea, conside-
rando como vértices del grafo solo los divisores de cero no nulos de R, Z(R)∗, y la
misma condición de adyacencia. Por otra parte, Redmond, en [147] y [146], extiende
esta noción de zero-divisor graph a anillos, no necesariamente conmutativos, del modo
siguiente:

Definición 10.1. Sea R un anillo. Definimos el grafo dirigido Γ(R), con conjunto de vértices
Z(R)∗, donde x → y es una arista entre elementos distintos x e y si y solo si xy = 0.

Definición 10.2. Sea R un anillo. Definimos el grafo no dirigido Γ(R), con conjunto de vérti-
ces Z(R)∗, donde vertices distintos x e y son adyacentes si y solo si

xy = 0∨ yx = 0.

Definición 10.3. Sea R un anillo. Definimos el grafo no dirigido Γ0(R), con conjunto de
vértices Z(R)∗, donde vertices distintos x e y son adyacentes si y solo si

xy = 0∧ yx = 0.

Obviamente, si R es commutative, entonces Γ(R) = Γ0(R); y, más generalmente, Γ(R) =
Γ0(R) si y solamente si R es un anillo reversible (xy = 0⇔ yx = 0, véase [93]).
Una propiedad destacable de Γ(R), para todo anillo R, es su conexión (véase teorema
10 en [147]).
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Teorema 10.1. Sea R un anillo. Entonces Γ(R) es un grafo conexo y

diam(Γ(R)) ≤ 3.

Varias propiedades de los grafos Γ(R) y Γ(R) (Zero-Divisor Graphs) con diferentes cla-
ses de anillos han sido estudiadas en [73, 74, 146]. Sin embargo, ningún trabajo se ha
publicado hasta ahora para el grafo Γ0(R), si exceptuamos [146], en donde se limitan a
definirlo y mostrar algún ejemplo.
También se ha estudiado con gran profusión el denominado Commuting Graph que de-
notamos aquı́ por Γ̂(R), introducido en [74], considerando como vértices los elementos
no centrales de un anillo y la relación de adyacencia dada por: x, y son adyacentes si
xy = yx. Estos grafos han sido ampliamente estudiados en los últimos años por varios
autores [75, 76, 77, 78, 82, 102, 135, 139]. Un resultado central en este contexto es el
siguiente (ver [76]):

Proposición 10.1. Sea F un cuerpo. Si Γ̂(Mn(F)) es conexo, entonces

4 ≤ diam(Γ̂(Mn(F))) ≤ 6

También se ha conjeturado que

4 ≤ diam(Γ̂(Mn(F))) ≤ 5

Recientemente, C. Miguel, en [134], ha verificado esta conjetura para F = R, probando
el resultado siguiente.

Teorema 10.2. Sea n ≥ 3 un entero positivo. Entonces, diam(Γ̂(Mn(R))) = 4, para n 6= 4,
y 4 ≤ diam(Γ̂(M4(R))) ≤ 5.

Además de los grafos anteriores, se han estudiado otros conjuntos de vértices y relacio-
nes de adyacencia. Anderson y Badawi, en [80], introducen el denominado Total Graph
de R, como un grafo simple con todos los elementos de R como vértices y consideran-
do dos vértices distintos x e y adyacentes si y solo si su suma es un divisor de cero.
Recientemente, en [83], los autores consideraron el grafo unitario de R (Unit Graph),
como el gráfico simple con todos los elementos de R como vértices, siendo dos vértices
distintos x e y adyacentes si y solo si x + y ∈ U(R).

10.2. TRABAJOS PREVIOS

10.2.1. COMMUTING GRAPH: Γ̂(R).

El Teorema 10.2 dejó todavı́a abierta la cuestión de si diam(Γ̂(M4(R))) era 4 ó 5. Pre-
cisamente esta cuestión quedó resuelta en el trabajo que realicé con Oller-Marcén y
Carmen Tasis en [56], donde se probó lo siguiente:

Teorema 10.3. El diámetro de Γ̂(M4(R)) es igual a 4.
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10.2.2. ZERO-DIVISOR GRAPH: Γ(R).

En [53], hemos estudiado (junto con Oller-Marcén y C. Miguel) el grafo Γ(R) en el caso
de R = Zn[i, j, k] (enteros de Lipschitz módulo n). En este trabajo hemos establecido el
número de vértices de dicho grafo y resultados relativos a su diámetro, cintura (girth),
ası́ como el número de dominación.

Teorema 10.4. Sea n = 2t pα1
1 · · · p

αk
k la descomposición prima de n. Entonces, el número de

vértices en el grafo Γ(Zn[i, j, k]) es:

|V(Γ(Zn[i, j, k]))| =


n4 −

k
∏
i=1

(
p4αi

i − p4αi−1
i − p4αi−2

i + p4αi−3
i

)
− 1, if t = 0;

n4 − 24t−1
k

∏
i=1

(p4αi
i − p4αi−1

i − p4αi−2
i + p4αi−3

i )− 1, if t > 0.

Teorema 10.5. Sea n un entero. Entonces

diam(Γ(Zn[i, j, k])) =

{
2, si n es potencia de primo;
3, en otro caso.

Teorema 10.6. Para todo entero n, girth(Γ(Zn[i, j, k])) = 3.

Teorema 10.7. El número de dominación (domination number) del grafo Γ(Zp[i, j, k]), donde
p es un primo impar, es p + 1.

Como consecuencia del resultado anterior, podemos calcular fácilmente el número de
dominación de Γ(Zn[i, j, k]) cuando n es impar libre de cuadrados

Teorema 10.8. Sea n = p1 · · · pk con pi primos para todo i. Entonces el número de dominación
(domination number) del grafo Γ(Zn[i, j, k]) es k + p1 + ... + pk.

Y de forma similar se establec el resultado siguiente

Teorema 10.9. Let n = 2s p1 · · · pk with pi is prime for every i and s > 0. Then, the domina-
tion number of the zero divisor graph Γ(Zn[i, j, k]) is 1 + k + p1 + ... + pk.

Quedaron pendientes dos cuestiones que siguen siendo problemas abiertos:

1. Para un número primo impar p y un entero positivo t, ¿cuál es el número de
dominación de Γ(Zpt [i, j, k])?

2. Sea t un entero positivo y Fq el cuerpo finito con q = pt elementos. Para un entero
positivo n > 2, ¿Cuál es el número de dominación del grafo Γ(Mn(Fq))?
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10.3. TRABAJOS EN PERSPECTIVA.

10.3.1. EL GRAFO DE ANTICONMUTACIÓN: x E y ADYACENTES SI xy + yx = 0.

En esta lı́nea pretendemos estudiar el grafo, que podrı́amos denominar de anticonmuta-
ción, y que, hasta donde conocemos, no ha sido estudiado, definido sobre los elementos
no nulos de un anillo de la siguiente forma.

Definición 10.4. Sea R un anillo. Definimos el grafo no-dirigido Γ̃(R) con conjunto de vérti-
ces R∗ y relación de adyacencia:

x ↔ y⇔ xy + yx = 0

Cuando el anillo R es conmutativo y de caracterı́stica impar, la parte no aislada del gra-
fo en cuestión coincide con Γ0(R); mientras que, si R es conmutativo y de caracterı́stica
es 2, se trata del grafo completo. Sin embargo, parece resultar interesante cuando R
no es conmutativo, en especial cuando R es el anillo de matrices cuadradas sobre un
cuerpo. Algunos de los primeros resultados que se obtienen son los siguientes:

Proposición 10.2. Sea R un anillo descomponible. Entonces Γ̃(R) es conexo si y solo si no
tiene vértices aislados; además, ignorando los vértices aislados, es conexo con diámetro a lo
sumo 4.

Proposición 10.3. Si F es un cuerpo de caracterı́stica distinta de 2, entonces en Γ̃(M2(F))
una matriz no nula M ∈M2(F) es vértice aislado si y solo si M es inversible y Tr(M) 6= 0.

Proposición 10.4. Si F es un cuerpo de caracterı́stica 2, entonces Γ̃(M2(F)) es conexo de
diámetro 2. Si F = Fq es un cuerpo finito, entonces Γ̃(M2(F)) tiene 1 + q + q2 cliques de
tamaño q2 − q y q− 1 vértices que son adyacentes a todos los demás.

Figura 10: Γ̃(M2(Z2)) . Figura 11: Γ̃(M2(F4)) .
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Proposición 10.5. En Γ̃(M2(Zn)) una matriz M es vértice aislado si y solo si se cumplen las
dos siguientes condiciones
i) n es impar.
ii) gcd(n, Tr(M) · det(M)) > 1.

Figura 12: Γ̃(M2(Z4)) .

Figura 13: Γ̃(M2(Z6)) .

Proposición 10.6. Si p es un primo impar la parte no aislada del grafo Γ̃(M2(Zp)) tiene
siempre 1

2 p(p + 1) componentes conexas que son completos bipartitos K2p−2,2p−2 y otra com-
ponente conexa de diametro 2. Su número total de vértices no aislados es:

p(2p2 − 1)− 1

Proposición 10.7. Si p es un primo impar y s > 1 la parte no aislada del grafo Γ̃(M2(Zps))
es siempre conexa con diámetro 3 y su número de vértices es:

p4s−3(2p2 − 1)− 1
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Figura 14: Γ̃(M2(Z3)) .

Proposición 10.8. En Γ̃(Md(F)) una matriz M es vértice aislado si y solo si es inversible y
no tiene dos valores propios en la clausura algebraica de F que sumen cero. Además, si d > 2,
el conjunto de vértices no aislados de Γ̃(Md(F)) es un subgrafo conexo de diámetro 4. En
particular, si F = R, una matriz es vértice aislado si y solo si ninguno de sus valores propios
es imaginario puro.

Figura 15: Parte no aislada de Γ̃(M2(Z9)) .
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10.3.2. EL GRAFO Γ0(R): x E y ADYACENTES SI xy = yx = 0.

El grafo Γ0(R) no ha recibido apenas atención, seguramente por la escasez de aristas y
la existencia de diferentes ejemplos de grafos no conexos que sugiere que estos grafos

no resultan, en general, muy interesante. Por ejemplo, en el caso de R =

(
Z2 Z2
0 Z2

)
,

Γ0(R) no es conexo con tan solo dos aristas (ver figura 26), mientras que Γ0(R) es
conexo con 8 aristas (ver figura 17).

Figura 16: Γ0(R) no conexo con 2 aristas.

Figura 17: Γ(R) conexo con 8 aristas.

Sin embargo, son muchas las familias de anillos para los que Γ0(R) es conexo, como es
el caso de los anillos de matrices cuadradas de dimensión mayor que 2 sobre anillos
unitarios finitos.

Pascual Jara Martı́nez.

En colaboración con Pascual Jara Martı́nez (Universidad de Granada), estamos estu-
diando el grafo Γ0(R), poniendo el foco en el caso de que R sea el anillo de matrices
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cuadradas sobre un anillo conmutativo. Algunos de los resultados que se obtienen son
los siguientes.

Figura 18: Γ0(M2(Z3)) .

Figura 19: Γ0(M2(Z4)) .

Proposición 10.9. Sea R un anillo descomponible. Entonces Γ0(R) es conexo si y solo si no
tiene vértices aislados; además, ignorando los vértices aislados, es conexo con diámetro a lo sumo
4.

Teorema 10.10. Si F es un cuerpo o dominio de integridad y d > 2, entonces Γ0(Md(F) es
conexo; además, para toda M ∈Md(F) se cumple:

excentricidad(M) =

{
4, si rango(M) = d− 1 ;
3, en otro caso.

y se tiene lo siguiente:
diam(Γ0(Md(F)) = 4;

rad(Γ0(Md(F)) = 3;

girth(Γ0(Md(F)) = 3.

Teorema 10.11. Si F es un cuerpo o dominio de integridad entonces Γ0(M2(F) no es conexo;
además, sus componentes conexas son grafos bipartitos completos y grafos completos (cliques).
Si F es cuerpo finito de tamaño q, Γ0(M2(F) tiene 1+ q componentes conexas de tamaño q− 1,
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que son grafos completos, y q2+q
2 componentes conexas que son grafos bipartitos completos

(Kq−1,q−1) de tamaño 2q− 2.

Figura 20: Γ0(M2(Z5)) .

Figura 21: Γ0(M2(Z6)) .
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GRAFOS ASOCIADOS A LOS CUATERNIOS DE HAMILTON GENERALIZADOS SOBRE Z4. A
continuación tenemos los grafos Γ0 asociados a los siete anillos de cuaternios de Ha-
milton generalizados sobre Z4, todos ellos conexos. Los 5 primeros son reversibles y,
en consecuencia, Γ0(R) = Γ(R). En los 3 finales, no reversibles, se muestran ambos
grafos, Γ0 y Γ.

Figura 22: Γ0

((
−1,−1

Z4

))
. Figura 23: Γ0

((
0,0
Z4

))

Figura 24: Γ0

((
0,0
Z4

))
Figura 25: Γ0

((
0,−1
Z4

))

Figura 26: Γ0

((
2,2
Z4

))
.
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Figura 27: Γ0

((
0,1
Z4

))
Figura 28: Γ

((
0,1
Z4

))

Figura 29: Γ0

((
−1,1
Z4

)) Figura 30: Γ
((
−1,1
Z4

))

Figura 31: Γ0

((
1,2
Z4

)) Figura 32: Γ
((

1,2
Z4

))
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11. L ÍNEA 8: GRAFOS DESTRUCTIBLES.

11.1. INTRODUCCIÓN

La solución negativa al famoso Problema de los Puentes de Königsberg, encontrada
por Leonhard Euler en 1736, se interpreta como la imposibilidad de realizar un paseo
atravesando cada uno de los 7 puentes una sola vez, volviendo al punto de partida. Ni
siquiera permitiendo que el paseo comience y termine en diferentes puntos, el famoso
problema tiene solución.

Puentes de Königsberg y su grafo asociado.

Sellos conmemorativos del 250 y 300 aniversario del nacimiento de Leonhard Paul Euler (1707-1783).

Los grafos eulerianos y los semieulerianos pueden ser interpretados como un conjunto
de islas (vértices) unidas entre si por puentes (aristas) endebles (que no soportan más
de un paso sobre ellos) dispuestos de tal modo que es posible realizar un paseo des-
truyéndolos todos. En el primer caso, el paseo debe comenzar y terminar en el mismo
vértice y, en el segundo, pueden ser vértices distintos. Esta idea sugiere una genera-
lización de lo anterior permitiendo destruir los puentes, no solo al atravesarlos, sino
también volándolos desde una isla desde la que resulten accesibles. Es fácil darse cuen-
ta de que en el mencionado problema, con esta posibilidad de voladura, sı́ es posible
destruirlos todos y regresar al punto de partida. En esta idea se inspira la presenta lı́nea
de investigación. En el marco de la Teorı́a de Grafos, pretendemos estudiar la propie-
dad de ser destructibles en el sentido de que existe un circuito/camino en el grafo de
tal modo que todas las aristas sean accesibles desde algún punto del camino (se vue-
lan desde ese punto). Al igual que ocurre con los grafos eulerianos y semieulerianos,
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aquı́ es posible la distinción de ser destructible utilizando un camino cerrado o no. En
términos más formales, consideraremos las siguientes definiciones.

Definición 11.1. Sea G un grafo. Diremos que G es circuito-destructible si existe un cir-
cuito que es cobertura de vértices10 de G.

Definición 11.2. Sea G un grafo. Diremos que G es camino-destructible si existe un camino
que es cobertura de vértices de G.

Inmediatamente se observan varios tipos de grafos destructibles en cada uno de los
dos sentidos. Naturalmente, los eulerianos y los semieulerianos son respectivamen-
te circuito-destructibles y camino-destructibles sin necesidad de hacer uso de la po-
sibilidad de voladura de puentes. Los grafos hamiltonianos son también ejemplo de
circuito-destructibles ya que un paseo hamiltoniano no repite aristas y todas las no uti-
lizadas en el paseo son accesibles desde algún vértice. También son circuito-destructibles
los grafos hipo-hamiltonianos ya que prescindiendo de cualquiera de sus vértices el
grafo se torna hamiltoniano. Los grafos completos y los grafos completos bipartitos
son otros ejemplos de grafos camino-destructibles. Los grafos estrella son un ejemplo
extremo: el grafo se puede destruir con una voladura múltiple desde el centro sin ne-
cesidad de realizar ningún movimiento.
Todo lo anterior constituye la idea motivadora de esta lı́nea de investigación que estoy
desarrollando con Susana Clara López Masip (Universidad de Lleida).

Susana Clara López Masip.

11.2. TRABAJOS REALIZADOS.

En esta lı́nea tan solo hemos presentado una ponencia introductoria en un congreso de
teorı́a de grafos (6th Gdansk Workshop on Graph Theory, [115]) celebrado en julio de 2019
en la ciudad polaca de Gdansk. Estamos preparando una primera publicación que irı́a
en la lı́nea de lo que comentaré a continuación.

10Una cobertura de vértices (en inglés, vertex cover) o simplemente cobertura de un grafo, es un
conjunto de vértices tales que cada arista del grafo es incidente a al menos un vértice del conjunto.
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11.3. TRABAJOS EN PERSPECTIVA.

11.3.1. GRAFOS NO DESTRUCTIBLES MINIMALES.

Dada una familia de grafos que satisfacen cierta propiedad, resulta interesante el re-
to de encontrar los grafos destructibles minimales en el sentido de poseer el menor
número de vértices o aristas. A continuación tenemos algunos resultados, problemas
abiertos y conjeturas al respecto.

Proposición 11.1. El grafo conexo minimal no camino-destructible es el grafo resultante de
subdividir en dos cada arista del grafo estrella de tres aristas (Fig. 33).

Figura 33: Grafo minimal conexo que no es camino-destructible.

El grafo minimal anterior es un grafo sin ciclos (árbol). Naturalmente ningún árbol
puede se circuito-destructible, el siguiente resultado establece la minimalidad dentro
de la familia de grafos que no son árboles.

Proposición 11.2. El grafo conexo minimal no circuito-destructible que no es un arbol, es el
grafo triángulo identificando uno de sus vértices con un grafo camino de longitud 2 (Fig. 34).

Figura 34: Grafo minimal conexo, no circuito-destructible, que no es árbol.

Notar que los grafos referidos en los resultados anteriores contienen aristas y vértices
de corte. Los siguientes resultados establecen el grafo no camino-destructible minimal
y el no circuito-destructible minimal sin aristas de corte (2-edge-connected) ni vértices
de corte (2-vertex-connected).

Proposición 11.3. El grafo conexo minimal no circuito-destructible libre de aristas (o vérti-
ces) de corte es el grafo de Figura 35. El grafo conexo minimal no camino-destructible libre de
aristas de corte es el grafo de la Figura 36. La minimalidad puede entenderse atendiendo tanto
al número de vértices como de arista.

Ambos grafos tienen arista-conectividady y vértice-conectividad 2: prescinciendo de
menos de dos vértices (o de aristas) el grafo resultante sigue siendo conexo. Esto da
pie a las siguientes preguntas:



94 PROYECTO INVESTIGADOR

Figura 35: Grafo minimal conexo, no circuito-destructible, sin aristas de corte.

Figura 36: Grafo minimal conexo, no camino-destructible, sin aristas de corte.

Problema 11.1. Cuál será el grafo minimal de vértice-conectividad 3 (o arista-conectividad 3)
que no sea destructible.

Y, naturalmente, tendremos idéntico problema para cualquier orden de conectividad.

Problema 11.2. Cuál es el grafo minimal de vértice-conectividad k (o arista-conectividad k)
que no es destructible.

11.3.2. MINIMALIDAD EN GRAFOS CONEXOS CÚBICOS Y SIMÉTRICOS.

Otro interesante problema de minimalidad está relacionado con la familia de grafos
conexos cúbicos y simétricos (conected cubic symetric graph). Todos los que tienen menos
de 2048 vértices son hamiltonianos a excepción del grafo de Petersen 11 (10 vértices) y el
grafo de Coxeter12 (28 vértices) (ver [96]). Tanto el grafo de Petersen (figura 37) como el
grafo de Coxeter (figura 38) son circuito-destructibles, de modo que podemos afirmar
que no se conoce (ni existe con menos de 2048 vértices) ningún grafo conexo cúbico y
simétrico que no sea circuito-destructibles. De ahı́ que resulte interesante la siguiente
cuestión.

11Julius Peter Christian Petersen se interesó en diversas áreas de las matemáticas, tales como la geo-
metrı́a, análisis complejo, teorı́a de números y teorı́a de grafos. Su trabajo en teorı́a de grafos significó
una contribución fundamental para la teorı́a de grafos moderna. En 1898, presentó un contraejemplo
para una aclamada conjetura de Tait que hoy se conoce como grafo de Petersen.

12Harold Scott MacDonald Coxeter es considerado como un importante geómetra del siglo XX. Naci-
do en Londres, trabajó la mayor parte de su vida en Canadá. Educado en la Universidad de Cambridge,
trabajó desde 1936 durante cerca de 60 años en la Universidad de Toronto publicando doce libros y más
de 200 textos académicos. Su trabajo principal fue en geometrı́a, destacando en teorı́a de politopos, geo-
metrı́a no euclı́dea, teorı́a de grupos y combinatoria. En 1997 recibió la medalla Sylvester de la Royal
Society por sus aportaciones en geometrı́a.
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Figura 37: Grafo de Petersen. Figura 38: Grafo de Coxeter.

Julius Petersen (1839−1910). Donald Coxeter (1907−2003).

Problema 11.3. Cuál es el grafo minimal (si existe) conexo cúbico y simétrico que no es des-
tructible.

11.3.3. MINIMALIDAD EN GRAFOS VÉRTICE-TRANSITIVOS.

En la familia de los grafos vértice-transitivos (Vertex-Transitive Graph) solamente se
conocen cinco conexos no hamiltonianos: el grafo completo de dos elementos, el grafo
de Petersen, el grafo de Coxeter y los grafos de Petersen y de Coxeter en los que se
sustituye cada vértice por un triángulo (figuras 39 y 40). Se ha conjeturado en [114]
que estos 5 son los únicos. Los dos últimos no son circuito-destructibles e ignoramos si
son camino-destructibles; y, de ahı́, el siguiente problema.

Problema 11.4. Cuál es el grafo minimal vértice-transitivo conexo que no es destructible.
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triangle-replaced Petersen graph

Figura 39: Grafo de Petersen al sustituir vértices por triángulos.

triangle-replaced Coxeter graph

Figura 40: Grafo de Coxeter al sustituir vértices por triángulos.

11.3.4. MINIMALIDAD EN GRAFOS CÚBICOS PLANOS 3-CONNECTADOS.

La conjetura de Tait (Tait’s Hamiltonian Graph Conjecture) afirma que todo grafo cúbi-
co plano 3-conectado es hamiltoniano. Fue propuesta en 1884 por P.G. Tait13 y refutada
en 1946 por W.T. Tutte14, quien construyó un contraejemplo con 69 aristas y 46 vértices
(Figura 41). El grafo de Barnette-Bosák-Lederberg (Figura 42) fue el primer contraejem-
plo minimal (38 vértices) encontrado de la conjetura de Tait, el cual fue descubierto
por Lederberg (1965) y parece que también por D. Barnette y J. Bosák, de modo inde-
pendiente, al mismo tiempo. Holton y McKay (1988) [122] presentaron posteriormente
varios contraejemplos de 38 vértices.
Los grafos de Barnette-Bosák-Lederberg y de Tutte son ambos circuito-destructibles,
como se muestra en las figuras 43 y 44, ası́ como otros varios de los contraejemplos de
la conjetura de Tait (figura 45). Y, de ahı́, el siguiente problema.

13Peter Guthrie Tait (1832-1901). Fue un fı́sico matemático y pionero en termodinámica de origen
escocés. Es muy ampliamente conocido por sus investigaciones en teorı́a de nudos y, en la teorı́a de
grafos, principalmente por las conjeturas de Tait.

14William Thomas Tutte (1917-2002). Su investigación en el campo de la teorı́a de grafos resultó ser de
notable importancia y de gran influencia en la teorı́a de grafos moderna.
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Peter Guthrie Tait (1832-1901). William Thomas Tutte (1917-2002).

Tutte graph 46

Figura 41: Grafo de Tutte, primer contraejemplo de la conjetura de Tait.

Problema 11.5. Cuál es el grafo minimal 3-connectado plano cúbico que no es destructible.

11.3.5. MINIMALIDAD EN GRAFOS 3-CONECTADOS, CÚBICOS Y BIPARTITOS.

Tutte (1971) conjeturó que todos los grafos 3-conectados, cúbicos y bipartitos (3-connected
bicubic graphs) son Hamiltonianos (Conjetura de Tutte). El grafo de Horton de 96 vérti-
ces (figura 46) constituyó el primer contraejemplo de esta conjetura [116]. El grafo de
Georges, figura 47, es un grafo de 50 vértices que constituye en la actualidad el contra-
ejemplo más pequeño de la conjetura de Tutte (ver [111]). Ignoramos si este grafo es
destructible en alguno de los dos sentidos y de ahı́ la siguiente pregunta.

Problema 11.6. Cuál es el grafo minimal 3-connectado plano cúbico bipartito que no es des-
tructible.



98 PROYECTO INVESTIGADOR

Barnette-Bosák-Lederberg Graph (38)

Figura 42: Contraejemplo minimal de la conjetura de Tait.

Figura 43: Circuito (vértices en rojo y aristas en verde) que es cobertura de vértices en el Grafo
de Tutte.

11.3.6. COBERTURA DE VÉRTICES MINIMAL DE GRAFOS DESTRUCTIBLES.

Cuando un grafo es destructible, se plantea la cuestión de cuál es la longitud mı́nima
de los circuitos/caminos cuya cobertura de vértices es G.

Definición 11.3. Denotaremos por βc(G) (res. βt(G)) al tamaño mı́nimo de la cobertura de
vértices de G que induce un circuito (resp. camino). Si G no es circuito-destructible (res. camino
destructible) pondremos βc(G) = ∞ (resp. βt(G) = ∞).

Un ejemplo de grafo G con βc(G) = ∞ se muestra en Fig. 35. Notar que βt(G) = 6.
A continuación algunos sencillos resultados.

Proposición 11.4. Sea Cn y Kn el grafo ciclo y el grafo completo de order n > 3, respectiva-
mente. Entonces,

(i) βc(Cn) = n,

(ii) βc(Kn) = n− 1.
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Figura 44: Circuito (vértices en rojo y aristas en verde) que es cobertura de vértices en el Grafo
de Barnette-Bosák-Lederberg.

Figura 45: Circuito (vértices en rojo y aristas en verde) que es cobertura de vértices en el Grafo
de Faulker-Younger de 42 vértices.

Proposición 11.5. Sea Km,n el grafo bipartito completo de orden m + n, con m, n ≥ 2. Enton-
ces

βc(Km,n) = 2 + mı́n{m, n}.

Proposición 11.6. Sea Qk el grafo hypercubo k-dimensional. Si k > 2, entonces,

βc(Qk) ≤ 2k − 2k−2.

Además, βc(Q1) = ∞ y βc(Q2) = 4.

GRAFOS DE PETERSEN GENERALIZADOS. Los grafos de Petersen generalizados, P(n, k),
son una familia de grafos cúbicos formados por la conexión de los vértices de un n-
polı́gono regular con los vértices correspondientes de un n-polı́gono estrellado (véase
en la figura 48 los casos con 16 vértices, P(8, k)). Estos grafos incluyen el grafo de Peter-
sen y generalizan una de las formas de construirlo. La familia de los grafos de Petersen
generalizados fue introducida en 1950 por H.S. Coxeter [97] y fueron ası́ denominados
en 1969 por Mark Watkins [169].
Alspach demostró en [79] que P(n, k) es hamiltoniano si y solo si no es P(n, 2) ∼=
P(n, n− 2) ∼= P(n, (n− 1)/2) ∼= P(n, (n + 1)/2), cuando n ≡ 5 (mod 6), ni P(n, n/2),
cuando n = 0 (mod 4) y n ≥ 8. Un gráfico no hamiltoniano G se llama hipo hamilto-
niano si G − v es hamiltoniano para cualquier v ∈ V(G); obviamente, cualquier gra-
fo hipo-hamiltoniano es circuito-destructible. Bondy demostró en [89] que P(n, 2) es
hipo-hamiltoniano si y solo si n ≡ 5 (mod 6).
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Horton Graph 96

Figura 46: Primer Contraejemplo encontrado de la conjetura de Tutte.

Georges Graph

Figura 47: Contraejemplo minimal de la conjetura de Tutte.

Proposición 11.7. El grafo de Petersen generalizado P(n, k), n ≥ 3 y 1 ≤ k ≤ n− 1, no es
circuito-destructible si y solo si n ≡ 0 (mód 4), k = n/2 y n ≥ 8. Además βc(P(n, n/2)) =
2n.

El valor de βc(P(n, k) se puede determinar para ciertos valores de k.

Proposición 11.8. Sea P(n, k) un grafo generalizado de Petersen con n ≥ 4 y 1 ≤ k ≤
d(n− 1)/2e. Entonces,

(i) βc(P(n, 1)) = 2n− F, donde F =

{
bn/4c+ b(n + 1)/4c n = 4l + i, i ∈ {0, 2, 3}
bn/4c+ b(n + 1)/4c − 1, n = 4l + 1.

(ii) βc(P(n, 2)) ≤ 2n− F, donde F =

{
bn/3c − 1, n ≡ 4 (mód 6),
bn/3c, en otro caso.

Recordemos que, por la proposición 11.7, para n ≥ 3 y 1 ≤ k ≤ n − 1, P(n, k), no
es circuito-destructible si y solo si n ≡ 0 (mod 4), k = n/2 y n ≥ 8. Para los grafos
P(n, n/2), tenemos el resultado siguiente.
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Out[35]= 

P(8, 1)

,

P(8, 2)

,

P(8, 3)

,

P(8, 4)



Figura 48: Grafos Generalizados de Petersen P(8, k).

Proposición 11.9. El grafo P(n, n/2) es camino-destructible y

βt(P(n, n/2) =
{

2n− 2, n ≡ 0 (mód 4),
2n− 1, n ≡ 2 (mód 4).
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12. PUBLICACIONES Y OTRAS REFERENCIAS.

A continuación se incluyen las referencias de los 72 artı́culos (citados o no), entre cuyos
autores se encuentra el candidato, publicados en revistas con algún ı́ndice de calidad
relativo, de las cuales 62 son revistas con JCR. La ordenación es cronológica y cada
número de orden se corresponde con un archivo pdf (número.pdf) que se entrega junto
al archivo pdf del presente documento (Proyecto Investigador.pdf). Asimismo, cada
referencia está vinculada al correspondiente archivo pdf, al cual se accede pinchando
sobre el sı́mbolo ↪→.
Las referencias de la 73 en adelante corresponden a otros trabajos citados en el presente
Proyecto Investigador.
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New Developments on Equivalent Thermal in Hydrothermal Optimization. An Algorithm of Ap-
proximation.
Journal of Computational and Applied Mathematics. 175(1), pp. 63–75. ↪→
JCR: 0.569; 85/151 (Q3); Mathematics, Applied.



104 PROYECTO INVESTIGADOR

[7] Bayón, L; Grau, J.M.; Ruiz, M.M.; Suárez, P.M. (2006)
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