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E.1. F-términos para el caso G = [

∏n
α=1 SU(Nα)] × UX(1) . . . . . 96
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1. Inflación y Supergravedad. Motivación

Más de 25 años después de que fuese expuesta en su primera versión por
Alan Guth [1], inflación se ha convertido en el paradigma del nuevo modelo
estándar cosmológico. Aunque su modelo basado en un superenfriamiento
del Universo al sufrir una transición de fase no funcionara, sentó las bases
de cómo inflación pod́ıa solucionar algunos de los problemas de la antigua
cosmoloǵıa (”Hot Big Bang”) como el problema del horizonte o la planitud.
En esta primera versión, inflación es un peŕıodo de crecimiento exponencial
del Universo en un falso vaćıo. Es decir, un estado (fase) metaestable sin
part́ıculas pero que alberga una gran densidad de enerǵıa. Este estado de
falso vaćıo decae generándose burbujas de la nueva fase que colisionarán y
se calentarán convirtiendo el Universo en altamente inhomogéneo, lo cual no
es aceptable experimentalmente. El trabajo de Guth se conoce hoy como el
antiguo modelo inflacionario (”old inflation”).

La nueva teoŕıa inflacionaria (”new inflation”) desarrollada por A. Lin-
de [2] en 1982, haćıa más viable la idea de Guth permitiendo al Universo
comenzar a expandirse bien desde un falso vaćıo o desde un estado inestable
en un máximo del potencial efectivo. El campo del inflatón φ rueda lenta-
mente (slow-roll) hacia el mı́nimo de su potencial efectivo y durante este
movimiento, las perturbaciones a la densidad que se generan son inversa-
mente proporcionales a φ̇. Entonces la parte responsable de la homogeneidad
en el nuevo modelo de inflación no se genera en el falso vaćıo (φ̇ = 0).

Sin embargo, tanto el antiguo como el nuevo modelo inflacionario resul-
taron una modificación incompleta de la teoŕıa del Hot Big Bang. El nuevo
modelo de inflación necesita de un potencial artificialmente plano para ser
viable. Esto supone una constante de acoplo extremadamente pequeña para
φ lo que no le permitiŕıa estar en equilibrio térmico con otros campos de
materia y, por tanto, la teoŕıa de transiciones de fase no es aplicable.

El propio A. Linde [3] resolvió estos problemas en 1983 con el modelo
de inflación caótica (”chaotic inflation”). En éste, el campo φ comienza en
valores muy grandes, incluso φ ∼ MP , en potenciales sencillos tipo V (φ) ∼
φn. Esto genera un parámetro de Hubble muy grande H2 ∝ (φ̇2 + φn) que
da lugar a un término de fricción (viscosidad) también muy grande en la
ecuación de movimiento

φ̈+ 3Hφ̇ = −dV (φ)

dφ
(1)

5



generándose las condiciones de slow-roll necesarias de forma más natural.
La condición φ ∼MP es menos restrictiva que en el modelo de new inflation
y el potencial no ha de tener una región cuasi plana.

En este trabajo nos centraremos en otro tipo de inflación ideado por
Vilenkin [4] y A. Linde [5, 6] de forma independiente y simultánea conocido
como inflación topológica (”topological inflation”). Al igual que en el caso de
inflación caótica, este modelo evita el problema de las condiciones iniciales
para el inflatón, pero por razones topológicas. Para teoŕıas en las que el
potencial efectivo presenta un conjunto de mı́nimos, existen soluciones no
triviales [7, 8] a las ecuaciones de movimiento (defectos topológicos). En
potenciales que posean, por ejemplo, una simetŕıa Z2,

V (φ) =
λ

4
(φ2 − φ2

0)
2 (2)

se formarán domain-walls entre los dos mı́nimos [9, 10].

0

V
( 

 ) φ

−φ φ
0 0

Figura 1: Potencial con mı́nimos degenerados.

En ellos, el campo φ interpola entre entre los vaćıos 〈φ〉 = ±φ0 estando
obligado a pasar por el punto cŕıtico φ = 0 por razones topológicas. La pro-
ducción de domain-walls supone un mecanismo natural para generar inflación
evitando el problema de las condiciones iniciales, pues todos los valores del
campo se realizan dentro del domain-wall asociado.
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La idea de tener una colección de vaćıos como solución a la teoŕıa ha
recobrado interés en los últimos años con la aparición de lo que se ha de-
nominado el ”landscape” de la teoŕıa de cuerdas, teoŕıa candidata a ser la
teoŕıa última de las cosas. Para formular una teoŕıa de cuerdas consistente
donde todo el contenido de campos sea bosónico, es sabido que la dimensión
del espacio-tiempo ha de ser D = 26. Sin embargo si queremos que incluya
fermiones (supercuerdas), esta condición se reduce a D = 10. En cualquie-
ra de los casos, la teoŕıa de cuerdas nos lleva de forma inevitable a tener
que tratar con dimensiones extras. Esto es manejar teoŕıas D-dimensionales
aśı como reducirlas para obtener teoŕıas efectivas 4-dimensionales que poda-
mos contrastar experimentalmente. La forma de llevar a cabo esto pasa por
compactificar las dimensiones extras en una variedad interna que, en general,
tomaremos compacta y de Calabi-Yau [11].

Desde el punto de vista fenomenológico, la forma de trabajar es el ĺımite
de supergravedad 10-dimensional, o ĺımite de bajas enerǵıas, de la teoŕıa de
supercuerdas fundamental. Es en este ĺımite en el que el espectro de la teoŕıa
se rige en términos de una teoŕıa da campos en dimensión D = 10 con super-
simetŕıa(s) local(es) como simetŕıa(s) del espacio-tiempo heredada(s) de la
teoŕıa de supercuerdas original. Pero nuestro mundo es 4-dimensional, lo que
implica que las seis dimensiones extras están compactificadas a una escala
de enerǵıa tan alta que no tenemos acceso a ellas. La elección de la variedad
interna en la compactificación, lejos de ser una elección irrelevante, deter-
mina de forma decisiva la teoŕıa efectiva 4-dimensional. Cantidades como el
número de supersimetŕıas que sobreviven a la compactificación1, constantes
de acoplo para la teoŕıa gauge (cuerda IIB) e incluso el espacio de configu-
raciones de vaćıo de la teoŕıa 4-dimensional, dependen de la topoloǵıa de la
compactificación.

Es en este contexto en el que aparece el concepto de espacio de moduli
de la teoŕıa sobre el que trataremos a lo largo de todo el trabajo. Moduli
son, en sentido estricto, campos escalares sin masa que codifican o parame-
trizan familias continuas de vaćıos de la teoŕıa y que, si queremos un estado
de vaćıo bien definido, han de estabilizarse. La búsqueda de mecanismos que
gúıen la estabilización de los moduli, [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22],
es un problema que está avanzando rápidamente en la actualidad debido a
una comprensión cada vez mayor de la teoŕıa de supercuerdas en sus aspectos
no perturbativos (instantones, condensados de gauginos, flujos, D-branas,...).

1Por razones fenomenológicas, nos centraremos en supersimetŕıa N=1 como principal
candidata a f́ısica más allá del Modelo Estándar.
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Estos aspectos no perturbativos se utilizan como mecanismos para dar masa
a los moduli a escalas tan altas que resulten fenomenológicamente compati-
bles con la no observación de escalares sin masa en los experimentos.

La primera construcción expĺıcita de un mecanismo que estabiliza todos
los moduli en un vaćıo dS (constante cosmológica positiva) ha sido desarro-
llada por Kachru, Kallosh, Linde y Trivedi (KKLT) [16] como solución al
ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas IIB. El interés en conseguir
vaćıos dS a partir de teoŕıa de cuerdas se debe precisamente a que los datos
experimentales más recientes confirman la idea de un peŕıodo de aceleración
para el Universo y, de ah́ı, su estrecha relación con el modelo inflacionario.

En definitiva, construir modelos de inflación en los que tanto el campo del
inflatón como el potencial efectivo de la teoŕıa tengan su origen en teoŕıa de
cuerdas [23], es uno de los objetivos a la hora de unificar la Cosmoloǵıa y la
F́ısica de Part́ıculas. Esto se ha visto reforzado con el aumento de precisión
en las observaciones, como en la colaboración WMAP.

Se han construido modelos de inflación donde el inflatón es un modulus
bien parametrizando la distancia entre branas (como propusieron original-
mente Dvali y Tye [24]), la geometŕıa�estructura de la variedad interna
compacta [25, 26] o bien las componentes en la variedad interna del conteni-
do de campos de la cuerda [27]. Nos referiremos a este tipo de inflación como
inflación modular y es el objetivo de este trabajo.

Para conseguir modelos de inflación satisfactorios tendremos que abor-
dar determinados problemas que son caracteŕısticos y sistemáticos en el caso
de inflación modular. En primer lugar, el problema de la estabilización de
los moduli (antes comentado), inicialmente direcciones planas en el potencial
efectivo a todo orden en teoŕıa de perturbaciones. Segundo, localizar candi-
datos a inflatón compatibles con el mecanismo de estabilización y que eviten
el problema η [28] (o al menos que sea controlable) presente en supergravedad
N=1 d=4 con la que trabajaremos. Por último, generar un proceso inflacio-
nario compatible con las medidas experimentales más recientes llevadas a
cabo por WMAP3 [29].

El trabajo está organizado de la siguiente manera: en la sección 2, presen-
tamos la estructura general de la teoŕıa supergravedad N=1 d=4. En la sección
3 definimos brevemente cuál es el espacio de moduli para compactificaciones
en variedades de Calabi-Yau. A lo largo de las secciones 4,5,6,7 y 8 presen-
tamos nuestro modelo de inflación (ACCD extendido). Determinaremos el
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potencial de Kähler K y el superpotencial W del modelo y construiremos el
potencial escalar efectivo V . En las secciones 9 y 10 analizamos los primeros
modelos de estabilización de moduli con vaćıos dS aśı como los problemas a
la hora de generar inflación en ellos, centrándonos en el modelo ACCD [18].
Por último, en las secciones 11 y 12 se muestra un ejemplo numérico de nues-
tro modelo en el que inflación topológica ocurre de manera perfectamente
compatible con las medidas experimentales de WMAP3. Para finalizar, pre-
sentamos las conclusiones en la sección 13. En los apéndices se desarrollan de
manera más formal todos los conceptos y resultados que aparecen a lo largo
del trabajo.
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2. Lagrangiano bosónico SUGRA N=1 d=4

A lo largo de todo el texto y siguiendo las convenciones de [30], trabaja-
remos con la densidad Lagrangiana de campos bosónicos2 en el marco teórico
de supergravedad N=1 d=4 para una teoŕıa con grupo de simetŕıa gauge G.

Lbos =
1

κ
R +Gab̄gµν(D

µϕa)(Dνϕ̄b̄) − eG
[

Ga(G
−1)ab̄Gb̄ − 3

]

︸ ︷︷ ︸

VF

−

− g2
G
2
Re
{
(fG

αβ)−1
} [
Ga(t

G
α)a

bϕ
b
] [
Ga(t

G
β)a

bϕ
b
]

︸ ︷︷ ︸

VD

− (3)

− 1

4
Re
{
fG

αβ

}
(F G

α )µν(F
G
β )µν +

i

4
Im
{
fG

αβ

}
(F G

α )µν(F̃
G
β )µν

Como vemos, todo depende de la función fG
αβ(ϕ), de G(ϕ, ϕ̄) y de las

derivadas de G(ϕ, ϕ̄) con respecto a los campos. fG
αβ(ϕ) es la función cinética

gauge y G(ϕ, ϕ̄) es la función de Kähler, la cual se define como

G(ϕ, ϕ̄) = K(ϕ, ϕ̄) + Ln|W (ϕ)|2 (4)

donde

K(ϕ, ϕ̄) ∈ R ⇒ potencial de Kähler de la teoŕıa

W (ϕ) ∈ C ⇒ superpotencial holónomo de la teoŕıa

Luego para hacer una teoŕıa en SUGRA N=1 d=4 partiremos de una fun-
ción fG

αβ(ϕ), una función K(ϕ, ϕ̄) y un superpotencial holónomo W (ϕ).

Las magnitudes que aparecen en el Lbos se definen como

Ga ≡ ∂G(ϕ, ϕ̄)

∂ϕa

Gb̄ ≡
∂G(ϕ, ϕ̄)

∂ϕ̄b̄
(5)

Gab̄ ≡
∂G(ϕ, ϕ̄)

∂ϕa∂ϕ̄b̄

2Para la acción gravitacional, tendremos κ = − 16πG
M2

pl

siendo M2
P ≡ 16πG = 1,1 × 1019

Gev
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donde se cumple que Gab̄G
b̄c = δc

a.

La derivada en eq.(3) es covariante tanto espacio-temporal como gauge.
Aparecerán en la derivada la conexión af́ın Γλ

µν y la conexión del G −world,
esto es, los campos gauge Aµ.

De aqúı en adelante nos centraremos en la parte bosónica escalar de la
teoŕıa. No tendremos en cuenta nada referente a conexión af́ın ni tampoco
gauge, pues buscaremos el estado de vaćıo de la teoŕıa gauge libre en el que
los campos gauge están apagados. Aunque śı tendremos que considerar la
conexión de Kähler al resolver ecuaciones de movimiento. Esto se debe a que
el potencial de Kähler no será canónico y la métrica de Kähler dependerá de
los campos generando una conexión en el espacio de campos.

Haciendo las parciales obtenemos

Ga ≡ ∂G(ϕ, ϕ̄)

∂ϕa
= Ka +

1

|W |2
∂|W |2
∂ϕa

(6)

Gb̄ ≡
∂G(ϕ, ϕ̄)

∂ϕ̄b̄
= Kb̄ +

1

|W |2
∂|W |2
∂ϕ̄b̄

(7)

Gab̄ ≡
∂G(ϕ, ϕ̄)

∂ϕa∂ϕ̄b̄
= Kab̄ (8)

eG = eK |W |2 (9)

El potencial escalar de la teoŕıa recibe dos contribuciones en eq.(3). Una
de ellas VF está incluso para el caso de no tener grupo de simetŕıa gauge G en
la teoŕıa. La otra contribución VD, es de origen gauge. Nos referiremos a la
primera como contribución de origen gravitacional mientras que a la segunda
nos referiremos como contribución de origen gauge.

Lbos es invariante bajo una transformación SUSY local de los supercampos
quirales presentes en la teoŕıa. En una transformación de parámetro (espinor
de Majorana) ζ(x), las componentes del supercampo quiral se transforman
como

δζϕ
a =

√
2 ζ(x) ψa

M (10)
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δζψ
a
M = −iγµDµ

(
Aa + i γ5Ba

)
ζ(x)−

√
2 e

G
2 (G−1)ab̄ Gb̄ ζ(x) + 2-ferm-térm

(11)

donde ϕa = 1√
2
(Aa + iBa) ∈ C es la componente escalar del supercampo

quiral a-ésimo y ψa
M =

(
ψa

ψ
ā

)

∈ C es el espinor de Majorana construido a

partir de ψa, la componente de Weyl del mismo supercampo.

Si imponemos que el vaćıo sea invariante Lorentz, sólo los campos escala-
res ϕa podrán tomar un valor esperado en el vaćıo (v.e.v) no nulo. Si, además
de 〈ϕa〉 6= 0, se cumple que 〈Ga〉 6= 0, tendremos

ruptura gravitacional de SUSY mediante F-términos

〈0|δζψa
M |0〉 = −

√
2 e

G
2 (G−1)ab̄Gb̄ ζ(x) 6= 0 (12)

ruptura gauge de SUSY mediante D-términos

〈0|δζλα|0〉 =
i

2
gG Re

{
fG−1

αβ

} [
Ga(t

G
β)a

bϕ
b
]
ζ(x) 6= 0 (13)

donde λα es el fermión ”gaugino”del supercampo vectorial asociado al
generador α-ésimo del grupo gauge G.

2.1. VF -Origen gravitacional

Utilizando eq.(6), eq.(7), eq.(8) y eq.(9),

VF = eG
[

3 −Ga(G
−1)ab̄Gb̄

]

= (14)

= eK

{

(K−1)ab̄

[

|W |2KaKb̄ +Kb̄W̄
∂W

∂ϕa
+KaW

∂W̄

∂ϕ̄b̄
+
∂W

∂ϕa

∂W̄

∂ϕ̄b̄

]

− 3|W |2
}

Entonces, teniendo en cuenta que [ϕ] = 1 ; [W ] = 3 ; [G] = 2, las dimen-
siones de los términos en eq.(147) son
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VF = (15)

=

dim=2
︷︸︸︷

eK







(K−1)ab̄






|W |2KaKb̄
︸ ︷︷ ︸

dim=8

+Kb̄W̄
∂W

∂ϕa

︸ ︷︷ ︸

dim=6

+KaW
∂W̄

∂ϕ̄b̄

︸ ︷︷ ︸

dim=6

+
∂W

∂ϕa

∂W̄

∂ϕ̄b̄

︸ ︷︷ ︸

dim=4






− 3|W |2
︸ ︷︷ ︸

dim=6







donde, si colocamos los correspondientes factores de supresión 1
Mn

P
para

que todos los términos del potencial tengan dim=4, podemos hacer el paso
SUGRA⇒SUSY sin más que tomar el ĺımite MP → ∞, obteniéndose

VF = (K−1)ab̄∂W

∂ϕa

∂W̄

∂ϕ̄b̄
(16)

Para el caso canónico Kab̄ = δab̄, se reduce al caso de Wess-Zumino con
varios supercampos quirales

V WZ
F (ϕ, ϕ̄) = δab̄

(
∂W

∂ϕa

)(
∂W̄

∂ϕb̄

)

=
∑

a

∣
∣
∣
∣

∂W

∂ϕa

∣
∣
∣
∣

2

(17)

Definiremos la ”derivada de Kähler” como

DaW = Wa +KaW = GaW (18)

Db̄W̄ = W̄b̄ +Kb̄W̄ = Gb̄W̄

donde Wa ≡ ∂W
∂ϕa , W̄b̄ ≡ ∂W̄

∂ϕ̄b̄ .

De esta manera podemos escribir el potencial efectivo para el sector es-
calar de la teoŕıa como

VF = eK
[

(K−1)ab̄DaWDb̄W̄ − 3|W |2
]

(19)

2.2. VD-Origen gauge

Si consideramos el caso en el que la función gauge cinética de G es de la
forma fG

αβ = fGδαβ =⇒ (fG)−1
αβ = 1

fG δαβ . Además utilizando eq.(18)

VD =

=
g2
G
2
Re
{

f
G−1
αβ

} [
Ga(t

G
α)a

bϕ
b
] [
Ga(t

G
β )a

bϕ
b
]

=

13



=
1

2

1

Re {fG}
∑

α





DaW

W
gG (tGα)a

bϕ
b

︸ ︷︷ ︸

−iηa
α






2

= (20)

=
1

2

1

Re {fG}
∑

α

(

−iDaW

W
ηa

α

)2

=

=
1

2

1

Re {fG}
∑

α

DαDα

donde además hemos utilizado3

Dα = −iDaW

W
ηa

α (21)

Utilizando ahora la condición de invariancia gauge del superpotencial W ,

Waη
a
α = 0 (22)

obtenemos
Dα = −iKaη

a
α (23)

3δGϕa = i gG Aµ
α(tGα)a

bϕ
b = Aµ

αηa
α
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3. Espacio de moduli

El problema que afrontaremos es el de estabilizar los distintos moduli del
espacio de moduli de la teoŕıa. Éstos serán los moduli asociados a la varie-
dad interna (orientifolded Calabi-Yau) más otros moduli no geométricos. Un
desarrollo más completo del espacio de moduli geométricos en variedades de
Calabi-Yau puede verse en el apéndice (B.3). Estos campos aparecen en la
teoŕıa 4-dimensional como escalares sin masa, lo que los convierte en fenome-
nológicamente inviables. Entenderemos estabilización de moduli en el sentido
de mecanismo por el que adquieren masa.

Moduli geométricos tα ∈ R asociados a las variaciones infini-
tesimales δKab̄ : Kähler moduli .

Son el resultado de expandir δKab̄ en los h(1,1) elementos de una base
de (1,1)-formas reales

δKab̄ =
h(1,1)
∑

1

tαbαab̄ tα ∈ R (24)

Los estabilizaremos debido a términos no perturbativos en el superpo-
tencial de la teoŕıa SUGRA efectiva. Estos términos no perturbativos se
originan dinámicamente y los originan grupos SU(Nc) en fase de confi-
namiento en el infrarojo que provienen de tener stacks de Nc D7-branas
enrolladas en algún 4-ciclo del Calabi-Yau. T́ıpicamente aparecerá un
factor U(1) (que puede ser anómalo) con cada grupo SU(Nc).

Moduli geométricos sα asociados a las variaciones infinitesi-
males δKab : Moduli de estructura compleja .

Una métrica de Kähler cumple que Kab = Kāb̄ = 0. Si queremos que
δKab 6= 0 pase a ser del tipo (1,1) (como la foma de Kähler), no podre-
mos conseguirlo mediante una transformación que respete holomorfici-
dad. Esto siginifica que la nueva métrica será también de Kähler pero
respecto a una estructura compleja (atlas sobre la variedad compleja)
diferente a la de la métrica inicial.

Una parametrización de la estructura compleja se puede hacer v́ıa los
h(2,1) elementos de una base de (2,1)-formas más la única (3,0)-forma
del CY3. Esto es

15



Ωb̄
cd δKāb̄ =

h(2,1)
∑

1

sαbαcdā (25)

La idea es usar flujos para las formas R-R y NS-NS estabilizando aśı los
moduli sα asociados a la estructura compleja de la variedad interna.
Estos moduli se estabilizan a una escala más alta que la del resto de
los moduli y producen una aportación constante W0 al superpotencial
de la teoŕıa efectiva SUGRA N=1 d=4.

Moduli no geométricos

Son campos escalares presentes en la teoŕıa 4-dimensional cuyo origen
es

• modos cero de escalares de la teoŕıa efectiva SUGRA en d=10.
Para la cuerda IIB tendremos el axión-dilatón el cual se estabili-
zará, al igual que los moduli de estructura compleja, mediante la
presencia de flujos para las formas de R-R y NS-NS, [11],[12],[13]

• las componentes internas (en el CY3) de los campos bosónicos del
contenido de campos de la cuerda. Por ejemplo, en la cuerda IIB,
tendremos escalares asociados a la 2-forma del sector NS-NS y a
la 2-forma y la 4-forma del sector R-R, [31]

16



4. Cuerda IIB y potencial de Kähler K del

modelo

Trabajaremos en el contexto de la teoŕıa efectiva SUGRA N=1 d=4 ob-
tenida a partir de la teoŕıa de cuerdas IIB compactificada en un orientifolded
Calabi-Yau.

Por ejemplo, podemos tener O3-O7-planos ó tener O5-O9-planos a la ho-
ra de elegir la proyección orientifold [32]. Aśı, pasamos de la teoŕıa SUGRA
N=2 d=4 resultado de compactificar la cuerda IIB en CY3 a la teoŕıa SU-
GRA N=1 d=4. Para ver más sobre compactificaciones y supersimetŕıa, ver
apéndices (B.1) y (B.2)

Por último tendremos también un único grupo SU(Nc) generado por
la presencia de Nc D7-branas aśı como un correspondiente UX(1) anóma-
lo. Asumiremos que la formación de condensados de squarks [33, 22] ocurre
(Nf < Nc). También tendremos una estructura de Nf familias sobre la cual
tendremos definida la simetŕıa global (espacio de flavour) de la teoŕıa clásica.

4.1. Contenido de campos del modelo y cargas.

Moduli geométricos:

• Kähler modulus: t ≡ T+T †

2
= Re {T}.

Consideraremos un único Kähler modulus (h(1,1) = 1). Por ejem-
plo, podemos construir orientifolds de CY3 conocidos con h(1,1) =
1, como el quintic CP4

1,1,1,1,1. El modulus T será singlete bajo el
grupo SU(Nc), en cambio estará cargado bajo el UX(1), apare-
ciendo un término de FI [34].

Con todo esto, el problema que se nos planteará será el de estabi-
lizar T evitando un runaway.

• Moduli de estructura compleja + axión-dilatón

El axión-dilatón y los moduli de estructura compleja se estabilizan
a una escala más alta mediante la jerarqúıa de las compactifica-
ciones GKP [15], dando como resultado una aportación constante
al superpotencial de la teoŕıa W0 que rompe la simetŕıa-R (pues
no tiene R-carga).

Moduli no geométricos: χ
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Consideraremos un escalar genérico resultado de las componentes en
la variedad interna de una p-forma bosónica de la cuerda IIB. T́ıpica-
mente, podremos tener este escalar transformándose como un singlete
respecto al grupo gauge SU(Nc) que tengamos aśı como respecto al
UX(1). Este singlete genérico será el candidato a inflatón en nuestro
modelo.

Campos de materia: Mesones
{

φ, φ̃
}

→M

Consideraremos la materia como un conjunto de supercampos Φ′s y
Φ̃′s. Los Φ′s y los Φ̃′s son supercampos quirales, cuyas componentes
escalares (que denotaremos mediante φ y φ̃) tomarán un v.e.v (junto
con los moduli) para definir el ground state de la teoŕıa. Como es ha-
bitual, no utilizaremos las componentes escalares propiamente dichas
como las variables del sistema. En lugar de éstas (que NO son inva-
riantes SU(Nc)-gauge), utilizaremos una redefinición de ellas en fun-
ción de mesones y bariones (que SÍ lo son). Son estas nuevas variables
las que nos aparecerán en el superpotencial no perturbativo generado
dinámicamente debido al régimen de confinamiento en el I.R. del grupo
SU(Nc) [35].

〈φ〉 ,
〈

φ̃
〉

−→ 〈M〉 (26)

La simetŕıa global en el espacio de flavour de la teoŕıa a nivel clásico
es

SUL(Nf ) × SUR(Nf ) × UX(1) × UB(1) × UR(1) (27)

con

φ→
(

Nf , 1, q, 1,
Nf −Nc

Nf

)

(28)

φ̃→
(

1, N̄f , q̃,−1,
Nf −Nc

Nf

)

donde φ,φ̃ los entenderemos como vectores del espacio de flavour con
componentes φi,φ̃

ĩ (i, ĩ = 1, . . . , Nf ). Cada una de estas componentes

φi , φ̃ĩ es a su vez un vector de alguna de las representaciones del grupo
gauge SU(Nc)

• (φi) : Vive en la representación fundamental de SU(Nc) y tienen
carga qi bajo el UX(1) anómalo.
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• (φ̃ĩ) : Vive en la representación antifundamental de SU(Nc) y tienen

carga q̃ ĩ bajo el UX(1) anómalo.

Para el caso Nf < Nc, las variables invariantes SU(Nc)-gauge que utili-
zaremos para desarrollar la teoŕıa serán los mesones (invariantes gauge),
definidos como4

Mi ≡ (M)ĩ
i δĩi ≡

√

2 (φi)
(

φ̃ĩ
)

δĩi ∈ C (29)

que no tienen carga bajo el SU(Nc) pero que śı están cargados bajo el
UX(1) con carga

qX
(
(M2)i

)
= qX(φi) + q̃X(φ̃ĩ) δĩi (30)

4.2. Potencial de Kähler del modelo

Para obtener el potencial de Kähler de la teoŕıa tendremos, a nivel árbol,
tres aportaciones:

Kähler modulus + axión-dilatón + moduli de estructura compleja [16]

K = −3Log
(
T + T †)− Log

(
S + S†)− Log

(∫

Mint

Ω ∧ Ω̄

)

(31)

Modulus no geométrico: Canónico

K = χχ† (32)

Campos de materia: Canónico

K =

Nf∑

i=1

(
φi
)†

(φi) +

Nf∑

ĩ=1

(

φ̃ĩ
)† (

φ̃ĩ

)

(33)

Una vez estabilizados el axión-dilatón y los moduli de estructura com-
pleja a una escala mayor mediante flujos, el Kähler modulus, el modulus no
geométrico y los campos de materia se regirán por

4En la siguiente sección veremos por qué los definimos aśı.
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K = −3Log
(
T + T †)+

Nf∑

i=1

(
φi
)†

(φi) +

Nf∑

ĩ=1

(

φ̃ĩ
)† (

φ̃ĩ

)

+ χχ† (34)

habiéndose generado una contribución constante W0 al superpotencial de
la teoŕıa.

Este contenido de campos es el que trataremos de estabilizar de tal manera
que durante el proceso de estabilización generemos un régimen inflacionario
acorde con los resultados experimentales observados.
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5. Superpotencial W del modelo

El superpotencial W del modelo que estamos construyendo recibe, según
todo lo expuesto hasta el momento, tres aportaciones:

Flujos activos de las 3-formas F3 y H3

Nos basaremos en la compactificación de Giddings-Kachru-Polchinski
(GKP) [15]. En ella se establece una jerarqúıa grande entre la esca-
la de estabilización de los moduli de estructura compleja sα más el
axión-dilatón S y la escala de estabilización del Kähler modulus T . Su
propuesta consiste en escoger flujos (cuantizados) de la 3-forma (RR)
H3 y de la 3-forma (NS-NS) F3 en 3-ciclos de la variedad interna [23],

1

4π2α′

∫

A

F3 = M ;
1

4π2α′

∫

B

H3 = −N (35)

donde M y N son enteros arbitrarios y A y B son 3-ciclos de la varie-
dad interna de Calabi-Yau. Utilizando la dualidad entre cohomoloǵıa y
homoloǵıa, tendremos b3 = 2 h(2,1) + 2 elementos independientes en la
base de 3-ciclos.

Por simplicidad elegiremos la base de homoloǵıa simpléctica
{

Aα̂ , Bβ̂

}

,

donde α̂, β̂ = 0, 1, . . . , h(2,1), con los elementos de cohomoloǵıa dual
{

aα̂, b
β̂
}

tal que

∫

Aα̂

aβ̂ = δα̂
β̂

;

∫

B
β̂

bα̂ = −δα̂
β̂

;

∫

Mint

aα̂ ∧ bβ̂ = δ
β̂
α̂ (36)

Una vez fijada la base de homoloǵıa, definiremos los periodos y la matriz
de peŕıodos de la (3,0)-forma Ω, único elemento (h(3,0) = 1) de una base
de (3,0)-formas del Calabi-Yau

Z α̂ =

∫

Aα̂

Ω ; Fβ̂ =

∫

B
β̂

Ω ; Fα̂β̂ =
∂Fα̂

∂Z β̂
(37)

y el vector de peŕıodos Π = (Fβ̂,Z α̂) donde α̂, β̂ = 0, 1, . . . , h(2,1).

Como consecuencia, podemos expandir Ω en su base de cohomoloǵıa

Ω(s) = Z α̂(s)aα̂ − F α̂(s)bα̂ (38)
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donde los coeficiente de la expansión son los peŕıodos y éstos sólo depen-
den holomórficamente de los moduli de estructura compleja sα que pa-
rametrizan las deformaciones puras de la métrica (ver apéndice (B.3))
normalizadas como

δKāb̄ =
1

||Ω||2 s
α wα

cdā Ωcd
b̄ (39)

siendo wα
(2,1) una base deH(2,1) con h(2,1) elementos y ||Ω||2 ≡ 1

3!
ΩabcΩ̄

abc.

Además, Fβ̂ = ∂F
∂Z β̂

, donde F recibe el nombre de prepotencial holomor-
fo. Este caso se conoce como geometŕıa especial de Kähler. En términos
del vector de peŕıodos calculado a partir del prepotencial, podemos re-
escribir el potencial de Kähler para los moduli de estructura compleja
en eq.(31) como

Ke. c. = −Log
(∫

Mint

Ω ∧ Ω̄

)

= −Log
(
−Π†(s̄) Σ Π(s)

)
=

= −Log
(
Z α̂(s)F̄α̂(s) − Z̄ α̂(s)Fα̂(s)

)
(40)

donde Σ es la matriz simpléctica (b3 × b3)

Σ =

(
0 −I

I 0

)

(41)

Podemos escoger un sistema de coordenadas llamado sistema especial
de coordenadas, donde Z α̂(s) = (1, sα). En este sistema de coordena-
das el espacio de los moduli de estructura compleja sα está codificado
totalmente en el prepotencial F(s).

Si expandimos las 3-formas F3 y H3 en los b3 = 2 h(2,1) + 2 elementos
de su base de cohomoloǵıa

F3 = −4π2α′
(

fα̂ a
α̂ + fα̂+(h(2,1)+1) bα̂

)

(42)

H3 = −4π2α′
(

hα̂ a
α̂ + hα̂+(h(2,1)+1) bα̂

)

(43)
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estos flujos generan un superpotencial en la acción de la teoŕıa efectiva
SUGRA para los moduli de estructura compleja sα que tiene la forma
que dedujeron Gukov-Vafa-Witten (GVW) [14]

W0 =

∫

Mint

G3 ∧ Ω = 4π2α′(f − S h) Π(s) (44)

donde G3 = F3 − iSH3 es una combinación de las 3-formas F3 y H3 y
del campo escalar (quiral) del axión-dilatón S = eσ+ia de la teoŕıa IIB.

Este superpotencial estabiliza la estructura compleja y el axión dilatón
y supone una aportación constante W0 al superpotencial W del modelo
que desarrollaremos. En nuestro trabajo, tendremos pues los moduli de
estructura compleja y el axión-dilatón estabilizados a una escala mayor
quedando como remanente en nuestro modelo la contribución constante
W0.

Efectos no perturbativos generados dinámicamente. Fase de confina-
miento en el I.R de SU(Nc)

Wnp = (Nc −Nf)




Λ3Nc−Nf

∏Nf

i,j̃=1
φi φ̃j̃ δi

j̃





1
Nc−Nf

; Nf < Nc (45)

Como φ vive en la representación fundamental de SUL(Nf) de flavour
y en la representación fundamental de SU(Nc) de color es un objeto
de dos ı́ndices cada uno en un espacio distinto. En general Nf 6= Nc,
por lo que es una matriz rectangular. Lo mismo ocurre con φ̃, que vive
en la representacioón antifundamental de SUR(Nf ) de flavour y en la
representación antifundamental de SU(Nc) de color.

Para una teoŕıa gauge SU(Nc) supersimétrica en ausencia de términos
de masa en el superpotencial, podemos encontrar una base de los ob-

jetos

{

(φ)ai ,
(

φ̃
)āĩ
}

en la que hay una correspondencia 1 a 1 entre

flavours y colores [35].

Para el caso Nf < Nc tenemos un espacio clásico de configuraciones de
vaćıo que cumple
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(φ)ia =
(

φ̃
)ĩā

=







a1

a2

.

aNf







(46)

con ai ∈ C arbitrario y siendo nulas el resto de las entradas de
la matriz rectangular.

Estos valores de a′s nos parametrizan el background de condensados
(mesones) que tenemos en la teoŕıa. Entonces, una parametrización
de los campos escalares correspondientes a la materia viene dada en
términos de la matriz cuadrada (Nf ×Nf ) y diagonal

M2 ≡ 2







a2
1

a2
2

.

a2
Nf







(47)

Podemos evaluar el valor del denominador en eq.(45)

det
(
M2
)

= 2Nf

Nf∏

i=1

a2
i = 2Nf

Nf∏

i,j̃=1

φi φ̃
j̃ δi

j̃
∈ C (48)

siendo
ai = 〈φi〉 =

〈

φ̃ĩ
〉

(49)

Entonces, podemos reescribir eq.(45) como

Wnp = (Nc −Nf )

(
2Nf Λ3Nc−Nf

det (M2)

) 1
Nc−Nf

(50)

La escala Λ es la escala generada dinámicamente para la nueva f́ısica a
alta enerǵıa en la que tenemos todas las simetŕıas globales y la teoŕıa
gauge SU(Nc) con Nf flavours. Esto es antes de romperse a la teoŕıa
gauge SU(Nc − Nf) que queda a baja enerǵıa cuando todos los a′s
toman valores muy grandes.
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Esta escala de alta enerǵıa Λ, en la teoŕıa de cuerdas IIB está relacio-
nada con el Kähler modulus T y la constante kNc que aparece en la
function cinética gauge del grupo gauge SU(Nc) [18],[35]

Λ = e
− 4 π kNc

T

3Nc−Nf (51)

y se relaciona con la escala de baja enerǵıa, en la que el grupo gauge
se ha roto a SU(Nc −Nf ) mediante:

Λ
3(Nc−Nf )
low =

2Nf Λ3Nc−Nf

det (M2)
(52)

Por último, como los mesones están cargados bajo el UX(1), el modulus
T ha de transformarse si queremos que W sea invariante. Es importante
destacar que este superpotencial generado dinámicamente sólo tiene
lugar si Nf < Nc.

Sector mı́nimo de inflación

Wsing = λ2χ
2 + λ4χ

4 + λ6χ
6 + · · · (53)

Ésta es la última aportación al superpotencial W de la teoŕıa. La en-
tendemos como una modelización sencilla5 de la autointeracción de un
modulus no geométrico. Este modulus no geométrico lo asumiremos sin-
glete gauge tanto del SU(Nc) como del UX(1). La autointeracción la
modelizamos como un polinomio hasta orden sexto en potencias pares
y con coeficientes reales. Lo único que imponemos pues es una simetŕıa
Z2 para asegurarnos que el potencial escalar de la teoŕıa tenga un punto
cŕıtico en |χ| = 0 tras haber congelado su fase. Éste será el campo que
nos hará la función de inflatón en nuestro modelo, como luego veremos.
Su acoplo con el resto de los campos de la teoŕıa es gravitacional eq.(19)

Entonces, el superpotencial del modelo se compone de tres partes

W = W0 +Wnp +Wsing (54)

5Consideraremos Wsing como una aproximación polinómica en la que despreciamos los

monomios λ2k χ2k de orden k ≥ 4 asumiendo 〈χ〉
Mpl

< 1
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• Degeneración en el número de flavour.

Si nos quedamos con el subconjunto de modelos en los que las familias
están degeneradas podemos simplificar de forma notable las expresiones para
el Kähler y el superpotencial

〈φi〉 = 〈φj〉 = a =
〈

φ̃ĩ
〉

=
〈

φ̃j̃
〉

∈ C (55)

det
(
M2
)

= 2Nf a2Nf ∈ C (56)

simplificándose eq.(34) a

K = −3Log
(
T + T †)+ 2Nfa

†a+ χχ† (57)

Entonces vemos que, para el caso de los Nf flavours degenerados, toda la
parametrización de la materia que forma condensados se reduce al parámetro
a ∈ C.

Si lo reescalamos de la forma a = m√
2

=⇒ det (M2) = m2Nf , con m ∈ C,

K = −3Log
(
T + T †)+Nfm

†m+ χχ† (58)

Wnp = (Nc−Nf )

(
2Nf Λ3Nc−Nf

m2Nf

) 1
Nc−Nf

= (Nc−Nf )

(
2Nf

m2Nf

) 1
Nc−Nf

e
− 4 π kNc

T

Nc−Nf

(59)
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6. Compensación de anomaĺıas: Mecanismo

de Green-Schwarz

Si el Kähler modulus T está cargado bajo el UX(1) y por lo tanto se
transforma no trivialmente, qX(T ) ≡ δGS

2
, aparecerán términos del tipo

FI dependientes de T . La transformación correspondiente del Lagrangiano
de la teoŕıa tiene que ser compensada por la transformación que viene de la
anomaĺıa tipo SU(Nc)×SU(Nc)×UX(1) y la de tipo UX(1)×UX(1)×UX(1).

Para que ocurra esto es necesario que, en el caso de h(1,1) = 1 (un único
Kähler modulus):

SU(Nc) × SU(Nc) × UX(1):

kNcδGS = −1

π

∑

r

I(r) qX(r) (60)

donde r denota un estado que se transforme bajo SU(Nc), I(r) denota
el ı́ndice de la representación en la que se tranforma ese estado r y qx(r)
denota la carga bajo el UX(1) del mismo estado r.

UX(1) × UX(1) × UX(1) : Tiene un fator 1
3

extra.

kXδGS = − 1

3π

∑

q3
X (61)

donde la suma se entiende a todos los estados cargados bajo el UX(1).
Esto es, cada entrada de un multiplete de SU(Nc) es un estado de
UX(1). kX es la constante que aparece en la función cinética gauge del
grupo UX(1)

Para nuestro modelo en concreto:

SU(Nc) × SU(Nc) × UX(1):

La materia
{

φ, φ̃
}

se transforma en la fundamental/antifundamental

de SU(Nc) por lo tanto I(r) = 1
2
.

δGS = − 1

2 kNcπ





Nf∑

i=1

qX(φi) +

Nf∑

ĩ=1

q̃X(φ̃ĩ)



 = (62)

= − 1

2 kNcπ

Nf∑

i=1

qX(φi) + q̃X(φ̃ĩ) δĩi = − 1

2 kNcπ

Nf∑

i=1

qX
(
(M2)i

)
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donde r denota un estado que se transforme bajo SU(Nc), I(r) denota
el ı́ndice de la representación en la que se tranforma ese estado r y qx(r)
denota la carga bajo el UX(1) del mismo estado r.

UX(1) × UX(1) × UX(1) :

δGS = − 1

3 kXπ
Nc





Nf∑

i=1

(qX(φi))
3 +

Nf∑

ĩ=1

(

q̃X(φ̃ĩ)
)3



 =

= − 1

3 kXπ
Nc

Nf∑

i=1

[

(qX(φi))
3 +

(

q̃X(φ̃ĩ)
)3

δĩi

]

(63)

Una vez más, si nos reducimos al caso más sencillo de Nf flavours dege-
nerados, las expresiones se simplifican bastante:

qX(φi) = qX(φj) ≡ q

(64)

q̃X(φ̃ĩ) = q̃X(φ̃j̃) ≡ q̃

qX
(
(M2)i

)
= qX

(
(M2)j

)
= q + q̃ (65)

resultando

− Nf

2 kNcπ
(q + q̃) = δGS = −NfNc

3 kXπ
(q3 + q̃3) (66)

entonces podemos reducir el número de parámetros

{kX , kNc , q, q̃, δGS} =⇒ {kNc , q, q̃}
haciendo

δGS = − Nf

2 kNcπ
(q + q̃) (67)

kX =
2

3
Nc

(
q3 + q̃3

q + q̃

)

kNc (68)

Podemos ver que W es invariante UX(1) si se cumplen eq.(67) y eq.(68).
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7. Métrica de Kähler Kij del modelo

Para el caso de Nf flavours degenerados6, eq.(58) queda de forma

K = −3Log(T + T̄ ) +Nf mm̄+ χχ̄ (69)

que nos genera una métrica de Kähler, real y diagonal

(K)ab̄ =





3
(T+T̄ )2

0 0

0 Nf 0
0 0 1



 = (K)āb (70)

Entonces:

g =
3

(T + T̄ )2
dT ⊗ dT̄ +Nf dm⊗ dm̄+ dχ⊗ dχ̄+

+
3

(T + T̄ )2
dT̄ ⊗ dT +Nf dm̄⊗ dm+ dχ̄⊗ dχ (71)

Como la métrica es real, podemos escribirlo todo en función de las com-
ponentes real e imaginaria de los campos sin que se mezclen (reales con ima-
ginarias). Además, como la métrica original es diagonal, esto se mantendrá.

Llamaremos

T = TR + i TI ; m = mR + imI ; χ = χR + i χI (72)

En función de las componentes reales e imaginarias,

g = 2
3

4T 2
R

[dTR ⊗ dTR + dTI ⊗ dTI ] + 2Nf [dmR ⊗ dmR + dmI ⊗ dmI ] +

+ 2 [dχR ⊗ dχR + dχI ⊗ dχI ] (73)

Resultando entonces:

(K)ij =












3
2T 2

R

0 0 0 0 0

0 3
2T 2

R

0 0 0 0

0 0 2Nf 0 0 0
0 0 0 2Nf 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2












(74)

6Para ir acorde con la notación en el apéndice (A), vamos a identificar (para cualquier
campo complejo) Φ† ≡ Φ̄
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Podemos hacer un cambio real de las coordenadas reales (paso a polares
en m y en χ) sin que cambien los autovalores de ηi

j ni el valor de ǫ. El escalar
ǫ y la matriz η (ambos en el espacio de campos) se presentan en detalle en
el apéndice (C). Son cantidades medidas experimentalmente por WMAP y
suponen cotas experimentales a los modelos de inflación.

TR ≡ t ; TI ≡ τ ; mR = |m|cos(ϑ) ; mI = |m|sen(ϑ) ; χR = |χ|cos(Ω) ; χI = |χ|sen(Ω)

quedando eq.(71) en función de las nuevas coordenadas reales como

g =
3

2 t2
[dt⊗ dt+ dτ ⊗ dτ ] + 2Nf

[
d|m| ⊗ d|m| + |m|2dϑ⊗ dϑ

]
+

+ 2
[
d|χ| ⊗ d|χ| + |χ|2dΩ ⊗ dΩ

]
(75)

esto es,

(K ′)ij =











3
2t2

0 0 0 0 0
0 3

2t2
0 0 0 0

0 0 2Nf 0 0 0
0 0 0 2Nf |m|2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2|χ|2











(76)

A partir de eq.(75) podemos calcular los śımbolos de Christoffel indepen-
dientes que luego necesitaremos para obtener η

(77)

Γt
tt = −1

t
; Γt

ττ =
1

t
; Γτ

tτ = −1

t
; Γ

|m|
ϑϑ = −|m| ; Γϑ

|m|ϑ =
1

|m| ; Γ
|χ|
ΩΩ = −|χ| ; ΓΩ

|χ|Ω =
1

|χ|

Para un análisis más detallado sobre la extensión compleja de métricas
reales, ver apéndice (A).
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8. Potencial escalar del modelo: F/D-térmi-

nos

Vamos a calcular para nuestro modelo las dos aportaciones al potencial
escalar de la teoŕıa. Aqúı se presenta un resumen para el caso de un único
grupo gauge. El cálculo de VF y VD para el sector (T −m), generalizado a
n grupos gauge, se encuentra en los apéndices (E.1) y (E.2). VD no vaŕıa al
incluir el sector del singlete χ, pues no está cargado bajo el grupo gauge.

8.1. VF del modelo

Para computar el potencial escalar de la teoŕıa vamos a nombrar por
separado a cada una de las contribuciones que tenemos en el superpotencial
total para verlo como una suma de cinco cantidades complejas

W = W0 +Wnp(T,m) +Wλ2(χ) +Wλ4(χ) +Wλ6(χ) (78)

Veamos cada una de las contribuciones:

Flujos :
W0 = |W0|eiϕ0 = Cte (79)

Confinamiento en el I.R. :

Wnp(T,m) = |Wnp|eiϕnp (80)

donde

|Wnp| = (Nc−Nf )

(√
2

|m|

) 2Nf
Nc−Nf

e
− 4πkNc

Nc−Nf
t

; ϕnp = − 4πkNc

Nc −Nf

τ− 2Nf

Nc −Nf

ϑ

(81)

Autoacoplo cuadrático de χ :

Wλ2(χ) = |Wλ2 |ei 2Ω (82)

donde
|Wλ2| = λ2|χ|2 ; λ2 ∈ R (83)

Autoacoplo cuártico de χ :

Wλ4(χ) = |Wλ4 |ei 4Ω (84)

donde
|Wλ4| = λ4|χ|4 ; λ4 ∈ R (85)
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Autoacoplo sexto de χ :

Wλ6(χ) = |Wλ6 |ei 6Ω (86)

donde
|Wλ6| = λ6|χ|6 ; λ6 ∈ R (87)

Autoacoplo significa autoacoplo en el superpotencial W . Sin embargo, χ
se acoplará a los demás campos en V a través del Kähler.

Vamos a calcularnos ahora las cantidades que aparecen en eq.(19).

DTW =
∂W

∂T
+KTW

DmW =
∂W

∂m
+KmW (88)

DχW =
∂W

∂χ
+KχW

Utilizando eq.(58), eq.(59) y eq.(54) obtenemos:

DTW =

(−3

2t

)

W0 +

(−3

2t
− 4πkNc

Nc −Nf

)

Wnp +

(−3

2t

)

Wλ2 +

(−3

2t

)

Wλ4 +

(−3

2t

)

Wλ6

(89)

DmW =
1

m

[
(
Nf |m|2

)
W0 +

(

Nf |m|2 − 2Nf

Nc −Nf

)

Wnp +
(
Nf |m|2

)
Wλ2+

+
(
Nf |m|2

)
Wλ4 +

(
Nf |m|2

)
Wλ6

]
(90)

DχW =
1

χ

[(
|χ|2
)
W0 +

(
|χ|2
)
Wnp +

(
|χ|2 + 2

)
Wλ2 +

(
|χ|2 + 4

)
Wλ4 +

(
|χ|2 + 6

)
Wλ6

]

(91)

Como la métrica en eq.(76) es diagonal, tendremos que calcularnos el
módulo cuadrado de eq.(89), eq.(90) y eq.(91). Nos será útil definir la siguien-
te función cuyos argumentos constituyen 5 números complejos z = |zi|ei αi
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• |z1 + z2 + z3 + z4 + z5|2 ≡ mod2 [ |z1|, |z2|, |z3|, |z4|, |z5|, α1, α2, α3, α4, α5 ] =

= |z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2 + |z5|2 +

+ 2|z1||z2|cos(α1 − α2) + 2|z1||z3|cos(α1 − α3) + 2|z1||z4|cos(α1 − α4) +

+ 2|z1||z5|cos(α1 − α5) + 2|z2||z3|cos(α2 − α3) + 2|z2||z4|cos(α2 − α4) +

+ 2|z2||z5|cos(α2 − α5) + 2|z3||z4|cos(α3 − α4) + 2|z3||z5|cos(α3 − α5) +

+ 2|z4||z5|cos(α4 − α5) (92)

Entonces7 definiremos:

|FT |2 =
4 t2

3
mod2

[ (−3

2t

)

|W0| ,
(−3

2t
− 4πkNc

Nc −Nf

)

|Wnp| ,
(−3

2t

)

|Wλ2| ,
(−3

2t

)

|Wλ4 | ,

,

(−3

2t

)

|Wλ6 | , ϕ0 , ϕnp , 2Ω , 4Ω , 6Ω

]

(93)

|Fm|2 =
1

Nf
mod2



 (Nf |m|) |W0| ,



Nf |m| −
2Nf

Nc−Nf

|m|



 |Wnp| , (Nf |m|) |Wλ2 | , (Nf |m|) |Wλ4 | ,

, (Nf |m|) |Wλ6 | , ϕ0 − ϑ , ϕnp − ϑ , 2Ω − ϑ , 4Ω − ϑ , 6Ω − ϑ ] (94)

|Fχ|2 = mod2

[

(|χ|) |W0| , (|χ|) |Wnp| ,
(

|χ| + 2

|χ|

)

|Wλ2| ,
(

|χ| + 4

|χ|

)

|Wλ4 | ,

,

(

|χ| + 6

|χ|

)

|Wλ6 | , ϕ0 − Ω , ϕnp − Ω , 1Ω , 3Ω , 5Ω

]

(95)

|W |2 = mod2 [ |W0| , |Wnp| , |Wλ2 | , |Wλ4 | , |Wλ6| , ϕ0 , ϕnp , 2Ω , 4Ω , 6Ω ]

(96)

por lo que eq.(19) se puede escribir como

7

• mod2 [ |z1|, |z2|, |z3|, |z4|, |z5|, α1, α2, α3, α4, α5 ] =

= mod2 [ |z1|, |z2|, |z3|, |z4|, |z5|, α1 − β, α2 − β, α3 − β, α4 − β, α5 − β ]
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VF = eK
[
|FT |2 + |Fm|2 + |Fχ|2 − 3|W |2

]
(97)

Es interesante resaltar que el superpotencial W y el potencial escalar de la
teoŕıa V (construido a partir de él y del Kähler) tienen una dirección plana.
Esto ocurre por tres razones:

Trabajando en coordenadas reales, tenemos el siguiente conjunto de
coordenadas para la teoŕıa

{t, τ, |m|, ϑ, |χ|,Ω} (98)

podemos hacer una transformación sobre las coordenadas reales tal que

{t , |m| , |χ| , τ , ϑ , Ω} =⇒ {t , |m| , |χ| , Θ , ϕnp , Ω} (99)

mediante una matriz de GL(2, R) con determinante
√
b2 + c2

(
ϕnp

Θ

)

=

( −c −b
b√

b2+c2
−c√
b2+c2

)(
τ

ϑ

)

(100)

donde

b =
2Nf

Nc −Nf
; c =

4πkNc

Nc−Nf
(101)

El superpotencial W sólo ve la dirección ϕnp. Entonces, la combinación
ortogonal a ϕnp, que denotaremos por Θ, es una dirección plana del
superpotencial W . Pero una dirección plana en el superpotencial W
no implica que también lo sea en V , pues se puede filtrar a través del
Kähler y sus derivadas o a través de los D-términos si la teoŕıa es gauge.

El Kähler sólo depende de t (la componente real de T ) y de los módulos
|m| y |χ|, por lo que la dirección Θ no se filtrará a través del Kähler ni
de sus derivadas en el potencial escalar V .

Como veremos en la siguiente sección, la contribución VD al potencial
escalar V sólo depende de |m| y de t, por lo que Θ tampoco aparece en
VD.

Entonces, la dirección Θ es realmente una dirección plana del sistema. No
influirá para nada en la dinámica de las otras variables al resolver sus e.o.m’s
ni en ninguna otra cantidad.
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8.2. VD del modelo

Como expusimos al principio, los campos T y χ son singletes bajo el
SU(Nc). También supondremos todos los Nf flavours degenerados. Además,
como el grupo SU(Nc) gauge está en la fase confinante (I.R), vimos que

〈φ〉 =
〈

φ̃
〉

= a ∈ C, lo que hace que, al transformarse en las representaciones

fundamental y antifundamental (respectivamente), no se generen D-términos
para el SU(Nc).

Todo queda pues a calcular los D-términos que genere el UX(1) anómalo
de la teoŕıa, bajo el cual, todos los campos (salvo el χ) están cargados.

Escribamos la transformación de los campos bajo el UX(1) como

ηX
φ = iqφ (102)

ηX
φ̃

= iq̃φ̃ (103)

ηX
T = i

δGS

2
(104)

Los D-términos que tenemos son

DX
φ = −iKφη

X
φ = Nfq|φ|2 (105)

DX
φ̃

= −iKφ̃η
X
φ̃

= Nf q̃|φ̃|2 (106)

DX
T = −iKT η

X
T =

(
1

2

)(−3δGS

2t

)

(107)

Utilizando

fG
X =

kX

2π
T (108)

y sustituyendo (105),(106) y (107) en eq.(20), obtenemos

VD =
1

2

1

Re {fX}D
2 =

1

2

(
2π

kXt

)[

Nfq|φ|2 +Nf q̃|φ̃|2 −
(

1

2

)(
3δGS

2t

)]2

(109)

y como 〈φ〉 =
〈

φ̃
〉

= a ∈ C

VD =
π

kXt

[

Nf(q + q̃)|a|2 −
(

1

2

)(
3δGS

2t

)]2

(110)
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Haciendo de nuevo el reescale que hicimos a = m√
2

obtenemos la expre-
sión definitiva de los D-términos como expresión de los mismos campos que
teńıamos en los F-términos

VD =
π

4kXt

[

Nf (q + q̃)|m|2 −
(

3δGS

2t

)]2

(111)

Si utilizamos eq.(67) y eq.(68), resultado de la cancelación de anomaĺıas,
obtenemos

VD =
3πN2

f

8 kNc Nc t

(q + q̃)3

q3 + q̃3

[

|m|2 +
3

4π kNc t

]

(112)
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9. Vaćıos de Sitter en el sector (T −m)

Vamos a centrarnos en la posibilidad de usar los D-términos asociados
al UX(1) anómalo para hacer el uplifting de los vaćıos AdS (constante cos-
mológica negativa) a vaćıos dS o Minkowski (constante cosmológica positiva
o nula).

9.1. Modelo KKLT

En el modelo KKLT [16], Kachru et all. idearon un método para cons-
truir vaćıos dS a través de una combinación de D-branas, flujos y efectos no
perturbativos. Lo hicieron en el contexto de la teoŕıa de cuerdas IIB , estabi-
lizando los moduli de estructura compleja y el axión-dilatón mediante flujos
de la manera que hemos expuesto en la sección (5). Dedujeron una acción
efectiva 4-dimensional para el Kähler modulus restante a partir de

K = −3Log
(
T + T †) (113)

W = Wflujos +Wnp = W0 + Ae−aT (114)

donde W0 es el parámetro efectivo resultado de haber integrado los mo-
duli de estructura compleja y a, A son constantes.

El potencial escalar V = VF que se calcula a partir de eq.(19) posee un
mı́nimo AdS que preserva SUSY. Para subirlo a dS, inclúıan anti D3-branas,
generando una nueva contribución al potencial escalar

V = VF +
k

t2
, siendo T = t+ iτ (115)

Para un valor adecuado del parámetro k, Kachru et all. encontraban
vaćıos dS. El problema es que el nuevo término k

t2
rompe expĺıcitamente

SUSY haciendo la teoŕıa menos manejable.

9.2. Modelo BKQ

En [17], Burgess et al. hicieron una variación del modelo KKLT. Evitaban
el problema de hacer el uplifting con anti D3-branas activando flujos para los
campos gauge viviendo en D7-branas. Estos flujos generaŕıan un término de
FI para el UX(1) anómalo en la acción 4-dimensional de la forma
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VD =
π

t

(

E

t
+
∑

i

qi|ϕi|2
)2

(116)

donde E es una constante que aparece como resultado de los flujos para
los campos gauge viviendo en las D7-branas, ϕi son las componentes escala-
res de los supercampos quirales8 y qi son las cargas de éstos bajo el UX(1).

Por último, asumı́an que 〈ϕi〉 = 0 basándose en dos argumentos diferen-
tes:

Si las cargas son tales que el D-término no se cancela, el razonable
asumir que los campos ϕ se coloquen en el origen para minimizar el
potencial.

Si W no depende de los campos ϕ′s, las contribuciones a VF serán
cuadráticas |DiW |2 ∼ |W ϕ∗

i |2 tendiendo a situar los campos en el
origen.

Entonces

VD ∼ πE2

t3
(117)

que tiene una forma similar al término de uplifting propuesto por KKLT.
Para un valor adecuado de E, el mı́nimo original de KKLT pasaba de AdS a
dS.

Este resultado fue criticado por Choi et al [20]. Su argumento se basa en
la relación existente en SUGRA N=1 d=4 entre F-términos y D-términos.
Utilizando eq.(21), los D-términos han de anularse en vaćıos que mantengan
SUSY, como es el caso original de KKLT, por lo que el uplifting mediante
D-términos no puede ocurrir en el modelo BKQ.

9.3. Modelo ACCD

Finalmente, en [18], Achúcarro et al. reformularon el uplifting mediante
D-términos pero de una manera consitente. La idea es utilizar los trabajos
de Intriligator y Seiberg [35],[33] sobre las fases en teoŕıas gauge e identificar
Wnp en eq.(114) con eq.(59)

8Tomaban un Kähler canónico para los ϕ′s
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Wnp = Ae−aT = (Nc −Nf)

(
2Nf

m2Nf

) 1
Nc−Nf

e
− 4 π kNc

T

Nc−Nf (118)

Entonces

A→ A(m) = (Nc −Nf)

(
2Nf

m2Nf

) 1
Nc−Nf

(119)

a =
4 π kNc

Nc −Nf
(120)

donde m es el mesón (condensado de squarks).

De esta manera todo es consistente y SUSY se rompe tanto por F-térmi-
nos como por D-términos produciéndose el uplifting de AdS a dS de la misma
manera que en el caso anterior, pero con 〈m〉 6= 0

El papel de W0 es fundamental, pues determina la existencia o no de
mı́nimo9 aśı como el uplifting a dS o Minkowski. Valores pequeños de W0 re-
sultan en valores pequeños de VF lo cual implica que VD domina y el mı́nimo
desaparece. Valores grandes de W0 resultan en valores grandes de VF y VD

no es suficiente para subir el mı́nimo a dS o Minkowski.

El potencial escalar en el modelo ACCD10 resulta

VF = A(t, |m|) +B(t, |m|) + C(t, |m|) cos(ϕnp) (121)

donde las funciones A(t, |m|), B(t, |m|) y C(t, |m|) se han calculado11 en
apéndice (E.1) y son las ecuaciones (E.44),(E.45) y (E.46) respectivamente.

VF tiene un extremo para

9En supergravedad, añadir una constante W0 al superpotencial vaŕıa VF , pues W0 se
filtra en términos de dim > 4 que desaparecen al tomar el ĺımite SUGRA→SUSY como
vimos en eq.(15)

10Hemos elegido W0 = |W0|, que no es más que alinear W0 en la dirección real. También
podemos verlo como que alineamos Wnp y −W0, para que en VF sólo aparezaca ϕnp en el
argumento del coseno.

11En el apéndice (E), la notación es ligeramente distinta para poder calcular sistemáti-
camente. |ϕi| y θi denotan el módulo del condensado y la fase no perturbativa asociados
al i − ésimo grupo gauge.
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ϕnp = nπ (122)

con n entero. Dependiendo de los signos de A y B, n par (impar) corres-
ponde a un mı́nimo (máximo) de VF o vice versa. Estos extremos también lo
serán de V = VF + VD debido a que VD no depende de ϕnp.

Como podemos ver en eq.(E.44) y eq.(E.45), A(t, |m|) > 0 siempre y, si se
cumple queNc > Nf ,B(t, |m|) > 0 también. Esto implica que si C(t, |m|) > 0
para una elección de los parámetros del modelo, cos(ϕnp) = −1.

La expresión para VD la hemos calculado de forma general en el apéndice
(E.2). Podemos también tomarla directamente12 de la eq.(112).

Uno puede integrar out ϕnp (eligiendo el coseno = -1) y trabajar con un
potencial de dos variables

V (t, |m|) = A(t, |m|) +B(t, |m|) − C(t, |m|) + VD(t, |m|) (123)

Para valores razonables de Nc podemos escoger los parámetros gauge
(cargas y constante gauge) de forma que

hay mı́nimos de VF que rompen SUSY y tienen enerǵıa de vaćıo negativa
(AdS )

VD no se anula y restulta suficiente para subir estos vaćıos de AdS a
dS.

Podemos ver que el vaćıo romperá SUSY obligatoriamente ya que las
condiciones DTW = DmW = 0 sólo se cumplirán simultáneamente en el
ĺımite de decompactificación, Re {T} → ∞.

1

KT
DTW − 1

Km
DmW = Wnp

(
T + T̄

3
a+

b

|m|2
)

, (124)

con (a, b) definidos en eq.(118) como Wnp ∝ m−be−aT . Como los paráme-
tros (a, b) son definidos positivos, esta ecuación no tiene solución compatible

12Aunque la eq.(112) la hemos deducido en el modelo ACCD extendido con el campo
χ, sigue siendo válida para el modelo ACCD original ya que χ es singlete bajo el UX(1)
anómalo.
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con DTW = DmW = 0 para valores f́ısicos (0 < Re {T} < ∞) del modulus
T .

Una colección de ejemplos para la elección de los parámetros

{Nc , Nf , kNc , q , q̃}
puede encontrarse en [18].

De aqúı en adelante nos quedaremos con la elección

Nc = 20 , Nf = 1 , kNc =
1

2
, q = 1 , q̃ =

1

10
(125)

para la que C(t, |m|) > 0. Entonces

ϕnp = (2n+ 1) π (126)

con n = 0,±1,±2, . . .
Tendremos una colección infinita de vaćıos degenerados para distintos va-

lores de n.

Para la elección (125) de parámetros resulta
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Figura 2: Contornos y superficie de V (t, |m|) para |W0| = 0,42
.

vemos que el sistema posee un mı́nimo Minkowski y un punto de silla

tmin = 18,641 ; |m|min = 0,036 ; Vmin = 0 (127)
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tsad = 25,048 ; |m|sad = 0,010 ; Vsad = 1,5 × 10−6 (128)

Vemos que la estabilización con vaćıo Minkowski se puede llevar a cabo
de forma consistente en el modelo ACCD.

Para ver mejor el papel de los flujos a la hora de determinar la forma de
V (t, |m|min)
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-6

2×10
-6

3×10
-6

4×10
-6

5×10
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V
(t
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W =0.42

0
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Figura 3: Potencial escalar en función de t para |m| integrado out.

Resulta entonces que el papel de los flujos que activemos en las dimen-
siones extras es fundamental para la existencia y la altura del mı́nimo.
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10. Inflación en el modelo ACCD: candidatos

a inflatón y problemas

En [27], hemos analizado las posibilidades de generar inflación dentro del
modelo ACCD.

Inflación es un peŕıodo cosmológico en el que el Universo experimenta
una expansión superlumı́nica. El factor de escala a(t) evoluciona de forma
exponencial con el tiempo

a(t) ≃ eH t (129)

siendo el elemento de ĺınea ds2 de la forma FRW

ds2 = dt2 − a(t)2 dxi dx
i. (130)

H se denomina parámetro de Hubble. Durante el peŕıodo inflacionario,
el potencial V ≃ V0 se mantiene cuasi constante. La enerǵıa cinética del
sistema es despreciable frente a V0 (debido a la planitud del potencial) y el
Universo entra en un peŕıodo en el que domina la enerǵıa de vaćıo V0.

H2 =

(
ȧ

a

)2

≃ V0

3
⇒ a(t) ≃ e

√
V0√
3

t
(131)

A menudo, conseguir un potencial V lo suficientemente plano para el
inflatón (campo(s) responsable(s) de la inflación), conlleva un ajuste fino de
los parámetros del modelo.

10.1. El problema η en supergravedad y condiciones

iniciales

En teoŕıas supersimétricas, el inflatón φ, es generalmente una componente
(real) de algún campo escalar complejo, Φ. Para tener inflación es necesario
que los parámetros de slow-roll definidos (en unidades de Planck) como13

ǫ ≡ 1

2

[
V ′

V

]2

, η ≡ V ′′

V
, (132)

13En el caso de inflación con varios campos, el parámetro η se generaliza al autovalor
más negativo de la matriz ηi

j . Para ver en detalle la generalización de los parámetros de
slow-roll para inflación con varios campos, consultar el apéndice (C).
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(las primas denotan diferenciación con respecto a φ) deben ser ≪ 1. Por
otro lado, es bien conocido [28] que, generalmente, las teoŕıas de supergrave-
dad presentan el llamado problema η, el cual se refiere al hecho de que η es
de orden uno de forma natural debido a la presencia del factor eK en eq.(19).

Cojamos, por ejemplo, el potencial de Kähler más sencillo (canónico),
K = |Φ|2. Si escribimos eq.(19) como

V = eK Ṽ , (133)

y expandimos la exponencial a primer orden, vemos que

V ∼ (1 + |Φ|2 + . . .) Ṽ . (134)

En otras palabras, Φ, y por consiguiente φ, adquiere un término de masa
de orden Ṽ (en unidades de Planck) y la correspondiente contribución a η en
(132) es de orden uno, lo cual no favorece en absoluto slow roll.

Se han propuesto algunos mecanismos para evitar o suavizar el problema
η. Si φ no aparece en el potencial de Kähler, no cogerá un término de masa
proviniente de la expansión de eK . Sin embargo, esto no es ni suficiente ni
necesario para evitar el problema η, ya que también hay que tener en cuenta
la posible dependencia de Ṽ con Φ en eq.(133). Esquemáticamente,

V ∼ (1 + |Φ|2 + . . .)
[

Ṽ
]

Φ=0
+ eK

[

∂2Ṽ

∂Φ∂Φ̄

]

Φ=0

|Φ|2 + · · · . (135)

Entonces, lo que debe ocurrir es que los varios términos de masa |Φ|2 que
aparecen en eq.(135) se cancelen entre ellos.

Además del problema η, está el problema de tener que elegir unas condi-
ciones iniciales para el campo del inflatón. Seŕıa preferible no tener que situar
el inflatón en ningún punto de partida en concreto para tener suficiente infla-
ción. Esto es un problema t́ıpico de naturalidad. Una posibilidad atractiva a
este respecto es tener inflación topológica [4, 5, 6], la cual ocurre en modelos
en los que el potencial para el inflatón tiene un punto de silla entre diferen-
tes vaćıos (mı́nimos) degenerados. Esto da lugar a que se formen defectos
topológicos (domain walls si los vaćıos tienen simetŕıa ZN) y, en presencia de
un Universo en expansión, el falso vaćıo dentro del defecto sirve como sitio
para que inflación ocurra. En [36] presentan y justifican el resultado de que
la expansión topológica tiene lugar siempre que se cumplan las condiciones
de slow-roll en el interior del defecto.
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10.2. Candidatos a inflatón en modelos ACCD

A la hora de buscar candidatos a inflatón en ACCD, vamos a analizar
cada uno de los sectores que aparecen en el modelo. Por un lado veremos el
sector del modulus t y la materia |m| y por otro lado veremos el de la fase
ϕnp.

Inflación en el sector (t− |m|)
Dentro del modelo ACCD tendremos varios candidatos a ser el campo
del inflatón. En primer lugar podemos pensar en el modulus t o en |m|.
Como hemos expuesto, tanto t como |m| presentan un claro ploblema
η debido a que aparecen en el potencial de Kähler. Entonces, podemos
concluir que no se cumplirán las condiciones de slow-roll si buscamos
inflación topológica en el punto de silla (128).

Inflación en la dirección de ϕnp

Aparentemente, la idea de utilizar ϕnp como inflatón parece más viable.
Esto se debe a que la parte proporcional a τ en eq.(100) no aparece en
el potencial de Kähler (58). Aún aśı, hemos de tener cuidado porque
śı que aparece en el potencial Ṽ .

Si suponemos Wnp = Ae−aT , entonces τ aparece en Ṽ a través de
cos(−aτ). En esto se basaron en [25] y [26] para hacer su modelo ra-
cetrack de inflación basada en τ . Part́ıan del modelo KKLT, pero con
dos exponenciales

W = W0 + Ae−a T +Be−b T (136)

y haćıan el uplifting mediante V = VF + δV con

δV =
E

tα
(137)

siendo α = 2 para KKLT y α = 3 para BKQ.

El hecho de tener dos exponeneciales les permit́ıa, ajustando los paráme-
tros A, a, B, b, E y W0, generar puntos de silla entre mı́nimos dege-
nerados. Además, el hecho de que los parámetros fuesen continuos, les
permit́ıa evitar el problema η ya que pod́ıan deformar de forma conti-
nua el punto de silla a mı́nimo, pasando por curvatura nula (η = 0)
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En el caso ACCD, al incorporar materia como origen de Wnp, los
parámetros son discretos y vienen fijados por la elección de q, q̃, Nc, Nf

y kNc . Aún incluyendo dos condensados, no podremos ajustar de forma
continua los parámetros del modelo para tener inflación viable y evitar
el problema η. Además, como ocurre en ACCD, vemos que a medida
que vaŕıa ϕnp en el intervalo [0, π] perdemos la estructura de mı́nimo y
saddle en el plano (t, |m|). En otras palabras, tenemos un runaway en
estas direcciones.
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Figura 4: Secciones en el plano (t, |m|) del potencial V (t, |m|, ϕnp) para ϕnp ∈
[0, π]
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11. Nuestro modelo: ACCD extendido. Infla-

ción en el sector χ

Ahora vamos a analizar numéricamente el modelo que hemos presentado
en las secciones 4,5,6,7 y 8 par la elección de los parámetros (125). Es una
extensión del modelo ACCD cuyo vaćıo tiene constante cosmológica nula y
cuya dinámica de campos se acomoda a un peŕıodo de inflación además de
generar una cantidad de inflación y unos valores para el número de e-folds
y el espectro de potencias acorde con las medidas más recientes llevadas a
cabo por WMAP3. Consiste en extender el modelo ACCD con un sector
singlete que aparecerá de forma canónica en el Kähler eq.(58) y con una
autointeracción en el superpotencial eq.(53). Nos quedaremos hasta orden 6

despreciando los siguientes órdenes asumiendo 〈χ〉
Mpl

< 1

Introducir este singlete χ viene motivado por el hecho de que, śımplemente
su presencia en el Kähler, genera una dirección de cáıda. Debido a la simetŕıa
Z2, cualquier extremo en el sector modulus-condensado se mantendrá en el
modelo extendido para χ = 0. La estabilidad de estos extremos dependerá del
parámetro λ2. En particular, para un λ2 suficientemente pequeño, estos ex-
tremos serán puntos de silla de la teoŕıa extendida. Fijando λ2 = 0 podemos
ver, utilizando eq.(19),

∆V =
[
VF + eK |W |2

]

χ=0
|χ|2 + O(|χ|4) . (138)

El valor de VF para χ = 0 es el mismo que en el vaćıo original dS o Min-
kowski, de ah́ı, como explicamos en la sección (9), VF < 0. Como ocurre en
este tipo de escenarios VF domina sobre el segundo término dentro del cor-
chete en eq.(138), dando lugar a una inestabilidad en la dirección del singlete.
La pendiente en esta inestabilidad se ve reducida una vez que activamos el
término de masa (λ2 6= 0) in eq.(53).

11.1. Potencial escalar y ajuste fino

Además de fijar los parámetros de ACCD original, eq.(125), para tener
completamente definido el potencial14 escalar V de la teoŕıa extendida, hemos
de fijar los cuatro parámetros siguientes

{|W0| , λ2 , λ4 , λ6} (139)

Lo haremos siguiendo el siguiente criterio:

14De nuevo elegimos W0 = |W0| o, equivalentemente, alinearemos Wnp y −W0
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(|W0| , λ2) =⇒ Determinan el potencial V en la vecindad de |χ| = 0.
Los fijaremos imponiendo que exista un saddle point en |χ| = 0 para
una altura inicial del potencial Vsad. Esta altura inicial Vsad es también
libre de ser fijada como queramos. Nos interesa que en este punto inicial
el valor del parámetro η esté bajo control y se ajuste al experimental
que hemos de medir 60 e-folds antes del final de inflación (pues el valor
no cambia mucho hasta el final de la cáıda al mı́nimo). Además, Vsad ha
de ser tal que que se reproduzca la escala de P (k) ∼ 10−10 observado.

Podemos conseguir esto con la siguiente elección para los parámetros15

Vsad = 10−16 , |W0| = 0,420 , λ2 = −0,215 (140)

(λ4 , λ6) =⇒ Van tomando importancia en el potencial V a media que
nos alejamos del punto cŕıtico |χ| = 0 ya que acompañan a potencias
de orden mayor en |χ|. No importan a la hora de fijar el punto de silla
donde empieza el movimiento, pero juegan un papel crucial a la hora
de fijar la existencia, posición, altura y curvatura del mı́nimo en el que
acabará.

La condición de constante cosmológica nula Vmin = 0 aśı como un valor
correcto del P (k) 60 e-folds antes del final de inflación, nos fija el valor
de estos parámetros a

λ4 = 0,055 , λ6 = −0,009 (141)

Para estos valores de los parámetros, el potencial V del modelo presenta
un punto de silla (con un único autovalor negativo en la dirección de |χ|) y
un mı́nimo conectados de forma monótona16:

Saddle

t = 18,641 , |m| = 35,510 × 10−3 , |χ| = 0 , ϕnp = π , Ω = 0 (142)

Mı́nimo

15El potencial resultante is de orden O(10−16), lo que involucra masas de orden O(10−4).
Esto son dos órdenes de magnitud por debeajo del umbral para producir ondas gravita-
cionales observables en futuros experimentos, [25].

16La idea es abrir una nueva dirección al introducir χ pero mantener el sistema siempre
sobre el mı́nimo del modelo ACCD
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t = 18,655 , |m| = 35,491 × 10−3 , |χ| = 0,091 , ϕnp = π , Ω = 0
(143)

Al igual que ocurŕıa para el modelo ACCD original, se mantendrá eq.(126).
Además, Ω también podemos integrarla out por los mismos argumentos17.
Como V tiene simetŕıa Z2 en la dirección de χ y Ω aparece en el argumento
de funciones coseno, minimizarán el potencial para

ϕnp = (2n+ 1)π (144)

Ω = nπ (145)

con n = 0,±1,±2, . . .

Entonces, las variables que juegan papel en este modelo son t , |m| y |χ|.

Veamos el potencial que siente el inflatón. Una vez fijadas las fases, el
potencial se puede escribir como

V (t, |m|, |χ|) = VF (t, |m|, |χ|) + VD(t, |m|) (146)

donde VF (t, |m|, |χ|), resultado de sustituir eq.(144) y eq.(145) en eq.(97),
es

VF =
1

8t3
e|m|2+|χ|2






3

(

L− 8πkNct
2

3

(
2

|m|2
) Nf

Nc−Nf

e
−4πkNc
Nc−Nf

t

)2

+ (147)

+ Nf |m|2
(

L+

(
2

|m|2
) Nc

Nc−Nf

e
−4πkNc
Nc−Nf

t

)2

+ |χ|2
(
L+ 2λ2 + 4λ4|χ|2 + 6λ6|χ|4

)2 − 3L2







siendo

L ≡W0 − (Nc −Nf)

(
2

|m|2
) Nf

Nc−Nf

e
−4πkNc
Nc−Nf

t
+ λ2|χ|2 + λ4|χ|4 + λ6|χ|6 (148)

y VD(t, |m|) sigue siendo (ver eq.(112))

17De nuevo, nada cambia al incluir VD ya que ni ϕnp ni Ω aparecen en el potencial de
Kähler.
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VD(t, |m|) =
3πN2

f

8 kNc Nc t

(q + q̃)3

q3 + q̃3

[

|m|2 +
3

4π kNc t

]

(149)

Aún aśı, todav́ıa necesitamos un paso más para poder representar el po-
tencial bajo el cual evoluciona el inflatón (singleta |χ|). Si la masa efectiva
del inflatón durante el movimiento es mucho menor que las masas efectivas
de t y |m|, podremos integrar out éstos últimos también. Éste ha de ser el
caso si queremos que |χ| sea el inflatón y que η ≪ 1.

La condición de integrar out t y |m| no es más que definir t = t(|χ|) y
|m| = |m|(|χ|) de tal manera que se cumpla

∂V (t, |m|, |χ|)
∂t

= 0 (150)

∂V (t, |m|, |χ|)
∂|m| = 0 (151)

con lo que tenemos Veff (|χ|) = V (t(|χ|), |m|(|χ|), |χ|)

El potencial escalar Veff(|χ|) que obtenemos tras integrar out t y |m|
tiene un perfil adecuado para producir inflación (Figura 5). Es casi plano en
una región ancha cerca del origen |χ| = 0, cumpliéndose las condiciones de
slow-roll.

11.2. Ecuaciones de movimiento

Partiendo del Lagrangiano bosónico para campos escalares reales

Lesc =
√
g

[
1

2
Kijgµν(∂

µϕi)(∂νϕj) − V (ϕ)

]

(152)

y asumiendo eq.(130) y homogeneidad (ϕ = ϕ(t)), obtenemos

ϕ̈i + 3H ϕ̇i + Γi
jk ϕ̇

j ϕ̇k +Kij ∂V

∂ϕj
= 0. (153)

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
1

3

[
1

2
Kij ϕ̇

iϕ̇j + V

]

(154)
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Figura 5: Potencial escalar Veff(|χ|) como función de |χ|

donde los puntos significan derivadas con respecto a la coordenada tem-
poral. Como es habitual, Γi

jk son los śımbolos de Christoffel derivados de la
métrica de Kähler.

Γi
jk =

1

2
Kim

[
∂Kmk

∂ϕj
+
∂Kjm

∂ϕk
− ∂Kjk

∂ϕm

]

(155)

Para resolver la evolución de la materia, haremos un cambio de variable
de la coordenada temporal t al número de e-folds.

a(t) = eNe(t) ; H =
dNe(t)

dt
(156)

De esta manera, el factor de escala desaparece de las ecuaciones de mo-
vimiento para los campos,

ϕ′′i +

[

1 − 1

6
Kjkϕ

′jϕ′k
] [

3ϕ′i + 3Kij 1

V

(
∂V

∂ϕj

)]

+ Γi
jk ϕ

′jϕ′k = 0 (157)

donde las primas significan derivadas con respecto a Ne, el número de
e-folds.
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Un deducción completa de las ecuaciones de movimiento tanto para los
campos de materia, como para el factor de escala se puede ver en el apéndice
(D)

Utilizando directamente eq.(76), el lagrangiano (152) para los tres campos
relevantes {t, |m|, |χ|} resulta

Lesc =
√
g

[
3

4t2
∂µt ∂

µt+ ∂µ|m| ∂µ|m| + ∂µ|χ| ∂µ|χ| − V

]

(158)

donde18 V = VF + VD viene dado por las ecuaciones (97) y (112) respec-
tivamente.

La ecuación de movimiento, eq.(157), aplicada a estos campos reza

|χ|′′ +
[

1 − 1

3
|χ|′2 − 1

4t2
t′

2 − 1

3
|m|′2

] [

3 |χ|′ + 3

2V

(
∂V

∂|χ|

)]

= 0 (159)

t′′ +

[

1 − 1

3
|χ|′2 − 1

4t2
t′

2 − 1

3
|m|′2

] [

3 t′ +
2t2

V

(
∂V

∂t

)]

− t′2

t
= 0 (160)

|m|′′ +
[

1 − 1

3
|χ|′2 − 1

4t2
t′

2 − 1

3
|m|′2

] [

3 |m|′ + 3

2V

(
∂V

∂|m|

)]

= 0 (161)

Al tratarse de ecuaciones diferenciales de segundo orden, necesitamos dos
condiciones iniciales para cada campo.

Los campos parten en reposo:

∂Ne |χ||Ne=0 = 0 ; ∂Net|Ne=0 = 0 ; ∂Ne |m||Ne=0 = 0 (162)

El desplazamiento inicial del singlete |χ| respecto a |χ| = 0, esto es δ|χ|
|χ||Ne=0 = δ|χ| (163)

El valor inicial para los campos t y |m| es tal que se cumplan eq.(150)
y eq.(151) para δ|χ|.
En el caso que representamos en las gráficas hemos escogido δ|χ| =
10−4, pero, como veremos al final, las magnitudes f́ısicas no dependen
de este desplazamiento inicial.

18En VF tomaremos ϕnp = π y Ω = 0
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Figura 7: Evolución de t y |m| como función de Ne

Al observar los autovalores del Hessiano covariante, apéndice (C.2), du-
rante el movimiento, vemos que hay una jerarqúıa entre los dos autovalores
(siempre positivos y casi constantes) asociados a las direcciones t y |m| (en
realidad a una combinación lineal de ellas) y el autovalor asociado a la direc-
ción de |χ|. Este último autovalor cambia de signo al movernos de un saddle
donde es negativo (dirección de cáıda) a un mı́nimo, donde es positivo. Los
autovalores del Hessiano covariantizado evaluado en el mı́nimo (punto en el
que la jerarqúıa de masas es menor) asocidos a las dos direcciones en el plano
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t−|m| (curvaturas siempre positivas) son 9 órdenes de magnitud mayores
que el asociado a la dirección de |χ|. Podemos pensarlo como una teja muy
curvada en la dirección transversa a la de cáıda. Esto justifica la aproxima-
ción que hicimos para obener V (|χ|) en la que t y |m| están integrados
out. Es decir, minimizarán el potencial V para cada valor que vaya tomando
|χ|. Esto también significa que podemos centrarnos en el espectro de poten-
cias escalar ya que las fluctuaciones por isocurvatura son despreciables dada
la jerarqúıa de escalas entre el inflatón y los demás campos del sistema.

11.3. Slow-roll (ǫ, η), ı́ndice espectral (ns) y WMAP3

EL régimen inflacionario (slow-roll) sólo tendrá lugar mientras ǫ < 1 y
η < 1. Esto en general no ocurrirá durante toda la cáıda al mı́nimo, por lo
que tendremos que ver su variación a lo largo del movimiento.

Resolviendo ǫ(Ne) y η(Ne)
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Figura 8: Evolución de ǫ y η como función de Ne

vemos que el parámetro η sale del régimen inflacionario para

Ne = 180 e-folds (164)

y es éste el que nos determina tanto la duración total como el fin de
inflación.

N tot
e = Nη = 180 e-folds (165)

Entonces, salvo los dos últimos e-folds del movimiento de cáıda, el resto
inflan.
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También podemos ver el perfil de P (k) que resulta en este modelo
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Figura 9: Pk en función de Ne

Vemos que

P (k)|Ne=120 ∼ 4 × 10−10 (166)

que está de acuerdo con la medida experimental de WMAP3.

Representemos el ı́ndice espectral ns que genera este P (k) en todo el
rango y en la ventana observacional de WMAP3
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Figura 10: ns en función de Ne

Vemos que

ns|Ne=120 ∼ 0,95, (167)

valor que está dentro del rango permitido por la medida experimental de
WMAP3.
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11.4. Escalas y masa del gravitino.

Veamos el caso concreto que hemos analizado

Nc = 20 , Nf = 1 , kNc =
1

2
, q = 1 , q̃ =

1

10
(168)

Una idea de la ruptura de SUSY nos la da la masa del gravitino

m2
3/2 = eG

∣
∣
min

= eK |W |2
∣
∣
min

≃ 2,5 × 10−6 (169)

que vemos que es muy elevada.

Calculemos las distintas masas que se generan en este modelo. Esto es,
curvaturas del potencial en el estado de vaćıo (mı́nimo) de la teoŕıa. Esto es
en la base normalizada, pero que no es autoestado de la masa.

(M2
min)i

j =







2,36 × 10−4 0 7,76 × 10−3 0 −7,30 × 10−5 0
0 2,96 × 10−4 0 9,42 × 10−5 0 −8,78 × 10−6

1,67 × 10−5 0 2,11 × 10−3 0 −4,54 × 10−6 0
0 1,61 × 10−4 0 5,13 × 10−5 0 −4,78 × 10−6

−1,57 × 10−7 0 −4,53 × 10−6 0 4,89 × 10−8 0
0 −2,30 × 10−6 0 −7,31 × 10−7 0 1,26 × 10−7







(170)

Podemos diagonalizar para ver los autovalores de la masa aśı como los
autoestados,

(M2
min , diag)

i
j =







2,18 × 10−3 0 0 0 0 0
0 3,47 × 10−4 0 0 0 0
0 0 1,69 × 10−4 0 0 0
0 0 0 5,78 × 10−8 0 0
0 0 0 0 2,79 × 10−13 0
0 0 0 0 0 0







(171)

resultando los autoestados de la masa:

λmin
1 = 2,18 × 10−3

vmin
1 = −0,97t− 0,24|m| + 5,76 × 10−4|χ| (172)

λmin
2 = 3,47 × 10−4

vmin
2 = 0,88τ + 0,48ϑ− 6,81 × 10−3Ω (173)
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λmin
3 = 1,69 × 10−4

vmin
3 = −0,99t+ 8,61 × 10−3|m| + 6,99 × 10−4|χ| (174)

λmin
4 = 5,78 × 10−8

vmin
4 = 2,53 × 10−2τ + 1,38 × 10−2ϑ+ 0,99Ω (175)

λmin
5 = 2,79 × 10−13

vmin
5 = −0,31t+ 3,90 × 10−4|m| − 0,95|χ| (176)

λmin
6 = 0

vmin
6 = 0,30τ − 0,95ϑ (177)

Vemos que el último de los autovectores corresponde a la dirección plana
del sistema que mencionamos al principio

v6 = Θ (178)

b√
b2 + c2

= 0,30 ;
−c√
b2 + c2

= −0,95 (179)

Podemos ver las masas y los autovectores en el saddle point (|χ| = 0) y
veremos que la jerarqúıa de autovalores se mantiene desde el principio del
movimiento

(M2
sad)

i
j =







2,36 × 10−4 0 7,77 × 10−3 0 0 0
0 2,96 × 10−4 0 9,43 × 10−5 0 0

1,68 × 10−5 0 2,11 × 10−3 0 0 0
0 1,61 × 10−4 0 5,14 × 10−5 0 0
0 0 0 0 −1,48 × 10−18 0
0 −2,30 × 10−6 0 −7,33 × 10−7 0 6,07 × 10−8







(180)

y diagonalizar para ver los autovalores de la masa aśı como los autoesta-
dos,

(M2
sad , diag)

i
j =







2,18 × 10−3 0 0 0 0 0
0 3,48 × 10−4 0 0 0 0
0 0 1,69 × 10−4 0 0 0
0 0 0 6,07 × 10−8 0 0
0 0 0 0 −1,48 × 10−18 0
0 0 0 0 0 0







(181)

resultando los autoestados de la masa:
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λsad
1 = 2,18 × 10−3

vsad
1 = 0,97t+ 0,24|m| (182)

λsad
2 = 3,48 × 10−4

vsad
2 = 0,88τ + 0,48ϑ− 6,82 × 10−3Ω (183)

λsad
3 = 1,69 × 10−4

vsad
3 = −0,99t+ 8,61 × 10−3|m| (184)

λsad
4 = 6,07 × 10−8

vsad
4 = Ω (185)

λsad
5 = −1,48 × 10−18

vsad
5 = |χ| (186)

λsad
6 = 0

vsad
6 = 0,30τ − 0,95ϑ (187)
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12. Simetŕıa Z2 e inflación topológica

Por último, vamos a interpretar el modelo que hemos presentado como
un modelo de inflación topológica. Esto es, un modelo de inflación que carece
del problema de las condiciones iniciales.

Como ya se comentó, nuestro lagrangiano posee una simetŕıa Z2 bajo la
transformación

χ→ −χ (188)

que se refleja en el potencial Veff de la teoŕıa.

Descomponiendo el inflatón en coordenadas polares19, χ = |χ|eiΩ, y en
coordenadas cartesianas, χ = χR + iχI , podemos ver esta simetŕıa como

Ω = 0 → Ω = π (189)

χR → −χR (190)

Tendremos dos mı́nimos degenerados en enerǵıa hacia los que el inflatón
puede rodar.
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Figura 11: Simetŕıa Z2 en los mı́nimos del potencial Veff

Debido a la simetŕıa discreta del sistema, existirán soluciones no trivia-
les a la ecuación de movimiento que interpolen entre ambos vaćıos. Esto es,

19Utilizando coordenadas polares, la simetŕıa Z2 en el sector χ se encuentra codificada
en la condición de minimización eq.(145)
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existirán zonas del Universo en las que el campo no se encuentra en ninguno
de los mı́nimos, sino que interpola entre ellos.

Para el caso de un espacio-tiempo Minkowski (despreciamos la gravedad),
existen soluciones estáticas a la ecuación (con métrica de Kähler constante)

d
(

1
2
(∂z|χ|)2 −K |χ||χ|V (|χ|)

)

dz
= 0 (191)

Esta solución representa un domain-wall estático a lo largo de la dirección
espacial z. Para el potencial Veff de nuestro modelo, podemos representar
el perfil del domain-wall cuya anchura (la cual se puede deducir a partir del
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Figura 12: Domain-wall en la dirección espacial z

balance entre enerǵıas cinética y potencial) es

δ0 =
2|χ|min

√

V (|χ| = 0)
≃ 107 (192)

Siguiendo el razonamiento20 de [37], podemos entender este domain-wall
como una configuración espacial de valores iniciales para el inflatón. Cada
punto del defecto topológico rodará desde su valor hasta el mı́nimo del po-
tencial despreciando21 el gradiente espacial de enerǵıas en la e.o.m

(
∝ 1

a2

)
.

20En nuestro caso, H−1
0 =

√
3√

Veff (|χ|=0)
= 3 × 108 > δ0, luego el horizonte es un orden

de magnitud mayor que la anchura inicial del defecto, δ0 ≃ 0,1H−1
0

21Como se expone en [37], el núcleo del defecto ha de ser no contractible en el momento
inicial (ȧ ≥ 0 y ä > 0)

60



Pero no todos los puntos del defecto inflarán, sino sólo los que estén en
régimen inflacionario [36], es decir, estén lo suficientemente cerca del punto
de silla |χ| = 0 como para que se cumplan las condiciones de slow-roll.
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Figura 13: A la izquierda, se muestra la región en la que se cumple slow-roll
dentro del domain-wall. En la figura de la derecha, nos centramos en la región
compatible con WMAP3

El origen es un punto cŕıtico, luego en z = 0 inflación es eterna. A medida
que nos alejamos del centro del defecto, el potencial se va curvando e inflación
va durando cada vez menos hasta que llegamos a la zona del defecto que
produce los 60 e-folds mı́nimos de la ventana observacional de WMAP3. Por
último, si nos alejamos más, llegamos a la zona del defecto que no está en
régimen inflacionario.
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13. Conclusiones

En este trabajo hemos construido un modelo de inflación con régimen
de slow-roll basado en el escenario propuesto en [18]. Hemos considerado la
teoŕıa SUGRA N=1 d=4 con grupo gauge SU(Nc) × UX(1) cuya constan-
te de acoplo fG

X es proporcional al modulus de Kähler T . La dinámica del
sistema viene determinada por el condensado de gauginos del SU(Nc) y un
parámetro de flujos W0. Además el uplifting del potencial necesario para te-
ner vaćıos dS se consigue gracias a un D-término del tipo de Fayet-Iliopoulos,
lo cual impone la presencia de materia quiral transformándose bajo el UX(1).
Parte del interés de este escenario reside en que el valor de la mayoŕıa de los
parámetros viene restringido por supersimetŕıa e invariancia gauge, mejoran-
do la capacidad de predicción.

El potencial escalar que resulta posee mı́nimos tipo dS o Minkowski para
valores razonables del modulus T y del condensado de materia m, los cuales
son candidatos naturales para el inicio de inflación. Sin embargo, tras un
cuidadoso análisis, hemos concluido que el sistema, en su versión más senci-
lla (como fue formulado en [18]) no puede albergar un régimen inflacionario.
Esto se debe sobre todo a la persistencia de problema η en las teoŕıas de
supergravedad. También hemos presentado este problema de forma genérica
aśı como una forma de evitarlo a la hora de construir modelos.

A continuación hemos estudiado la extensión más natural y económica
del escenario orientada a conseguir un régimen inflacionario manteniendo
las propiedades que garantizaban la estabilización. Consiste en incluir en el
modelo un singlete χ neutro bajo el UX(1) con una autointeracción en el
superpotencial del tipo W (χ) =

∑

n λnχ
n. Esto es una modelización senci-

lla y general a modo de expansión en serie de potencias en torno a χ = 0.
Esta expansión es válida para χ

MP
< 1. El potencial que resulta es bastante

viable fenomenológicamente. Incorpora un régimen de inflación topológica y
eterna evitando el problema de las condiciones iniciales y, además, permite
fijar los parámetros de la autointeracción del singlete χ de tal manera que se
satisfagan todas las cotas observacionales de WMAP. El papel de inflatón lo
desarrolla este singlete, pero la dinámica responsable de la estabilización de
los moduli (condensados de gauginos, flujos y D-uplifting) es determinante a
la hora de conseguir vaćıos de enerǵıa positiva.

Este tipo de escenario surgen pues de forma natural y de ah́ı resultan
atractivos e interesantes. Sin embargo, como hemos comentado, fijar los
parámetros de manera que tengamos slow-roll evitando el problema η su-
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pone un ejemplo de ajuste fino en la construcción de modelos. Para el caso
de inflación modular, es un problema genérico ya que los moduli, en principio,
son direcciones planas del potencial. Podemos pensar que el ajuste fino en
modelos de inflación basados en supergravedades (a partir de teoŕıa de cuer-
das) es una consecuencia del desconocimiento que aún tenemos de la materia.
A pesar de esto, el hecho de que cada vez vayan apareciendo más mecanis-
mos y modelos es un resultado alentador y un signo de progreso en la materia.

Por último, uno puede adoptar un punto de vista basado en la filosof́ıa
del ”landscape” y el principio antrópico, en el que el ajuste fino que apa-
rentemente necesita nuestro universo ”local”, seŕıa una consecuencia de la
necesidad de inflación para crear universos grandes y estables con materia,
en los que ésta pueda evolucionar hacia la vida.
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A. Métricas de Kähler y holonomı́a

En este apéndice se exponen resultados generales sobre extensión comple-
ja de métricas reales y simétricas g aśı como los distintos pasos para construir
variedades de Kähler. También se exponen algunos conceptos básicos sobre
holonomı́a de variedades.

A.1. Métricas reales

Sea una variedad real X de dimensión n y sea su métrica (g)ij (real) un
tensor (0, 2), que aplica de forma lineal sobre la base

{
∂

∂xi ⊗ ∂
∂xj

}
de tensores

(2, 0) o sobre el doble producto
{

∂
∂xi

}
⊗
{

∂
∂xj

}
de bases (1, 0) (que actúan

sobre el espacio de funciones reales)

g = (g)ij dx
i ⊗ dxj (A.1)

g[T(2,0)] = (g)ijT
ij (A.2)

g[P(1,0), Q(1,0)] = (g)ijP
iQj (A.3)

A la aplicación g sobre el producto de bases (1, 0) ⊗ (1, 0) siempre le
exigiremos conmutatividad, esto es

g[P,Q] = g[Q,P ] (A.4)

Esto se traduce en
g[P,Q] = (g)ijP

iQj (A.5)

g[Q,P ] = (g)ijQ
iP j = (gt)jiP

jQi (A.6)

Al ser, tanto i como j ı́ndices mudos (sumados), podemos extraer que

g = gt (A.7)

Luego, conmutatividad de la aplicación g[P,Q] = g[Q,P ] implica simetrici-
dad en la matriz de la aplicación (g)ij = (gt)ij = (g)ji

A.2. Transporte paralelo y grupo de holonomı́a de una

variedad real

Uno de los conceptos principales en geometŕıa es el de transporte paralelo
de un vector en una variedad real X de dimensión n.

Si transportamos un vector V i del espacio tangente TpX bajo un trans-
porte paralelo infinitesimal a lo largo de la dirección xk, se cumple que
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(
DkV

i
)
dxk = (∂kV

i)dxk + Γi
lkV

ldxk = 0 (A.8)

por lo que V i vaŕıa debido a su dependencia en las coordenadas como

δV i = −Γi
lkV

ldxk (A.9)

Cuando V i es trasladado paralelamente a lo largo de un ciclo cerrado
infinitesimal en el plano (l, k) que encierra un área δalk = −δakl, su variación
es

δV i = −1

2
(δalk) (Rlk)

i
ρ V

ρ = (H)i
ρV

ρ (A.10)

donde

H = −1

2
(δalk) (Rlk) ⊂ H (A.11)

siendo H el grupo de holonomı́a de la variedad que da la variación del
vector V i.

Esto es, podemos escribir el tensor de Riemann (visto como una 2-forma),
como una combinación lineal de los generadores del grupo de holonomı́a H
de la variedad X.

Bajo transporte paralelo, |V |2 ≡ gijV
iV j no vaŕıa, ya que se cumple el

postulado métrico Dlgij = 0.

En una variedad Riemanniana (real) X, H ⊂ O(n)22 y si la variedad
tiene una orientación, H ⊂ SO(n)

A.3. Extensión compleja de métricas reales. Métricas
complejas

Si tenemos una variedad realX de dimensión par n dotada de una métrica
(también real), podemos hacer un mapping entre esa variedad real X y una
variedad compleja XC de dimensión compleja n

2
, resultado de la extensión

compleja
gC : TpX

C × TpX
C → C (A.12)

22Los generadores de O(n), al igual que los de SO(n), son n(n−1)
2 matrices antisimétri-

cas e imaginarias puras, por lo que la identidad no es un elemento del álgebra aunque

śı un elemento del grupo M = eiαAT A
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y manteniendo
g : TpX

C × TpX
C → R (A.13)

La extensión compleja de la métrica implica linealidad en g permitiendo
coeficientes complejos. Sean dos vectores complejos z1, z2 ∈ TpX

C

gC[z1, z2] = g[Re {z1} + i Im {z1} , Re {z2} + i Im {z2}] =

= g[Re {z1} , Re {z2}] − g[Im {z1} , Im {z2}] +

+ i (g[Im {z1} , Re {z2}] + g[Re {z1} , Im {z2}]) (A.14)

gC[z1, z̄2] = g[Re {z1} + i Im {z1} , Re {z2} − i Im {z2}] =

= g[Re {z1} , Re {z2}] + g[Im {z1} , Im {z2}] +

+ i (g[Im {z1} , Re {z2}] − g[Re {z1} , Im {z2}]) (A.15)

gC [z̄1, z2] = g[Re {z1} − i Im {z1} , Re {z2} + i Im {z2}] =

= g[Re {z1} , Re {z2}] + g[Im {z1} , Im {z2}] −
− i (g[Im {z1} , Re {z2}] − g[Re {z1} , Im {z2}]) (A.16)

gC [z̄1, z̄2] = g[Re {z1} − i Im {z1} , Re {z2} − i Im {z2}] =

= g[Re {z1} , Re {z2}] − g[Im {z1} , Im {z2}] −
− i (g[Im {z1} , Re {z2}] + g[Re {z1} , Im {z2}]) (A.17)

Propiedades de (gC)

Como g[P,Q] = g[Q,P ]

gC[z1, z2] = gC[z2, z1] ; gC[z̄1, z̄2] = gC[z̄2, z̄1] ; gC[z1, z̄2] = gC[z̄2, z1]
(A.18)

Como g[P,Q] ∈ R

{
gC[z1, z2]

}∗
= gC[z̄1, z̄2] ;

{
gC[z1, z̄2]

}∗
= gC [z̄1, z2] (A.19)

Si gC aplica sobre el mismo vector (z1 = z2 ≡ z)

gC[z, z̄] ∈ R ; gC [z, z] ∈ C (A.20)
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En la variedad real X de partida, la métrica g ∈ R aplica sobre dos
vectores reales [P,Q] en la base coordenada

{
∂

∂xi

}
. Al hacer la extensión

compleja, hacemos un combinación lineal con coeficientes complejos de los
elementos de la base coordenada

{
∂

∂xi

}

i=1···n
∈ R =⇒

{
∂

∂xa;ā
± i

∂

∂x
n
2
+a;ā

}

a;ā=1···n
2

⇐⇒







∂

∂za
︸︷︷︸

holomorfa

,
∂

∂z̄a
︸︷︷︸

antiholomorfa







a;ā=1···n
2

∈ C

(A.21)
Entonces vemos que, para V,W ∈ TpX

C

g[V,W ] ≡ gC[V,W ] + gC [V̄ ,W ] + gC[V, W̄ ] + gC [V̄ , W̄ ] (A.22)

O lo que es lo mismo
g = (g)ij dx

i ⊗ dxj (A.23)

g = (gC)ab dz
a ⊗ dzb + (gC)ab̄ dz

a ⊗ dz̄b̄ + (gC)āb dz̄
ā ⊗ dzb + (gC)āb̄ dz̄

ā ⊗ dz̄b̄

(A.24)
Si exigimos conmutatividad en g[P,Q] = g[Q,P ]

{ g[P,Q] }t = g[Q,P ] (A.25)
{
gC[z1, z2]

}∗
= gC[z̄1, z̄2] ;

{
gC[z1, z̄2]

}∗
= gC [z̄1, z2] (A.26)

Hemos visto cómo la aplicación gC aplica en los diferentes subespacios
vectoriales de TpX

C × TpX
C . Sean V,W ∈ TpX

C

holomorfo ×holomorfo

gC[V,W ] = (gC)ab V
aW b (A.27)

holomorfo ×antiholomorfo

gC[V, W̄ ] = (gC)ab̄ V
aW̄ b̄ (A.28)

antiholomorfo ×holomorfo

gC[V̄ ,W ] = (gC)āb V̄
āW b (A.29)

antiholomorfo ×antiholomorfo

gC[V̄ , W̄ ] = (gC)āb̄ V̄
āW̄ b̄ (A.30)
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Utilizando las propiedades de simetricidad y conjugación que obtuvimos
antes, vemos que, en notación indicial

• Como g[P,Q] = g[Q,P ]

(gC)ab = (gC)ba ; (gC)āb̄ = (gC)b̄ā ; (gC)ab̄ = (gC)b̄a ; (gC)āb = (gC)bā

(A.31)
•Como g[P,Q] ∈ R

{
(gC)ab

}∗
= (gC)āb̄ ;

{
(gC)āb̄

}∗
= (gC)ab ;

{
(gC)ab̄

}∗
= (gC)āb ;

{
(gC)āb

}∗
= (gC)ab̄

(A.32)

A.4. Métricas complejas hermı́ticas

Una métrica (gC) se denomina hermı́tica si cumple que sus únicas com-
ponentes no nulas son las que mezclan las partes holomorfa y antiholomorfa

(gc)ab = (gc)āb̄ = 0 (A.33)

eso es

g[VW ] = gC [V W̄ ] + gC [V̄ W ] = gC [V, W̄ ] +
{
gC[V, W̄ ]

}∗
= 2Re

{
gC [V W̄ ]

}

(A.34)

g = (gC)ab̄ dz
a ⊗ dz̄b̄ + (gC)āb dz̄

ā ⊗ dzb = 2Re
{

(gC)ab̄ dz
a ⊗ dz̄b̄

}

(A.35)

Al pasarlo a notación indicial, podemos verlo de dos maneras:

g[VW ] = (gC)ab̄V
aW̄ b̄ + (gC)ābV̄

āW b = (gC)ab̄

[

V aW̄ b̄ +W aV̄ b̄
]

(A.36)

g[VW ] = (gC)ab̄V
aW̄ b̄ + (gC)ābV̄

āW b = (gC)ab̄V
aW̄ b̄ +

[

(gC)ab̄V
aW̄ b̄

]∗
=

= 2 Re
{

(gC)ab̄V
aW̄ b̄

}

Entonces, si gC es hermı́tica:

gC : TpX
C × TpX

C −→ C (A.37)

aunque
g : TpX

C × TpX
C −→ R (A.38)
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Esto también lo podemos ver como

g[z1, z2] = gC [z1, z̄2] + gC [z̄1, z2] = 2 (g[Re {z1} , Re {z2}] + g[Im {z1} , Im {z2}])
(A.39)

Que una métrica compleja gC sea hermı́tica es equivalente a decir que su
métrica real origen g tiene como simetŕıa a la aplicación

ℑ : TpX → TpX (A.40)

tal que
ℑ2 = −I (A.41)

Esto es
g[ℑP,ℑQ] = g[P,Q] (A.42)

A.5. Métricas complejas hermı́ticas de Kähler

Si tenemos una métrica compleja hermı́ca gC, podemos construir la (1,1)-
forma

J = i
[

(gC)ab̄ dz
a ⊗ dz̄b̄ − (gC)āb dz̄

ā ⊗ dzb
]

=

= i (gC)ab̄

[

dza ⊗ dz̄b̄ − dz̄b̄ ⊗ dza
]

= i (gC)ab̄ dza ∧ dz̄b̄ (A.43)

Una métrica hermı́tica gC se dice de Kähler si la (1,1)-forma J construida
a partir de ella es una forma cerrada. Esto es

dJ = (∂ + ∂̄)J = 0 (A.44)

La condición dJ = 0 implica

∂(gC)ab̄

∂zm
=
∂(gC)mb̄

∂za
;
∂(gC)āb

∂z̄m̄
=
∂(gC)m̄b

∂z̄ā
(A.45)

Esta condición hace que se anulen todos los Christoffels de tipo

Γm̄
ab = 0 ; Γm

āb = 0 ; Γm
ab̄ = 0 ; Γm̄

āb = 0 ; Γm̄
ab̄ = 0 ; Γm

āb̄ = 0 (A.46)

y sólo sobrevivan los de los dos tipos siguientes:

Γm
ab =

1

2
(gC)mt̄









∂(gC)t̄,b

∂za
+
∂(gC)a,t̄

∂zb
︸ ︷︷ ︸

∂(gC)b,t̄
∂za

− ∂(gC)ab

∂z̄t̄
︸ ︷︷ ︸

0









−→
︸︷︷︸

(gC)t̄b=(gC)bt̄

= (gC)mt̄ ∂(gC)b,t̄

∂za

(A.47)
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Γm̄
āb̄ =

1

2
(gC)m̄t









∂(gC)tb̄

∂z̄ā
+
∂(gC)āt

∂z̄b̄
︸ ︷︷ ︸

∂(gC)
b̄t

∂z̄ā

− ∂(gC)āb̄

∂zt
︸ ︷︷ ︸

0









−→
︸︷︷︸

(gC )tb̄=(gC)b̄t

= (gC)m̄t ∂(gC)b̄,t

∂z̄ā

(A.48)
Además, dJ = 0 también implica que las únicas componentes del tensor

de Riemann asociado a una variedad de Kähler son

Rab̄cd̄ = −∂a∂b̄(g
C)cd̄ + (gC)st̄

(
∂a(g

C)ct̄

) (
∂b̄(g

C)sd̄

)
(A.49)

donde
[▽a▽b̄]Vc = −R d

ab̄c Vd (A.50)

siendo [▽a▽b̄] el conmutador de las derivadas covariantizadas con respecto
a la conexión de Kähler.

El tensor de Ricci resulta

Rab̄ = (gC)cd̄Rab̄cd̄ = −∂a∂b̄(log det (g
c)) (A.51)

Por último, la condición dJ = 0 implica que la métrica gC se puede obte-
ner a partir de una funciónK. Esta funciónK(z1, · · · z n

2 ; z̄1̄, · · · , z̄ n̄
2 ) se conoce

como potencial de Kähler y no tiene caracter de escalar, sino que es simple-
mente una función compleja del espacio de funciones complejas definidas en
el parche de XCcuyas coordenadas locales estemos usando.

(gC)ab̄ =
∂K

∂za∂z̄b̄
≡ (K)ab̄ ; (gC)āb =

∂K

∂z̄ā∂zb
≡ (K)āb (A.52)

• Kähler real: K(z1, · · · z n
2 ; z̄1̄, · · · , z̄ n̄

2 ) ∈ R

Si K pertenece (dentro del espacio de funciones complejas definidas sobre
la variedad XC) al subespacio de las funciones reales definidas sobre XC ,
K(z1, · · · z n

2 ; z̄1̄, · · · , z̄ n̄
2 ) ∈ R

g[VW ] = (gC)ab̄V
aW̄ b̄ + (gC)ābV̄

āW b = 2 (gC)ab̄ Re
{

V aW̄ b̄
}

(A.53)

donde
(gC)ab̄ = (K)ab̄ ; (gC)āb = (K)āb (A.54)
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En términos de la métrica, si (K)ab̄ = (K)āb

K = (K)ab̄

[

dza ⊗ dz̄b̄ + dzā ⊗ dzb
]

= (A.55)

= 2(K)ab̄ Re
{

dza ⊗ dz̄b̄
}

= 2(K)ab̄

[
dRe {za} ⊗ dRe

{
zb
}

+ dIm {za} ⊗ dIm
{
zb
}]

Resultando
(K)Re{za}Re{zb} = 2(K)ab̄ (A.56)

(K)Im{za}Im{zb} = 2(K)ab̄ (A.57)

A.6. Transporte paralelo y grupo de holonomı́a de una
variedad de Kähler

Partiremos de una métrica de Kähler (K) resultado de la extensión com-
pleja de una métrica real g. La variedad es ahora complejaXC y de dimensión
m = n

2
. La condición de que sea Kähler, implica que al transportar parale-

lamente un vector, no se mezclen las componentes holomorfa y antiholomorfa.

Como la longitud de un vector V a no vaŕıa al hacer transporte paralelo,
H ⊂ U(m) 23. En particular, V a se transforma en la m de U(m) y V̄ ā en la m̄.

Cuando V a es trasladado paralelamente a lo largo de un ciclo cerrado
infinitesimal, su variación es

δV a = (δabc̄) (Rbc̄)
a
e V

e = (H)a
eV

e (A.58)

donde

H = (δabc̄) (Rbc̄) ⊂ H (A.59)

siendo H ⊂ U(m) el grupo de holonomı́a de la variedad que me da la
variación del vector V a.

23Elegiremos la base de generadores de U(m) como m2 matrices hermı́ticas:

m − 1 generadores (Casimires) diagonales (por tanto reales) y de traza nula.

m(m−1)
2 generadores reales (por tanto simétricos) y sin elementos en la diagonal.

m(m−1)
2 generadores imaginarios puros (por tanto antisimétricos) → SO(m)

La matriz identidad I que absorbe toda la traza.

Si extraemos la matriz identidad del conjunto de generadores, nos quedamos sólo con los
de traza nula, esto es, el subgrupo SU(m)
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La traza (Rbc̄)
e
e es proporcional al tensor de Ricci Rbc̄ y genera la parte

U(1) de la descomposición U(m) ≃ SU(m) ⊕ U(1) asociada al generador I

presente en U(m).
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B. Compactificación y variedades de Calabi-

Yau

B.1. Dimensiones extra, espinores de Killing y super-
simetŕıa

Dada una teoŕıa en dimensión arbitraria D, una de las tareas que aparece
es la de ver qué teoŕıa d-dimensional resulta al compactificar D − d coorde-
nadas en una variedad que llamaremos variedad interna KD−d.

Partiremos de una variedad XD y asumiremos que factoriza24 de forma

XD = Xd ×KD−d (B.1)

esto es, admite compactificación espontánea

GIJ(x, y) =

(
gµν(x) 0

0 gij(y)

)

(B.2)

donde I, J = 1, . . . , D , µ, ν = 1, . . . , d y i, j = 1, . . . , D − d

Como hemos visto al definir el grupo de holonomı́a para variedades reales,
si tenemos signatura (+,−, . . . ,−

︸ ︷︷ ︸

D−1

) en GIJ(x, y), el grupo de holonomı́a de

la variedad XD es SO(1, D − 1). Como tenemos signatura (+,−, . . . ,−
︸ ︷︷ ︸

d−1

) en

gµν(x), el grupo de holonomı́a de la variedad Xd es SO(1, d− 1). Por último,
como la signatura de gij(y) es (+, . . . ,+

︸ ︷︷ ︸

D−d

) el grupo de holonomı́a de la varie-

dad KD−d es SO(D − d).

Entonces
XD = Xd ×KD−d (B.3)

SO(1, D − 1) → SO(1, d− 1) × SO(D − d) (B.4)

lo cual es perfectamente compatible con la métrica más general que re-
produce la invariancia de Poincare d-dimensional

ds2
D = e−2A(y)ds2

d + e2A(y)gijdy
idyj (B.5)

24La factorización ha de ser solución a la ecuación de movimiento de la métrica D-

dimensional
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donde A(y) permite la posibilidad de un factor de ”warping”. Para nuestros
propósitos en este trabajo, no vamos a considerar nunca esta posibilidad.

Trabajaremos en el ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas, esto es,
Supergravedad D-dimensional. Para tener extensiones del Modelo Estándar
fenomenológicamente viables, hemos de buscar teoŕıas con D−4 dimensiones
compactificadas y que preserven algún número de supersimetŕıas.

Entre el contenido fermiónico de las teoŕıas de Supergravedad, siempre
tendremos el gravitino D-dimensional ΨI en el multiplete gravitacional25 el
cual se transforma como

δζΨI = ▽Iζ + · · · (B.6)

donde ζ es el espinor que parametriza la transformación de supersimetŕıa
y ▽I es la derivada covariantizada con la conexión de esṕın. Hemos omitido
otros términos en los que aparecen otros campos bosónicos (dilatón, BIJ y
p-formas) tomando sus valores esperados nulos.

Para que se mantenga supersimetŕıa,

〈δζψI〉 = 0 =⇒ ▽Iζ = 0 (B.7)

Los espinores que son covariantemente constantes reciben el nombre de espi-
nores de Killing. La existencia de espinores de Killing, lo cual es una condi-
ción necesaria para tener compactificaciones que mantengan supersimetŕıas,
restringe los tipos de variedades en los que podemos compactificar.

Una condición necesaria para que existan espinores de Killing D-dimensionales
es que se anule el tensor de Ricci [11]

RIJ = 0 (B.8)

que también es la ecuación de movimiento que se obtiene de la acción de
supergravedad si apagamos todos los demás campos.

Debido a la factorización de la métrica D-dimensional

▽Iζ = 0 =⇒ ▽µζ = 0 ; ▽iζ = 0 (B.9)

Si asumimos el Ansatz

25Si tenemos N supersimetŕıas en la teoŕıa D-dimensional, tendremos N gravitinos en el
multiplete gravitacional
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gµν = ηµν (B.10)

resulta

Rµν = 0 (B.11)

∂µζ = 0 (B.12)

Entonces, asumiendo (B.10),

Rij = 0 (B.13)

ζ = ζ(y) (B.14)

▽iζ = 0 (B.15)

B.2. Variedades de Calabi-Yau

En la actualidad hay cinco teoŕıas de supercuerdas: Tipo I, Heterótica
E8 × E8, Heterótica SO(32), Tipo IIA y Tipo IIB. Todas se formulan en
dimensión D = 10, luego

X10 = X4 ×K6 (B.16)

SO(1, 9) → SO(1, 3)× SO(6) (B.17)

En general, para la variedad interna K6 tendremos

H = SO(6) ≃ SU(4) (B.18)

Definiciones y resultados sobre holonomı́a se encuentran en los apéndices
(A.2) y (A.6).

Hagamos la extensión compleja g ⇒ gC e impongamos sobre K6 la con-
dición de que sea una variedad hermı́tica y de Kähler

gij =⇒ Kab̄ ≡ (gC)ab̄ , donde a, b = 1, 2, 3. (B.19)

Al habernos quedado con el subconjunto de variedades de Kähler, la ho-
lonomı́a es U(3) y la condición (B.13) toma la forma

Rab̄ = 0 (B.20)
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Como se expone en el apéndice (A.6), la traza (Rab̄)
e
e es proporcio-

nal al tensor de Ricci Rab̄ y genera la parte U(1) de la descomposición
U(m) ≃ SU(m) ⊕ U(1) asociada al generador I presente en U(m). Esto
supone que, si se cumple la condición (B.20), el grupo de holonomı́a para la
variedad interna K6 no es U(3), sino SU(3).

Variedad de Calabi-Yau:

Definiremos una variedad de Calabi-Yau, CYm como aquella variedad
Riemanniana compacta real de dimensión 2m cuya holonomı́a es SU(m) ⊂
SO(2m). O lo que es lo mismo, como una variedad de Kähler con tensor de
Ricci nulo.

Para m = 1 sólo hay un CY1 que es el 2-toro T 2. Para m = 2 el único
CY2 es la variedad K3. En cambio, para m ≥ 3 hay una gran número de
variedades.

Aceptando (B.10), si queremos que la compactificación mantenga super-
simetŕıa, hemos de tener espinores de Killing ζ(y) definidos sobre la variedad
interna K6. Pero al hacer transporte paralelo sobre un ciclo en K6, el espinor
sufrirá una rotación dada por el grupo de homoloǵıa de K6, que, en general,
vimos que es SO(6) ≃ SU(4).

Si hacemos la compactificación escogiendo

K6 = CY3 (B.21)

H = SU(3) (B.22)

entonces, bajo SU(3), un espinor en la 4 de SU(4) se descompone en un
triplete y un singlete

4SU(4) = (3 + 1)SU(3) (B.23)

por lo que, al haber un singlete que no se transforma (covariantemente cons-
tante), tendremos una vez la supersimetŕıa inicial en dimensión D = 10.

Si hacemos la compactificación escogiendo

K6 = CY2 × T 2 (B.24)

H = SU(2) (B.25)

entonces, bajo SU(2), un espinor en la 4 de SU(4) se descompone en un
doblete y dos singletes

4SU(4) = (2 + 1 + 1)SU(2) (B.26)
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por lo que, al haber dos singletes que no se transforman (covariantemen-
te constantes), tendremos dos veces la supersimetŕıa inicial en dimensión
D = 10.

Si hacemos la compactificación escogiendo

K6 = CY1 × T 2 × T 2 = T 2 × T 2 × T 2 (B.27)

H = I (B.28)

entonces, bajo I, un espinor en la 4 de SU(4) se descompone en cuatro
singletes

4SU(4) = (1 + 1 + 1 + 1)I (B.29)

por lo que, al haber cuatro singletes que no se transforman (covariantemente
constantes), tendremos cuatro veces la supersimetŕıa inicial en dimensión
D = 10.

B.3. Clasificación de Calabi-Yau’s: espacio de moduli

geométricos

En general, hablaremos de moduli en el sentido de campos escalares sin
masa que parametrizan familias continuas de vaćıos. Pueden ser campos car-
gados o no bajo los grupos de simetŕıa de la teoŕıa, generalmente trataremos
con escalares neutros cuya una interacción es la gravitacional. En las compac-
tificaciones en variedades de Calabi-Yau tendremos moduli parametrizando
la posición en el espacio de variedades de Calabi-Yau.

Partamos de una variedad interna real K6 dotada de una métrica gij e
impongamos que se anule su tensor de Ricci.

Rij = 0 (B.30)

Si ahora deformamos la métrica

g → g + δg (B.31)

la condición de que se anule el tensor de Ricci implica

Rij(g) = Rij(g + δg) = 0 (B.32)

Entonces, δg satisface la ecuación de Lichnerowicz

▽k ▽k δgij + 2R l m
i j δglm = 0 (B.33)
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Para variedades de Kähler, las soluciones a esta ecuación son indepen-
dientes y están asociadas a dos clases de deformaciones de la métrica (en la
base compleja) :

Deformaciones puras

δK = δKāb̄ (B.34)

Deformaciones mixtas

δK = δKab̄ (B.35)

Queremos clasificar las variaciones de la métrica. Para ello vamos a cons-
truir dos formas asociadas a cada uno de los tipos de variaciones

Deformaciones puras

δKāb̄ ↔ Ωb̄
cd δKāb̄ dz

c ∧ dzd ∧ dz̄ā ∈ H(2,1) (B.36)

Deformaciones mixtas

δKab̄ ↔ δKab̄ dz
a ∧ dz̄b̄ ∈ H(1,1) (B.37)

Las p-formas reales se clasificación según la clase de equivalencia (dentro
del grupo de cohomoloǵıa de Rahm Hp) a la que pertenecen. El número de
clases de equivalencia para un grupo de cohomoloǵıa dado viene definido por
el número de Betti bp y es el número de elementos independientes que tiene
la base de p-formas. Podremos escribir cualquier p-forma como una combi-
nación lineal de estos elementos.

Las (p,q)-formas son el análogo para las métricas complejas de Kähler.
Los ı́ndices (p,q) denotan la parte holomorfa y antiholomorfa respectivamen-
te. La dimensión del grupo de cohomoloǵıa H(p,q) viene dada por el número
Hodge h(p,q), que denota el número de elementos independientes que tiene
la base de (p,q)-formas. Podremos escribir cualquier (p,q)-forma como una
combinación lineal de estos elementos.

Expandamos cada tipo de deformación en elementos de su base de coho-
moloǵıa
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Ωb̄
cd δKāb̄ =

h(2,1)
∑

1

sα(x)wα
(2,1) (B.38)

δKab̄ =

h(1,1)
∑

1

tα(x)wα
(1,1) tα ∈ R (B.39)

Asumiendo eq.(B.2), los coeficientes sα(x) y tα(x) aparecen en la teoŕıa
en d = 4 como campos escalares sin masa, moduli.

Kähler moduli tα(x)

Parametrizan las deformaciones mixtas δKab̄ de la métrica. Alteran la
clase de Kähler de la variedad ya que alteran la forma de Kähler

J = iKab̄ dz
a ∧ dz̄b̄ −→ i(Kab̄ + δKab̄) dz

a ∧ dz̄b̄ (B.40)

Los Kähler moduli parametrizan la clase de Kähler de la forma de
Kähler.

moduli de estructura compleja sα(x)

Parametrizan las deformaciones puras δKāb̄ de la métrica por lo que
no alteran la forma de Kähler J . Al no alterar la forma de Kähler,
existirá un sistema de coordenadas en el que las componentes puras de
la métrica deformada se anulen. Pero bajo una transformación general
de coordenadas za → za + fa(z),

δKab −→ δKab −
∂f c

∂za
Kcb −

∂f c

∂zb
Kac (B.41)

quedando de manifiesto que un cambio de coordenadas que respete ho-
lomorficidad f = f(z) no va a eliminar las componentes puras de la
métrica deformada. Para conseguirlo hay que hacer un cambio de coor-
denadas que no respete holomorficidad y por definición la estructura
compleja de la variedad (atlas complejo).

Los moduli de estructura compleja parametrizan la estructura compleja
de la variedad.

En las compactificaciones más sencillas, los moduli Φ son escalares neu-
tros. Estos escalares son inconsistentes con los experimentos. Se acoplan
gravitacionalmente a la materia ordinaria con un rango caracteŕıstico R ∼
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O
(

1
mΦ

)

Para variedades de Kähler, los números Hodge h(p,q) y los de Betti br se
relacionan mediante: ∑

p+q=r

h(p,q) = br (B.42)

∑

p,q

(−1)p+q h(p,q) =
∑

r

(−1)rbr = X (K6) (B.43)

h(p,p) > 0 para p = 0, . . .m (B.44)

donde X es el número de Euler de K6 y m es la dimensión compleja de
la variedad (K6 → m = 3))

Además, los números Hodge h(p,q) no son todos independientes

h(p,q) = h(q,p) (B.45)

h(p,q) = h(m−q,m−p) (B.46)

Para el caso en que la variedad interna es CYm tenemos además las si-
guientes propiedades:

h(m,0) = h(0,m) = h(m−p,0) (B.47)

h(p,0) = h(0,m−p) (B.48)

h(p,0) = 0 para 0 < p < m (B.49)

Para el caso de CY3, los únicos numeros Hodge independientes son h(1,1) ≥
1 y h(2,1) ≥ 0 por lo que

X (CY3) = 2(h(1,1) − h(1,2)) (B.50)

y además existe la simetŕıa de espejo entre una variedad (X) y su variedad
espejo (X̃) por la cual

h(p,q)(X) = h(3−p,q)(X̃) (B.51)

con lo que ambas variedades se relacionan por un intercambio entre Kähler
moduli y moduli de estructura compleja

h(1,1)(X) = h(2,1)(X̃) (B.52)
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C. Parámetros de slow-roll para métricas hermı́ti-

cas

Podemos utilizar el potencial escalar V (z1, · · · z n
2 ; z̄1̄, · · · , z̄ n̄

2 ) ∈ R de la
teoŕıa SUGRA como función del espacio de funciones reales definidas sobre
la variedad compleja XC y aśı construir tensores que representen cantidades
medibles en experimentos como WMAP3.

C.1. Tensor gradiente (espacio cotangente): ǫ

Comentemos antes que nada que el espacio tangente y el cotangente de
XC tienen un mapping a través de la métrica y que las contracciones inva-
riantes (escalares) que calculemos no dependen de que estemos contrayendo
en un espacio u otro. Tras esto, podemos definir la contracción del vector
gradiente de V (velocidad cuadrática del potencial escalar)

DaV =
∂V

∂za
= Va ; DāV =

∂V

∂z̄ā
= Vā (C.1)

Entonces, como los dos argumentos de g[ ; ] son el mismo covector, se
cumple que

(gC)[z, z̄] ∈ R (C.2)

y obtenemos

g[▽V,▽V ] = gC[▽V, ▽̄V ] + gC[▽̄V ,▽V ] = 2 gC[▽V, ▽̄V ] = 2(gC)ab̄ VaVb̄

(C.3)
Podemos definir un parámetro ǫ ∈ R sin dimensiones que cuantifique esta

velocidad cuadrática y que esté normalizado

ǫ ≡ (M2
P )
g[▽V,▽V ]

2 V 2
(C.4)

• Si utilizamos la base compleja

g[▽V,▽V ] = 2(gC)ab̄ VaVb̄ (C.5)

resultando,

ǫ ≡ (M2
P )

(gC)ab̄ VaVb̄

V 2
(C.6)

• Si utilizamos la base real (sin extensión compleja)

DiV =
∂V

∂xi
= Vi (C.7)
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Entonces
g[▽V,▽V ] = (g)ij ViVj (C.8)

resultando,

ǫ ≡ (M2
P )

(g)ij ViVj

2 V 2
(C.9)

C.2. Tensor Hessiano (cotangente×cotangente): η

Vamos a desarrollar lo que seŕıa la expresión del Hessiano manifiestamen-
te covariante con una normalización igual que hicimos con el parámetro ǫ.

Para calcular el Hessiano, partiendo del gradiente (que es un tensor de
orden 1 covariante), hemos de calcular su derivada covariantizada

DbDaV = DbVa = ∂bVa − Γm
baVm (C.10)

Db̄DaV = Db̄Va = ∂b̄Va − Γm
b̄aVm (C.11)

DbDāV = DbVā = ∂bVā − Γm̄
bāVm̄ (C.12)

Db̄DāV = Db̄Vā = ∂b̄Vā − Γm̄
b̄āVm̄ (C.13)

Definamos las siguientes cantidades

2
c̄
a = (gC)c̄bDbDaV = Dc̄Va = (gC)c̄b (∂bVa − Γm

baVm) (C.14)

2
c
a = (gC)cb̄Db̄DaV = DcVa = (gC)cb̄

(
∂b̄Va − Γm

b̄aVm

)
(C.15)

2
c̄
ā = (gC)c̄bDbDāV = Dc̄Vā = (gC)c̄b (∂bVā − Γm̄

bāVm̄) (C.16)

2
c
ā = (gC)cb̄Db̄DāV = DcVā = (gC)cb̄

(
∂b̄Vā − Γm̄

b̄āVm̄

)
(C.17)

Podemos definir una matriz η ∈ C sin dimensiones que cuantifique esta
curvatura y que esté normalizada

η ≡ (M2
P )

2

V
(C.18)

• Si utilizamos la base compleja

(η)c̄
a ≡ (M2

P )
2

c̄
a

V
; (η)c

a ≡ (M2
P )

2
c
a

V
; (η)c̄

ā ≡ (M2
P )

2
c̄
ā

V
; (η)c

ā ≡ (M2
P )

2
c
ā

V
(C.19)

(η)c̄
a = [(η)c

ā]
∗ ; (η)c̄

ā = [(η)c
a]

∗ (C.20)
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⇒ Los autovalores de (η)c̄
a y (η)c

ā NO son invariantes frente a una trans-
formación compleja (QUE RESPETE HOLOMORFICIDAD) de coordena-
das complejas, ya que la transformación de uno de los ı́ndices es la INVERSA-
CONJUGADA del otro. Los autovalores de (η)c

a y (η)c̄
ā SÍ son invariantes.

Sólo para el subconjunto de las transformaciones REALES de coordenadas
complejas, los autovalores de las 4 matrices son independientes de la elección
de coordenadas complejas.

• Si utilizamos la base real (sin extensión compleja, η ∈ R)

2
i
j = (g)ikDkDjV = DiVj = (g)ik

(
∂kVj − Γm

kjVm

)
(C.21)

resultando

(η)i
j ≡ (M2

P )
2

i
j

V
(C.22)

⇒ Los autovalores de esta matriz SÍ son invariantes frente a una transfor-
mación real de coordenadas reales, ya que la transformación de uno de los
ı́ndices es la INVERSA del otro.

C.3. ǫ y η para gC ≡ (K) siendo hermı́tica y de Kähler

Ahora, para simplificar los parámetros ǫ y η, exigiremos, además de her-
miticidad, que gC = (K) sea una métrica hermı́tica y de Kähler. Esto no
simplifica la expresión de ǫ pero śı la de η ya que

Γm
b̄a = 0 ; Γm̄

bā = 0 ; Γm
ba = (K)mt̄ ∂(K)a,t̄

∂zb
; Γm̄

b̄ā = (K)m̄t ∂(K)ā,t

∂z̄b̄

(C.23)
Entonces, vemos que ahora

2
c̄
a = (K)c̄b

(

∂bVa − (K)mt̄ ∂(K)a,t̄

∂zb
Vm

)

(C.24)

2
c
a = (K)cb̄ (∂b̄Va) (C.25)

2
c̄
ā = (K)c̄b (∂bVā) (C.26)

2
c
ā = (K)cb̄

(

∂b̄Vā − (K)m̄t ∂(K)ā,t

∂z̄b̄
Vm̄

)

(C.27)

Recordando la definición de la matriz η

η ≡ (M2
P )

2

V
(C.28)
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• Si utilizamos la base compleja

(η)c̄
a ≡ (M2

P )
2

c̄
a

V
; (η)c

a ≡ (M2
P )

2
c
a

V
; (η)c̄

ā ≡ (M2
P )

2
c̄
ā

V
; (η)c

ā ≡ (M2
P )

2
c
ā

V
(C.29)

• Si utilizamos la base real

2
i
j = (K)ikDkDjV = DiVj = (K)ik

(
∂kVj − Γm

kjVm

)
(C.30)

resultando

(η)i
j ≡ (M2

P )
2

i
j

V
(C.31)

Recordando la definición de ǫ

ǫ ≡ (M2
P )
g[▽V,▽V ]

2 V 2
(C.32)

• Si utilizamos la base compleja

K[▽V,▽V ] = 2(K)ab̄ VaVb̄ (C.33)

resultando,

ǫ ≡ (M2
P )

(K)ab̄ VaVb̄

V 2
(C.34)

• Si utilizamos la base real

DiV =
∂V

∂xi
= Vi (C.35)

Entonces
K[▽V,▽V ] = (K)ij ViVj (C.36)

resultando,

ǫ ≡ (M2
P )

(K)ij ViVj

2 V 2
(C.37)
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D. Ecuaciones de movimiento para un con-

junto de campos reales con métrica FRW

En este apartado vamos a considerar resultados generales para un con-
junto de campos escalares reales ϕ′s presentes en el Lagrangiano de la teoŕıa.
Estos resultados los utilizaremos para las componentes reales (a excepción
de la dirección plana Θ) del modelo que hemos planteado

t , |m| , |χ| , ϕnp , Ω (D.1)

La idea es ver que, tras resolver las ecuaciones de movimiento, conse-
guimos estar en régimen inflacionario siendo el campo |χ| el que hace de
inflatón.

D.1. Acción gravitacional y acción de materia

Partiendo de la acción gravitacional pura,

SG =
1

κ

∫

dx4√g R (D.2)

donde R(x) = gµνRµν y considerando transformaciones de la métrica gµν −→
gµν + δgµν obtenemos una variación de la acción

δSG = −1

κ

∫

dx4√g







Gλǫ

︷ ︸︸ ︷

Rλǫ − 1

2
gλǫR






δgλǫ = −1

κ

∫

dx4√g Gλǫδgλǫ (D.3)

Luego, la ecuación que encontramos para el caso de gravedad pura es

δSG

δgµν
= 0 =⇒ Gµν = 0 (D.4)

Cuando incorporamos materia a la estructura espacio-temporal, ésta se
acopla a la métrica, modificando aśı la ecuación de Einstein que hab́ıamos
deducido anteriormente.

Partiendo de

SM =

∫

dx4√g
[
λKij g

ρσ (∂ρϕ
i) (∂σϕ

j) − V (ϕ)
]

(D.5)
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y calculando la variación de la acción bajo transformaciones gµν −→ gµν +
δgµν , obtenemos

δSM =
1

2

∫

dx4√g
[
gµν
[
λKij g

ρσ (∂ρϕ
i) (∂σϕ

j) − V (ϕ)
]
− 2 λKijg

ρµgσν(∂ρϕ
i)(∂σϕ

i)
]
(δgµν)

(D.6)

Atendiendo a la definición general del tensor enerǵıa momento

δSM =
1

2

∫

dx4√g T µν(δgµν) (D.7)

podemos identificar

T µν = gµν
[
λKij g

ρσ (∂ρϕ
i) (∂σϕ

j) − V (ϕ)
]
− 2 λKijg

ρµgσν(∂ρϕ
i)(∂σϕ

i)
(D.8)

Si lo queremos con los ı́ndices abajo, hemos de multiplicar por gλµgǫν

Tλǫ = gλǫ

[
λKij g

ρσ (∂ρϕ
i) (∂σϕ

j) − V (ϕ)
]
− 2 λKij(∂λϕ

i)(∂ǫϕ
i) (D.9)

donde hemos utilizado gρµgλµ = δ
ρ
λ

Para tener la acción total

S = SG + SM =⇒ δS = δSG + δSM (D.10)

Esto es

δS =

∫

dx4√g
[

−1

κ
Rµν +

1

2κ
gµνR +

1

2
T µν

]

(δgµν) (D.11)

Lo que nos lleva a la ecuación de Einstein en presencia de materia

δSG

δgµν
= 0 =⇒ Gµν =

κ

2
T µν (D.12)

D.2. Ecuación de movimieto para la materia

Una vez que conocemos la acción para la materia, podemos obtener su
ecuación de movimiento a partir del principio de mı́nima acción, esto es, las
ecuaciones de Euler-Lagrange.

SM =

∫

dx4LM =

∫

dx4√g
[
λKij g

µν (∂µϕ
i) (∂νϕ

j) − V (ϕ)
]

(D.13)
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entonces
LM =

√
g
[
λKij g

µν (∂µϕ
i) (∂νϕ

j) − V (ϕ)
]

(D.14)

Vamos a obtener la ecuación de movimiento:

•∂LM

∂ϕk
=

√
g

[

λ gµν ∂Kij

∂ϕk
(∂µϕ

i) (∂νϕ
j) − ∂V (ϕ)

∂ϕk

]

(D.15)

• ∂LM

∂(∂σϕk)
=

√
g λ gµν Kij

[
δσ
µδ

i
k(∂νϕ

j) + (∂µϕ
i)δσ

ν δ
j
k

]
=

=
√
g λ
[
gσνKkj(∂νϕ

j) + gµσKik(∂µϕ
i)
]

(D.16)

•∂σ

(
∂LM

∂(∂σϕk)

)

= (∂σ
√
g)λ

[
gσνKkj(∂νϕ

j) + gµσKik(∂µϕ
i)
]
+ (D.17)

+
√
g λ

[

(∂σg
σν)Kkj(∂νϕ

j) + gσν ∂Kkj

∂ϕi
(∂σϕ

i) (∂νϕ
j) + gσνKkj(∂σ∂νϕ

j)+

+ (∂σg
µσ)Kik(∂µϕ

i) + gµσ ∂Kik

∂ϕj
(∂σϕ

j) (∂µϕ
i) + gµσKik(∂σ∂µϕ

i)

]

Podemos renombrar los ı́ndices mudos de tal manera que se vea más clara-
mente la estructura de la ecuación de movimiento. Lo único que asumiremos
en este paso es que la métrica gµν es simétrica:

∂σ

(
∂LM

∂(∂σϕk)

)

− ∂LM

∂ϕk
= 0 (D.18)

Veamos,

• (∂σ
√
g)λ (Kkm +Kmk)g

σµ(∂µϕ
m) +

√
gλ [ (Kkm +Kmk) 2ϕm +

+ (∂σg
σµ)(Kkm +Kmk)(∂µϕ

m) + 2
1

2

[
∂Kik

∂ϕj
+
∂Kkj

∂ϕi
− ∂Kij

∂ϕk

]

gµν(∂µϕ
i) (∂νϕ

j) +

+
1

λ

∂V (ϕ)

∂ϕk

]

= 0 (D.19)

Ahora vamos a suponer que la métrica Kij es simétrica

• (∂σ
√
g)λ 2Kkmg

σµ(∂µϕ
m) +

√
gλ [ 2Kkm 2ϕm + (∂σg

σµ) 2Kkm(∂µϕ
m) +

+ 2
1

2

[
∂Kki

∂ϕj
+
∂Kkj

∂ϕi
− ∂Kij

∂ϕk

]

gµν(∂µϕ
i) (∂νϕ

j) +
1

λ

∂V (ϕ)

∂ϕk

]

= 0 (D.20)
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Multiplicando a ambos lados por 1
2
Kqk y teniendo en cuenta que

KqkKkm = δq
m (D.21)

• (∂σ
√
g)λ gσµ(∂µϕ

q) +
√
gλ [ 2ϕq + (∂σg

σµ) (∂µϕ
q) + (D.22)

+
1

2
Kqk

[
∂Kki

∂ϕj
+
∂Kkj

∂ϕi
− ∂Kij

∂ϕk

]

︸ ︷︷ ︸

Γq
ij

gµν(∂µϕ
i) (∂νϕ

j) +
1

2 λ
Kqk ∂V (ϕ)

∂ϕk









= 0

Ahora bien, operando un poco

(∂σ
√
g) =

1

2

1√
g
(∂σg) =

√
g

1

2

1

g
(∂σg)

︸ ︷︷ ︸

Γǫ
ǫσ

=
√
g Γǫ

ǫσ (D.23)

Entonces, la ecuación de movimiento reza

√
gλ

[

2ϕq + [(∂σg
σµ) + Γǫ

ǫσ g
σµ] (∂µϕ

q) + Γq
ij g

µν(∂µϕ
i) (∂νϕ

j) +
1

2 λ
Kqk ∂V (ϕ)

∂ϕk

]

= 0

(D.24)

o lo que es lo mismo26

2ϕq + [(∂σg
σµ) + Γǫ

ǫσ g
σµ] (∂µϕ

q) + Γq
ij g

µν(∂µϕ
i) (∂νϕ

j) +
1

2 λ
Kqk ∂V (ϕ)

∂ϕk
= 0

(D.25)

Para llegar a este resultado lo único que hemos asumido es que tanto la
métrica del espacio-tiempo gµν , como la métrica de Kähler Kij son simétri-
cas.

D.3. Métrica de FRW en coordenadas comóviles

Reescalamos el tiempo de tal manera que g00 = +1

26En la ecuación Γα
βδ es la conexión af́ın espacio-temporal mientras que Γq

ij es la conexión
de Kähler.
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Elegimos unas coordenadas espaciales tal que no haya términos dt dxi

en ds2

Entonces,
ds2 = dt2 − a2(t) γij(~x) dx

i dxj (D.26)

Vamos a ver las cantidades geométricas que aparecerán utilizando esta
elección de coordenadas

Γt
tt = 0 ; Γn

nt =
a′(t)

a(t)
(D.27)

G00 = 3

(
a′(t)

a(t)

)2

; Gmn = −
(
a′(t)2 + 2 a(t)a′′(t)

)
γmn (D.28)

donde γmn = diag
(

1
1−K r2 , r

2, r2sen2(θ)
)
.

Si suponemos los campos homogéneos, esto es, en todos los puntos del
espacio tridimensional de cada sección espacial, el campo toma es mismo
valor para un instante del tiempo,

ϕq = ϕq(t) (D.29)

la ecuación de movimiento se simplifica bastante

g0 0 = +1 (D.30)

[(∂σg
σµ) + Γǫ

ǫσ g
σµ] (∂µϕ

q) ⇒
[
(∂0g

0 0) + Γǫ
ǫ 0 g

00
]

(∂0ϕ
q) = 3

(
∂ta(t)

a(t)

)

∂tϕ(t)q

(D.31)

Entonces

∂2
t ϕ

q + 3

(
∂ta(t)

a(t)

)

∂tϕ
q + Γq

ij (∂tϕ
i) (∂tϕ

j) +
1

2 λ
Kqk ∂V (ϕ)

∂ϕk
= 0

(D.32)

Si resolvemos las ecuaciones de Einstein para ver cómo evoluciona la
métrica de Minkowski (toda la información está en el factor de escala)
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Componente (0, 0) =⇒ G0 0 = κ
2
T0 0

G0 0 = 3

(
∂ta(t)

a(t)

)2

(D.33)

T0 0 = −
[
λKij (∂tϕ

i) (∂tϕ
j) + V (ϕ)

]
(D.34)

Entonces

(
∂ta(t)

a(t)

)2

= −κ
6

[
λKij (∂tϕ

i) (∂tϕ
j) + V (ϕ)

]
(D.35)

Componente (m,n) =⇒ Gm n = κ
2
Tm n

Gm n = −
[
(∂ta(t))

2 + 2 (∂2
t a(t)) a(t)

]
γmn (D.36)

Tm m = −a2(t) γm n

[
λKij (∂tϕ

i) (∂tϕ
j) − V (ϕ)

]
(D.37)

si además utilizamos el resultado anterior

(
∂ta(t)

a(t)

)2

= −κ
6

[
λKij (∂tϕ

i) (∂tϕ
j) + V (ϕ)

]
(D.38)

obtenemos

(
∂2

t a(t)

a(t)

)

=
κ

6

[
2 λKij (∂tϕ

i) (∂tϕ
j) − V (ϕ)

]
(D.39)

D.4. Número de e-folds y coordenadas espaciales comóvi-

les

Haciendo un cambio t −→ Ne(t) tal que

a(t) −→ eNe(t) (D.40)

H =
dNe(t)

dt
−→ e−A[t(Ne)] (D.41)

podemos rehacerlo todo con la métrica expresada en función del número de
e-folds y suponiendo de nuevo homogeneidad

ds2 = e2A(Ne)dN2
e − e2Ne γij(~x) dx

i dxj (D.42)
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Vamos a ver las cantidades geométricas que aparecerán utilizando esta
elección de coordenadas

ΓNe

NeNe
= A′(Ne) ; Γn

nNe
= 1 (D.43)

G00 = 3 ; Gmn = e2[Ne−A(Ne)](2A′(Ne) − 3)γmn (D.44)

donde γmn = diag
(

1
1−K r2 , r

2, r2sen2(θ)
)
.

g0 0 = e−2A(Ne) −→ ∂Neg
00 = −2 (∂NeA) g00 (D.45)

[(∂σg
σµ) + Γǫ

ǫσ g
σµ] (∂µϕ

q) ⇒
[
(∂0g

0 0) + Γǫ
ǫ 0 g

00
]

(∂0ϕ
q) = e−2A(Ne)(3 − ∂NeA) (∂Neϕ

q)

(D.46)

Entonces, sacando factor común g00 en el lado izquierdo de la ecuación

∂2
Ne
ϕq + (3 − ∂NeA) ∂Neϕ

q + Γq
ij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j) +

1

2 λ
e2A(Ne)Kqk ∂V (ϕ)

∂ϕk
= 0

(D.47)

Si resolvemos las ecuaciones de Einstein para ver cómo evoluciona la
métrica de Minkowski (toda la información está en A(Ne))

Componente (0, 0) =⇒ G0 0 = κ
2
T0 0

G0 0 = 3 (D.48)

T0 0 = −
[
λKij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j) + e2A(Ne)V (ϕ)

]
(D.49)

Entonces

3 = −κ
2

[
λKij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j) + e2A(Ne)V (ϕ)

]
(D.50)

de donde podemos extraer

V (ϕ) = −e−2A(Ne)

[
6

κ
+ λKij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j)

]

(D.51)
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Componente (m,n) =⇒ Gm n = κ
2
Tm n

Gm n = e2[Ne−A(Ne)](2 ∂NeA(Ne) − 3) γmn (D.52)

Tm m = (−e2Ne γmn)
[
λKij e

−2A(Ne) (∂Neϕ
i) (∂Neϕ

j) − V (ϕ)
]

(D.53)

Entonces

(2 ∂NeA(Ne) −3) = −κ
2

[
λKij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j) − e2A(Ne)V (ϕ)

]
(D.54)

Si además utilizamos el resultado anterior para la componente (0, 0),
obtenemos

∂NeA(Ne) = −κ
2
λKij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j) (D.55)

Sustituyendo directamente en la ecuación de movimiento

• ∂2
Ne
ϕq +

[

3 +
κ

2
λKij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j)
]

∂Neϕ
q + Γq

ij (∂Neϕ
i) (∂Neϕ

j) −

− 1

2 λ
Kqk 1

V (ϕ)

(
∂V (ϕ)

∂ϕk

)[
6

κ
+ λKij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j)

]

= 0 (D.56)

o lo que es lo mismo

• ∂2
Ne
ϕq +

[

1 +
λκ

6
Kij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j)

] [

3 ∂Neϕ
q − 3

λκ
Kqk 1

V (ϕ)

(
∂V (ϕ)

∂ϕk

)]

+

+ Γq
ij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j) = 0 (D.57)

Para que todo sea consistente, λ y κ han de tener signos opuestos y para
que además sea consistente con tener una métrica tipo (+,−,−,−) →
g00 > 0, κ < 0. En realidad los que determina las cosas es el producto
λκ.

Un criterio es
κ = −2 (D.58)

λ =
1

2
(D.59)

Resultando en unidades de la masa de Planck reducida (Mpl → 1)

• ∂2
Ne
ϕq +

[

1 − 1

6
Kij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j)

] [

3 ∂Neϕ
q + 3Kqk 1

V (ϕ)

(
∂V (ϕ)

∂ϕk

)]

+

+ Γq
ij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j) = 0 (D.60)

92



D.5. Espectro de potencias P (k) e ı́ndice espectral ns

Por último vamos a obtener expresiones generales para el P (k) sin apro-
ximación de ningún tipo y en la aproximación de slow roll.

P (k) =
1

50π2

(
H4

Lkin

)

(D.61)

donde para el caso FRW y en coordenadas comóviles (con el número de
e-folds)

H = e−A(Ne) (D.62)

Lkin = λKij (∂Neϕ
i) (∂Neϕ

j) (D.63)

Si suponemos que los campos son homogéneos, obtenemos

P (k) =
1

50π2

(
e−2A(Ne)

λKij (∂Neϕ
i) (∂Neϕ

j)

)

(D.64)

Utilizando la ecución de Einstein para la componente (0,0), obtenemos

P (k) =
1

150π2

V
−2
κ

[λKij (∂Neϕ
i) (∂Neϕ

j)] − 1
3
[λKij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j)]2

(D.65)
Si asumimos slow-roll, esto es, despreciamos los términos de aceleración

y las velocidades cuadráticas de los campos en las ecuaciones de movimiento

∂Neϕ
q =

1

λκ
Kqk 1

V (ϕ)

(
∂V (ϕ)

∂ϕk

)

(D.66)

obtenemos

λKij (∂Neϕ
i) (∂Neϕ

j) =
1

λκ2

1

V 2
Kmn VmVn =

1

λκ2
2 ǫ (D.67)

Entonces

P (k) =
1

150π2

V
−4
λκ3 ǫ− 4

3
1

λ2κ4 ǫ2
(D.68)

Si mantenemos el criterio de κ = −2 y λ = 1
2

obtenemos (en unidades de
masa de Planck reducida)

P (k) =
1

150π2

V

ǫ− 1
3
ǫ2

(D.69)
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Esto es asumiendo slow-roll . Si no lo asumimos y mantenemos el cri-
terio de las constantes,

P (k) =
1

150π2

V
[

1
2
Kij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j)
]
− 1

3

[
1
2
Kij (∂Neϕ

i) (∂Neϕ
j)
]2 (D.70)

La cantidad que utilizaremos como cota experimental es el ı́ndice espec-
tral, el cual se defiene como

ns = 1 +
dLn(P (k))

dLn(k)
(D.71)

En el régimen inflacionario, Ln(k) ∼ Ne, con lo que

ns ≃ 1 +
dLn(Pk(Ne))

dNe

(D.72)
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E. Potencial generado dinámicamente para n

condensados y un modulus T

Vamos a considerar la presencia de n condensados de squarks asociados a
n grupos gauge SU(Nα) existentes en el grupo de simetŕıa gauge de la teoŕıa

G =

[
n∏

α=1

SU(Nα)

]

× UX(1) (E.1)

donde el ı́ndice α corre sobre los distintos grupos SU(Nα).

El superpotencial total de la teoŕıa tendrá una contribución con origen
en flujos y una suma de superpotenciales no perturbativos generados dinámi-
camente debido al regimen de confinamiento en el infrarrojo de los grupos
gauge SU(Nα)

W = W0 +
n∑

α=1

W np
α (E.2)

que reescribiremos de una forma más compacta como

W =

n∑

α=0

Wα (E.3)

donde W0 es el superpotencial que aparece al considerar flujos.

Si escribimos el contenido de materia como campos escalares complejos
que poseen dos ı́ndices, α que designa el grupo gauge SU en el que el campo
se transforma en la fundamental (siendo singlete para el resto de los grupos
SU) y iα que designa el número de familias (réplicas de flavours) que posee
el α− ésimo grupo SU, llegamos a un Kahler de la forma

K = −3Log
(
T + T †)+

(
φ†)αiα

(φ)αiα
+
(

φ
†)αiα (

φ
)

αiα
(E.4)

donde α = 1, . . . n y iα = 1, . . .Nfα Entonces

W = W0 +
n∑

α=1

Wα

(

(φ)αiα
,
(
φ
)

αiα
, T
)

(E.5)
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Utilizando la expresión del superpotencial no perturbativo generado dinámi-
camente para un único condensado de squarks, podemos generalizarla impo-
niendo ı́ndices como

Wα|α6=0 = (Nα −Nfα)

(

1
∏Nfα

iα=1

(
φφ
)

αiα

) 1
Nα−Nfα

e−CαT (E.6)

donde Cα =
4πKNα

Nα−Nfα

Ahora bien, como estamos en la fase confinante, sabemos que 〈φαiα〉 =
〈
φαiα

〉
lo que se traduce en

K = −3Log
(
T + T †)+ 2

(
φ†)αiα

(φ)αiα
(E.7)

Redefiniremos (normalización) los campos de tal manera que no arrastre-
mos el factor 2 durante todo el cálculo. Esto tiene consecuencias en la forma
del superpotencial generado dinámicamente y en el cálculo de los D-términos
que veremos al final. La redefinición que hacemos es

φ =⇒ ϕ√
2

(E.8)

lo que hace que el superpotencial resulte ahora, para el caso de flavours
degenerados en cada grupo gauge que es el que nos interesa,

W = W0 +

n∑

α=1

Wα ((ϕ)α , T ) (E.9)

con

Wα|α6=0 = (Nα −Nfα)

(
2Nfα

(ϕ2
α)Nfα

) 1
Nα−Nfα

e−CαT (E.10)

E.1. F-términos para el caso G = [
∏n

α=1 SU(Nα)]×UX(1)

Vamos a hacer un análisis sistemático de todos los moduli que tenemos
en la teoŕıa. Para ello, utilizaremos las siguientes cantidades

•∂W
∂T

=

n∑

α=1

∂Wα

∂T
=

n∑

α=1

(−Cα)Wα (E.11)

• ∂W

∂(ϕαiα)
=

n∑

β=1

∂Wβ

∂ϕαiα

=

( −2

(Nα −Nfα)

)
1

ϕαiα

Wα (E.12)

96



modulus T

DTW =
∂W

∂T
+KTW =

n∑

α=1

(−Cα)Wα +KT

(

W0 +
n∑

α=1

Wα

)

=

= KTW0 +
n∑

α=1

(KT − Cα)Wα = KTW0 +
n∑

α=1

χα
TWα =

=

n∑

α=0

χα
TWα (E.13)

donde χα
T = KT − Cα y C0 = 0.

moduli ϕαiα

D(ϕαiα )W =
∂W

∂(ϕαiα)
+K(ϕαiα )W =

=

( −2

(Nα −Nfα)

)
1

ϕαiα

Wα +K(ϕαiα )

(

W0 +
n∑

β=1

Wβ

)

=

=
n∑

β=1

( −2

(Nβ −Nfβ
)

)
δβ
α

ϕβiβ

Wβ +K(ϕαiα )

(

W0 +
n∑

β=1

Wβ

)

=

= Kϕαiα
W0 +

n∑

β=1

(

Kϕαiα
+

( −2

(Nβ −Nfβ
)

)
δβ
α

ϕβiβ

)

Wβ =

= Kϕαiα
W0 +

n∑

β=1

χβ
ϕαiα

Wβ =

=
n∑

β=0

χβ
ϕαiα

Wβ (E.14)

donde

χβ
ϕαiα

=

(

Kϕαiα
+

( −2

(Nβ −Nfβ
)

)
δβ
α

ϕβiβ

)

(E.15)

Entonces, hemos llegado a las expresiones compactas

DTW =

n∑

β=0

χ
β
TWβ (E.16)

D(ϕαiα )W =

n∑

β=0

χβ
ϕαiα

Wβ (E.17)
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El potencial escalar debido a F-términos es

VF = eK



(K−1)TT † |DTW |2 +
n∑

α=1

Nfα∑

iα=1

(K−1)ϕαiαϕ†
αiα

|Dϕαiα
W |2 − 3|W |2





(E.18)

Tenemos que calcular de forma general

|DTW |2 =
n∑

γ=0

n∑

δ=0

χ
γ
T χ†δ

T †WγW
†
δ (E.19)

|D(ϕαiα )W |2 =
n∑

γ=0

n∑

δ=0

χγ
ϕαiα

χ†δ

ϕ†
αiα
WγW

†
δ (E.20)

|W |2 =
n∑

γ=0

n∑

δ=0

WγW
†
δ (E.21)

Si pasamos a polares Wσ = |W |eiθσ

|DTW |2 =

n∑

γ=0

n∑

δ=0

χ
γ
T χ†δ

T †|Wγ ||Wδ|ei(θγ−θδ) (E.22)

|D(ϕαiα)W |2 =
n∑

γ=0

n∑

δ=0

χγ
ϕαiα

χ†δ
ϕ†

αiα
|Wγ||Wδ|ei(θγ−θδ) (E.23)

|W |2 =

n∑

γ=0

n∑

δ=0

|Wγ||Wδ|ei(θγ−θδ) =

=

n∑

σ=0

|Wσ|2 +

n∑

γ<δ

2 cos(θγ − θδ)|Wγ||Wδ| (E.24)

donde

θα =
−2

Nα −Nfα



2πkNατ +

Nfα∑

iα=1

ϑαiα



 (E.25)

Estamos haciendo
ϕαiα = |ϕαiα| eiϑαiα (E.26)
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T = t+ iτ (E.27)

Estas expresiones son para el caso más general que podemos tener.
Veamos de forma expĺıcita

KT =
−3

(T + T †)
= KT † (E.28)

KTT † =
3

(T + T †)2
(E.29)

K(ϕαiα ) = (ϕαiα)† ; K(ϕ†
αiα

) = (ϕαiα) (E.30)

K(ϕαiα )(ϕ†
αiα

) = 1 (E.31)

Teniendo en cuenta que kNα ∈ R → Cζ = C∗
ζ → χσ

T = χ†σ
T † vemos que

χ
γ
T χ†δ

T † = χδ
T χ†γ

T † (E.32)

con lo que podemos escribir un coseno en la expresión de DTW debido a
la simetŕıa.

|DTW |2 =

n∑

σ=0

(χσ
T )2|Wσ|2 +

n∑

γ<δ

2 χγ
T χδ

T cos(θγ − θδ)|Wγ||Wδ| (E.33)

|D(ϕαiα )W |2 =
n∑

γ=0

n∑

δ=0

χγ
ϕαiα

χ†δ
ϕ†

αiα
|Wγ||Wδ|ei(θγ−θδ) (E.34)

=

n∑

σ=0

|χσ
ϕαiα

|2|Wσ|2 +

n∑

γ 6=δ

χγ
ϕαiα

χ†δ

ϕ†
αiα

|Wγ||Wδ|ei(θγ−θδ)

|W |2 =
n∑

σ=0

|Wσ|2 +
n∑

γ<δ

2 cos(θγ − θδ)|Wγ||Wδ| (E.35)

Si utilizamos la forma expĺıcita del Kahler obtenemos

|DTW |2 =
n∑

σ=0

(KT − Cσ)2|Wσ|2 +
n∑

γ<δ

2
(
(KT − Cγ)(KT − Cδ)

)
cos(θγ − θδ)|Wγ||Wδ|

(E.36)
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|D(ϕαiα )W |2 =

n∑

σ=0

(

|K(ϕαiα )|2 +
4

(Nσ −Nfσ)2

δσ
α

|ϕσiσ |2
−

− 2 δσ
α

(Nσ −Nfσ)

(

K(ϕαiα )

(ϕ†
σiσ

)
+
K(ϕ†

αiα
)

(ϕσiσ)

))

|Wσ|2 +

+

n∑

γ 6=δ

(

|K(ϕαiα )|2 +
4

(Nγ −Nfγ )(Nδ −Nfδ
)

δγ
αδ

δ
α

(ϕγiγ )(ϕ
†
δiδ

)
−

− 2

(

δγ
α

(Nγ −Nfγ )

K(ϕαiα )

(ϕ†
γiγ

)
+

δδ
α

(Nδ −Nfδ
)

K(ϕ†
αiα

)

(ϕδiδ)

))

ei(θγ−θδ)|Wγ ||Wδ| =

= |K(ϕαiα )|2
n∑

σ=0

|Wσ|2 +
4

(Nα −Nfα)2

1

|ϕαiα |2
|Wα|2 −

4

(Nα −Nfα)
|Wα|2 +

+ |K(ϕαiα )|2
n∑

γ<δ

2cos(θγ − θδ)|Wγ||Wδ| −

− 2

(Nα −Nfα)
|Wα|

∑

σ 6=α

2cos(θσ − θα)|Wσ| (E.37)

Entonces ya tenemos todo para construir VF para nuestro caso general

VF = eK



(K−1)TT † |DTW |2 +
n∑

α=1

Nfα∑

iα=1

(K−1)ϕαiαϕ†
αiα

|Dϕαiα
W |2 − 3|W |2



 =

= e

„

−3log(2t)+
Pn

α=1

PNfα
iα=1 |ϕαiα |2

« [(
4 t2

3

)( n∑

σ=0

((−3

2t

)

− Cσ

)2

|Wσ|2 +

+

n∑

γ<δ

2

(((−3

2t

)

− Cγ

)((−3

2t

)

− Cδ

))

cos(θγ − θδ)|Wγ||Wδ|
)

+

+

n∑

α=1

Nfα∑

iα=1

(

|ϕαiα|2
n∑

σ=0

|Wσ|2 +
4

(Nα −Nfα)2

1

|ϕαiα|2
|Wα|2−

− 4

(Nα −Nfα)
|Wα|2 + |ϕαiα |2

n∑

γ<δ

2cos(θγ − θδ)|Wγ ||Wδ|− (E.38)

− 2

(Nα −Nfα)
|Wα|

∑

σ 6=α

2cos(θσ − θα)|Wσ|
)

−
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− 3

(
n∑

σ=0

|Wσ|2 +

n∑

γ<δ

2 cos(θγ − θδ)|Wγ||Wδ|
)]

donde para el caso de flavours degenerados en cada grupo gauge

Wα|α6=0 = (Nα −Nfα)

(
2Nfα

(ϕ2
α)Nfα

) 1
Nα−Nfα

e−Cαt eiθα (E.39)

θα =
−2

Nα −Nfα

[2πkNατ +Nfαϑα] (E.40)

Cα =
4πkNα

Nα −Nfα

(E.41)

Estamos haciendo
ϕα = |ϕα| eiϑα (E.42)

T = t+ iτ (E.43)

Vemos que, para el caso de que cada grupo esté degenerado, el número
de fases que tendremos es n(n+1)

2
.
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• Caso n = 1 con los flavours degenerados

A =
eNf1

|ϕ1|2

8t3
Nf1 |ϕ1|2|W0|2 (E.44)

B =
eNf1

|ϕ1|2

8t3

(
2Nf1

|ϕ1|2Nf1

) 2
N1−Nf1

e
−

8πkN1
N1−Nf1

[
(8πkN1t)

2

3
+ (16πkN1t)(N1 −Nf1)+

+
Nf1

|ϕ1|2
(
|ϕ1|2(N1 −Nf1) − 2

)2
]

(E.45)

C =
eNf1

|ϕ1|2

8t3

(
2Nf1

|ϕ1|2Nf1

) 1
N1−Nf1

e
−

4πkN1
N1−Nf1 2 |W0|

[
8πkN1t+Nf1 |ϕ1|2(N1 −Nf1) − 2Nf1

]

(E.46)

• Caso n = 2 con los flavours degenerados

A =
eNf1

|ϕ1|2+Nf2
|ϕ2|2

8t3
(
Nf1 |ϕ1|2 +Nf2|ϕ2|2

)
|W0|2 (E.47)

B =
eNf1

|ϕ1|2+Nf2
|ϕ2|2

8t3

(
2Nf1

|ϕ1|2Nf1

) 2
N1−Nf1

e
−

8πkN1
N1−Nf1

[
(8πkN1t)

2

3
+ (16πkN1t)(N1 −Nf1)+

+
Nf1

|ϕ1|2
(
|ϕ1|2(N1 −Nf1) − 2

)2
+ (N1 −Nf1)

2Nf2 |ϕ2|2
]

(E.48)

C =
eNf1

|ϕ1|2+Nf2
|ϕ2|2

8t3

(
2Nf2

|ϕ2|2Nf2

) 2
N2−Nf2

e
−

8πkN2
N2−Nf2

[
(8πkN2t)

2

3
+ (16πkN2t)(N2 −Nf2)+

+
Nf2

|ϕ2|2
(
|ϕ2|2(N2 −Nf2) − 2

)2
+ (N2 −Nf2)

2Nf1 |ϕ1|2
]

(E.49)

D =
eNf1

|ϕ1|2+Nf2
|ϕ2|2

8t3

(
2Nf1

|ϕ1|2Nf1

) 1
N1−Nf1

e
−

4πkN1
N1−Nf1 2 |W0| [(8πkN1t)+

+ (N1 −Nf1)(Nf1|ϕ1|2 +Nf2|ϕ2|2) − 2Nf1

]
(E.50)
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F =
eNf1

|ϕ1|2+Nf2
|ϕ2|2

8t3

(
2Nf2

|ϕ2|2Nf2

) 1
N2−Nf2

e
−

4πkN2
N2−Nf2 2 |W0| [(8πkN2t)+

+ (N2 −Nf2)(Nf1 |ϕ1|2 +Nf2 |ϕ2|2) − 2Nf2

]
(E.51)

G =
eNf1

|ϕ1|2+Nf2
|ϕ2|2

8t3

(
2Nf1

|ϕ1|2Nf1

) 1
N1−Nf1

e
−

4πkN1
N1−Nf1

(
2Nf2

|ϕ2|2Nf2

) 1
N2−Nf2

e
−

4πkN2
N2−Nf2 2 ·

· [(8πkN1t)(N2 −Nf2) + (8πkN2t)(N1 −Nf1)+

+ (N1 −Nf1)(N2 −Nf2)(Nf1|ϕ1|2 +Nf2|ϕ2|2)−

− 2Nf1(N2 −Nf2) − 2Nf2(N1 −Nf1) +
(8πt)2kN1kN2

3

]

(E.52)

Entonces, para estos dos casos que son los que nos interesan

Caso n = 1
VF = (A+B) + C cos(θ0 − θ1) (E.53)

Caso n = 2

VF = (A+B + C) +D cos(θ0 − θ1) + F cos(θ0 − θ2) +G cos(θ1 − θ2)
(E.54)

E.2. D-términos para el caso G = [
∏n

α=1 SU(Nα)]×UX(1)

Vamos a suponer que cada campo de materia transformándose en la fun-
damental de SU(Nα) es singlete de SU(Nβ)|β 6=α y que el modulus T no se
transforma bajo ninguno de los SU(Nα) ∀α.

Además, como los grupos gauge están en la fase confinante (I.R), vimos
que 〈φαiα〉 =

〈
φαiα

〉
, lo que hace que, al transformarse en las representaciones

fundamental y antifundamental (respectivamente), no se generen D-términos
para los SU(Nα).

Todo queda pues a calcular los D-términos que genere el UX(1) anómalo
de la teoŕıa, bajo el cual, todos los campos (incluido el modulus T ) están
cargados

D = DX = −i





n∑

α=1

Nfα∑

iα=1

K(φαiα )η
X
(φαiα ) +KTη

X
T



 (E.55)
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Ahora bien, como el UX(1) no transforma ϕαiα y ϕαiα con cargas opues-
tas, habrá que tener en cuenta que el Kahler a tener en cuenta NO es

K = −3Log
(
T + T †)+ 2

(
φ†)αiα

(φ)αiα
(E.56)

sino

K = −3Log
(
T + T †)+

(
φ†)αiα

(φ)αiα
+
(

φ
†)αiα (

φ
)

αiα
(E.57)

Definiremos la transformación de los campos bajo el UX(1) como

ηX
(φαiα ) = iq(αiα)φ(αiα) (E.58)

ηX
(φαiα

)
= iq(αiα)φ(αiα) (E.59)

ηX
T = i

δGS

2
(E.60)

Los D-términos que tenemos son

D(φαiα ) = −iK(φαiα )η
X
(φαiα ) = q(αiα)|φ(αiα)|2 (E.61)

D(φαiα
) = −iK(φαiα

)η
X
(φαiα

)
= q(αiα)|φ(αiα)|2 (E.62)

DT = −iKT η
X
T =

(
1

2

)(−3δGS

2t

)

(E.63)

Entonces

VD =
1

2

1

Re {fx}
D2 =

π

kxt





n∑

α=1

Nfα∑

iα=1

q(αiα)|φ(αiα)|2 + q(αiα)|φ(αiα)|2 −
(

1

2

)(
3δGS

2t

)




2

(E.64)
y como 〈φαiα〉 =

〈
φαiα

〉
,

VD =
π

kxt





n∑

α=1

Nfα∑

iα=1

(q(αiα) + q(αiα))|φ(αiα)|2 −
(

1

2

)(
3δGS

2t

)




2

(E.65)

Haciendo de nuevo el cambio de variable (normalización) que hicimos en
el cálculo de los F-términos φ =⇒ ϕ√

2
, obtenemos la expresión definitiva de
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los D-términos como expresión de los mismos campos que teńıamos en los
F-términos

VD =
π

4kxt





n∑

α=1

Nfα∑

iα=1

(q(αiα) + q(αiα))|ϕ(αiα)|2 −
(

3δGS

2t

)




2

(E.66)
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