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1 M�etri
as realesSea una variedad real X y sea su m�etri
a (g)ij (real) un tensor (0; 2), queapli
a de forma lineal sobre la base n ��xi 
 ��xj o de tensores (2; 0) o sobre eldoble produ
to n ��xio
 n ��xj o de bases (1; 0) (que a
tuan sobre el espa
io defun
iones reales): g = (g)ij dxi 
 dxjg[T(2;0)℄ = (g)ijT ijg[P(1;0); Q(1;0)℄ = (g)ijP iQjA la apli
a
i�o g sobre el produ
to de bases (1; 0)
 (1; 0) siempre le exi-giremos 
onmutatividad, esto es:g[P;Q℄ = g[Q;P ℄Esto se tradu
e en g[P;Q℄ = (g)ijP iQjg[Q;P ℄ = (g)ijQiP j = (gt)jiP jQiAl ser, tanto i 
omo j ��ndi
es mudos (sumados), podemos extraer queg = gtLuego, 
onmutatividad de la apli
a
i�on g[P;Q℄ = g[Q;P ℄ impli
a si-metri
idad en la matriz de la apli
a
i�on (g)ij = (gt)ij = (g)ji
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Podemos verlo de una forma m�as elegante. De forma general:gt [P;Q℄ = (gt)ijP iQj = (g)jiQjP i = g[Q;P ℄gt [Q;P ℄ = (gt)ijQiP j = (g)jiP jQi = g[P;Q℄Como g es una apli
a
i�on g : TpX � TpX ! <f g[P;Q℄ gt = g[P;Q℄ = gt [Q;P ℄Luego si exigimos 
onmutatividad,g[Q;P ℄ = g[P;Q℄ �! g[Q;P ℄ = gt [Q;P ℄lo que 
onlleva simetri
idad de la apli
a
i�on, en s�� misma y en sus repre-senta
iones lineales, g = gt
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2 Extensi�on 
ompleja de m�etri
as reales. M�etri
as
omplejasSi tenemos una variedad real X de dimensi�on par n dotada de una m�etri
a(tambi�en real), podemos ha
er un mapping entre esa variedad real X y unavariedad 
ompleja XC de dimensi�on 
ompleja n2 , resultado de la extensi�on
ompleja . gC : TpXC � TpXC ! Cy manteniendo g : TpXC � TpXC ! <La extensi�on 
ompleja de la m�etri
a impli
a linealidad en g permitiendo
oe�
ientes 
omplejos. Sean dos ve
tores 
omplejos z1; z2 2 TpXC :gC[z1; z2℄ = g[Re fz1g+ i Im fz1g ; Re fz2g+ i Im fz2g℄ == g[Re fz1g ; Re fz2g℄� g[Im fz1g ; Im fz2g℄ ++ i (g[Im fz1g ; Re fz2g℄ + g[Re fz1g ; Im fz2g℄)gC[z1; �z2℄ = g[Re fz1g+ i Im fz1g ; Re fz2g � i Im fz2g℄ == g[Re fz1g ; Re fz2g℄ + g[Im fz1g ; Im fz2g℄ ++ i (g[Im fz1g ; Re fz2g℄� g[Re fz1g ; Im fz2g℄)gC [�z1; z2℄ = g[Re fz1g � i Im fz1g ; Re fz2g+ i Im fz2g℄ == g[Re fz1g ; Re fz2g℄ + g[Im fz1g ; Im fz2g℄�� i (g[Im fz1g ; Re fz2g℄� g[Re fz1g ; Im fz2g℄)gC [�z1; �z2℄ = g[Re fz1g � i Im fz1g ; Re fz2g � i Im fz2g℄ == g[Re fz1g ; Re fz2g℄� g[Im fz1g ; Im fz2g℄�� i (g[Im fz1g ; Re fz2g℄ + g[Re fz1g ; Im fz2g℄)
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Propiedades de (gC)� Como g[P;Q℄ = g[Q;P ℄gC[z1; z2℄ = gC[z2; z1℄ ; gC[�z1; �z2℄ = gC[�z2; �z1℄ ; gC[z1; �z2℄ = gC[�z2; z1℄� Como g[P;Q℄ 2 <ngC[z1; z2℄o� = gC [�z1; �z2℄ ; ngC[z1; �z2℄o� = gC [�z1; z2℄� Si gC apli
a sobre el mismo ve
tor (z1 = z2 � z)gC [z; �z℄ 2 < ; gC[z; z℄ 2 CEn la variedad real X de partida, la m�etri
a g 2 < apli
a sobre dosve
tores reales [P;Q℄ en la base 
oordenada n ��xio. Al ha
er la extensi�on
ompleja, ha
emos un 
ombina
i�on lineal 
on 
oe�
ientes 
omplejos de loselementos de la base 
oordenada:( ��xi)i=1���n 2 < =) ( ��xa;�a � i ��xn2+a;�a)a;�a=1���n2 () 8>>><>>>: ��za|{z}holomorfa; ���za|{z}antiholomorfa9>>>=>>>;a;�a=1���n2 2 CEnton
es vemos que, para V;W 2 TpXC :g[V;W ℄ � gC[V;W ℄ + gC [ �V ;W ℄ + gC[V; �W ℄ + gC [ �V ; �W ℄O lo que es lo mismo g = (g)ij dxi 
 dxjg = (gC)ab dza
 dzb + (gC)a�b dza
 d�z�b + (gC)�ab d�z�a
 dzb + (gC)�a�b d�z�a
 d�z�bEnton
es, si exigimos 
onmutatividad en g[P;Q℄ = g[Q;P ℄:� f g[P;Q℄ gt = g[Q;P ℄� ngC[z1; z2℄o� = gC [�z1; �z2℄ ; ngC[z1; �z2℄o� = gC[�z1; z2℄Hemos visto 
�omo la apli
a
i�on gC apli
a en los diferentes subespa
iosve
toriales de TpXC � TpXC . Sean V;W 2 TpXC :5



� holomorfo �holomorfogC[V;W ℄ = (gC)ab V aW b� holomorfo �antiholomorfogC[V; �W ℄ = (gC)a�b V a �W �b� antiholomorfo �holomorfogC[ �V ;W ℄ = (gC)�ab �V �aW b� antiholomorfo �antiholomorfogC[ �V ; �W ℄ = (gC)�a�b �V �a �W �bUtilizando las propiedades de simetri
idad y 
onjuga
i�on que obtuvimosantes, vemos que, en nota
i�on indi
ial:� Como g[P;Q℄ = g[Q;P ℄(gC)ab = (gC)ba ; (gC)�a�b = (gC)�b�a ; (gC)a�b = (gC)�ba ; (gC)�ab = (gC)b�a�Como g[P;Q℄ 2 <n(gC)abo� = (gC)�a�b ; n(gC)�a�bo� = (gC)ab ; n(gC)a�bo� = (gC)�ab ; n(gC)�abo� = (gC)a�b
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3 M�etri
as 
omplejas herm��ti
asUna m�etri
a (gC) se denomina herm��ti
a si 
umple que sus �uni
as 
ompo-nentes no nulas son las que mez
lan las partes holomorfa y antiholomorfa:(g
)ab = (g
)�a�b = 0eso esg[VW ℄ = gC[V �W ℄ + gC[ �VW ℄ = gC[V; �W ℄ + ngC [V; �W ℄o� = 2Re ngC[V �W ℄og = (gC)a�b dza 
 d�z�b + (gC)�ab d�z�a 
 dzb = 2Re n(gC)a�b dza 
 d�z�boAl pasarlo a nota
i�on indi
ial, podemos verlo de dos maneras:g[VW ℄ = (gC)a�bV a �W �b + (gC)�ab �V �aW b = (gC)a�b hV a �W �b +W a �V �big[VW ℄ = (gC)a�bV a �W �b + (gC)�ab �V �aW b = (gC)a�bV a �W �b + h(gC)a�bV a �W �bi� == 2 Re n(gC)a�bV a �W �boEnton
es, si gC es herm��ti
a:gC : TpXC � TpXC �! Caunque g : TpXC � TpXC �! <Esto tambi�en lo podemos ver 
omo:g[z1; z2℄ = gC [z1; �z2℄ + gC [�z1; z2℄ = 2 (g[Re fz1g ; Re fz2g℄ + g[Im fz1g ; Im fz2g℄)Que una m�etri
a 
ompleja gC sea herm��ti
a es equivalente a de
ir que sum�etri
a real origen g tiene 
omo simetr��a a la apli
a
i�on:= : TpX ! TpXtal que =2 = �I7



Esto es g[=P;=Q℄ = g[P;Q℄� Podemos utilizar el poten
ial es
alar V (z1; � � � z n2 ; �z�1; � � � ; �z �n2 ) 2 < de lateor��a SUGRA 
omo fun
i�on del espa
io de fun
iones reales de�nidas sobrela variedad 
ompleja XC sobre la que 
onstruir tensores.

8



3.1 Tensor gradiente (espa
io 
otangente): �Comentemos antes que nada que el espa
io tangente y el 
otangente de XCtienen un mapping a trav�es de la m�etri
a y que las 
ontra

iones invari-antes (es
alares) que 
al
ulemos no dependen de que estemos 
ontrayendoen un espa
io o en otro. Tras esto, podemos de�nir la 
ontra

i�on del ve
torgradiente de V (velo
idad 
uadr�ati
a )DaV = �V�za = Va ; D�aV = �V��z�a = V�aEnton
es, 
omo los dos argumentos de g[ ; ℄ son el mismo 
ove
tor, se
umple que: (gC)[z; �z℄ 2 <y obtenemosg[5V;5V ℄ = gC[5V; �5V ℄ + gC[ �5V ;5V ℄ = 2 gC[5V; �5V ℄ = 2(gC)a�b VaV�bPodemos de�nir un par�ametro � 2 < sin dimensiones que 
uanti�que estavelo
idad 
uadr�ati
a y que est�e normalizado:� � (M2P )g[5V;5V ℄2V 2�Si utilizamos la base 
ompleja:g[5V;5V ℄ = 2(gC)a�b VaV�bresultando, � � (M2P )(gC)a�b VaV�bV 2�Si utilizamos la base real (sin extensi�on 
ompleja):DiV = �V�xi = ViEnton
es g[5V;5V ℄ = (g)ij ViVjresultando, � � (M2P )(g)ij ViVj2V 29



3.2 Tensor Hessiano (
otangente�
otangente): �Vamos a desarrollar lo que ser��a la expresi�on del Hessiano mani�estamente
ovariante 
on una normaliza
i�on al igual que hi
imos 
on el par�ametro �.Para 
al
ular el Hessiano, partiendo del gradiente (que es un tensor deorden 1 
ovariante), hemos de 
al
ular su derivada 
ovariantizada:DbDaV = DbVa = �bVa � �mbaVmD�bDaV = D�bVa = ��bVa � �m�baVmDbD�aV = DbV�a = �bV�a � � �mb�aV �mD�bD�aV = D�bV�a = ��bV�a � � �m�b�aV �mDe�namos las siguientes 
antidades:2�
a = (gC)�
bDbDaV = D�
Va = (gC)�
b (�bVa � �mbaVm)2
a = (gC)
�bD�bDaV = D
Va = (gC)
�b (��bVa � �m�baVm)2�
�a = (gC)�
bDbD�aV = D�
V�a = (gC)�
b (�bV�a � � �mb�aV �m)2
�a = (gC)
�bD�bD�aV = D
V�a = (gC)
�b (��bV�a � � �m�b�aV �m)Podemos de�nir una matriz � 2 C sin dimensiones que 
uanti�que esta
urvatura y que est�e normalizada:� � (M2P )2V�Si utilizamos la base 
ompleja:(�)�
a � (M2P )2�
aV ; (�)
a � (M2P )2
aV ; (�)�
�a � (M2P )2�
�aV ; (�)
�a � (M2P )2
�aV(�)�
a = [(�)
�a℄� ; (�)�
�a = [(�)
a℄�) Los autovalores de (�)�
a y (�)
�a NO son invariantes frente a unatransforma
i�on 
ompleja (QUE RESPETE HOLOMORFICIDAD) de 
oor-denadas 
omplejas, ya que la transforma
i�on de uno de los ��ndi
es es laINVERSA-CONJUGADA del otro. Los autovalores de (�)
a y (�)�
�a S�I soninvariantes. S�olo para el sub
onjunto de las transforma
iones REALES de10




oordenadas 
omplejas, los autovalores de las 4 matri
es son independientesde la ele

i�on de 
oordenadas 
omplejas.�Si utilizamos la base real (sin extensi�on 
ompleja, � 2 <):2i j = (g)ikDkDjV = DiVj = (g)ik ��kVj � �mkjVm�resultando (�)ij � (M2P )2i jV) Los autovalores de esta matriz S�I son invariantes frente a una transfor-ma
i�on real de 
oordenadas reales, ya que la transforma
i�on de uno de los��ndi
es es la INVERSA del otro.
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4 M�etri
as 
omplejas herm��ti
as de K�ahlerSi tenemos una m�etri
a 
ompleja herm��
a gC , podemos 
onstruir la (1,1)-forma J = i h(gC)a�b dza 
 d�z�b � (gC)�ab d�z�a 
 dzbi == i (gC)a�b hdza 
 d�z�b � d�z�b 
 dzai = i (gC)a�b dza ^ d�z�bUna m�etri
a herm��ti
a gC se di
e de K�ahler si la (1,1)-forma J 
onstruidaa partir de ella es una forma 
errada. Esto es:dJ = (� + ��)J = 0La 
ondi
i�on dJ = 0 impli
a�(gC)a�b�zm = �(gC)m�b�za ; �(gC)�ab��z �m = �(gC) �mb��z�aEsta 
ondi
i�on ha
e que se anulen todos los Christo�els de tipo:� �mab = 0 ; �m�ab = 0 ; �ma�b = 0 ; � �m�ab = 0 ; � �ma�b = 0 ; �m�a�b = 0y s�olo sobrevivan los de los dos tipos siguientes:
�mab = 12(gC)m�t 26666664�(gC)�t;b�za + �(gC)a;�t�zb| {z }�(gC)b;�t�za � �(gC)ab��z�t| {z }0

37777775 �!|{z}(gC)�tb=(gC)b�t = (gC)m�t �(gC)b;�t�za
� �m�a�b = 12(gC) �mt 26666664�(gC)t�b��z�a + �(gC)�at��z�b| {z }�(gC )�bt��z�a � �(gC)�a�b�zt| {z }0

37777775 �!|{z}(gC)t�b=(gC)�bt = (gC) �mt �(gC)�b;t��z�aLa 
ondi
i�on dJ = 0 impli
a que la m�etri
a gC se puede obtener a partir deuna fun
i�on K. Esta fun
i�on K(z1; � � � z n2 ; �z�1; � � � ; �z �n2 ) se 
ono
e 
omo poten-
ial de K�ahler y no tiene 
ara
ter de es
alar, sino que es simplemente unafun
i�on 
ompleja del espa
io de fun
iones 
omplejas de�nidas en el par
hede XC
uyas 
oordenadas lo
ales estemos usando.(gC)a�b = �K�za��z�b � (K)a�b ; (gC)�ab = �K��z�a�zb � (K)�ab12



4.1 � y � para gC � (K) siendo herm��ti
a y de K�ahlerAhora, para simpli�
ar los par�ametros � y �, exigiremos, adem�as de her-miti
idad, que gC = (K) sea una m�etri
a herm��ti
a y de K�ahler. Esto nosimpli�
a la expresi�on de �, pero s�� la de �, ya que�m�ba = 0 ; � �mb�a = 0 ; �mba = (K)m�t �(K)a;�t�zb ; � �m�b�a = (K) �mt �(K)�a;t��z�bEnton
es, vemos que ahora:2�
a = (K)�
b  �bVa � (K)m�t �(K)a;�t�zb Vm!2
a = (K)
�b (��bVa)2�
�a = (K)�
b (�bV�a)2
�a = (K)
�b  ��bV�a � (K) �mt �(K)�a;t��z�b V �m!Re
ordando la de�ni
i�on de la matriz �:� � (M2P )2V�Si utilizamos la base 
ompleja:(�)�
a � (M2P )2�
aV ; (�)
a � (M2P )2
aV ; (�)�
�a � (M2P )2�
�aV ; (�)
�a � (M2P )2
�aV�Si utilizamos la base real (sin extensi�on 
ompleja):2i j = (K)ikDkDjV = DiVj = (K)ik ��kVj � �mkjVm�resultando (�)ij � (M2P )2i jV13



Re
ordando la de�ni
i�on de �:� � (M2P )g[5V;5V ℄2V 2�Si utilizamos la base 
ompleja:K[5V;5V ℄ = 2(K)a�b VaV�bresultando, � � (M2P )(K)a�b VaV�bV 2�Si utilizamos la base real (sin extensi�on 
ompleja):DiV = �V�xi = ViEnton
es K[5V;5V ℄ = (K)ij ViVjresultando, � � (M2P )(K)ij ViVj2V 2
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5 K�ahler real: K(z1; � � � z n2 ; �z�1; � � � ; �z �n2 ) 2 <Si K pertene
e (dentro del espa
io de fun
iones 
omplejas de�nidas sobrela variedad XC) al subespa
io de las fun
iones reales de�nidas sobre XC ,K(z1; � � � z n2 ; �z�1; � � � ; �z �n2 ) 2 <:g[VW ℄ = (gC)a�bV a �W �b + (gC)�ab �V �aW b = 2 (gC)a�b Re nV a �W �bodonde (gC)a�b = (K)a�b ; (gC)�ab = (K)�abEn t�erminos de la m�etri
a, si (K)a�b = (K)�ab:K = (K)a�b hdza 
 d�z�b + dz�a 
 dzbi == 2(K)a�b Re ndza 
 d�z�bo = 2(K)a�b hdRe fzag 
 dRe nzbo + dIm fzag 
 dIm nzboiResultando: (K)RefzagRefzbg = 2(K)a�b(K)ImfzagImfzbg = 2(K)a�b
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