Meétricas reales y su extension compleja:
Métricas complejas, hermiticas y de Kahler
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1 Meétricas reales

Sea una variedad real X y sea su métrica (g);; (real) un tensor (0,2), que

aplica de forma lineal sobre la base {a?;i ® %} de tensores (2,0) o sobre el
9

doble producto {aii } ® {azf } de bases (1,0) (que actuan sobre el espacio de

funciones reales):
g=1(9)i; dz’ ® da’

.Q[T(Q,o)] = (g)ijTij
.C][P(l,o); Q(l,o)] = (g)ijPin

A la aplicacié g sobre el producto de bases (1,0) ® (1,0) siempre le exi-
giremos conmutatividad, esto es:

9lP. Q] = g|Q, P]
Esto se traduce en o
9P, Q] = (9)i P'Q’
9lQ, Pl = (g)ijQin = (gt)jinQi
Al ser, tanto i como j indices mudos (sumados), podemos extraer que

g=4¢"

Luego, conmutatividad de la aplicacién ¢[P, Q] = ¢[Q, P] implica si-
metricidad en la matriz de la aplicacién (g);; = (¢")ij = (9);



Podemos verlo de una forma mas elegante. De forma general:
9" [P, Q] = (¢");P'Q" = (9);:Q" P' = 4[Q, P

9" Q. Pl = (¢";Q"'P? = (9);;P'Q" = g[P, Q]

Como ¢ es una aplicacion g : T,X x T, X — R

{9[P,Q]} =g[P,Q] = ¢'[Q, P]

Luego si exigimos conmutatividad,

9lQ. Pl = g[P,Q] — glQ,P] = ¢'(Q, P|

lo que conlleva simetricidad de la aplicacion, en si misma y en sus repre-
sentaciones lineales,

g=49



2 Extension compleja de métricas reales. Métricas
complejas

Si tenemos una variedad real X de dimensién par n dotada de una métrica

(también real), podemos hacer un mapping entre esa variedad real X y una

variedad compleja X¢ de dimensién compleja 2, resultado de la extension

2
compleja .
¢¢ T,X°xT,X° - C

y manteniendo
g :T,X° x T,XY =R

La extension compleja de la métrica implica linealidad en g permitiendo
coeficientes complejos. Sean dos vectores complejos 2z, 2o € TPXC:

21, 2] = g[Re{z} +ilm{z} , Re{zn}+ilm{zn}] =
= g[Re{z}, Re{zo}] — glIm{zi}, Im{z}] +
+ i (glIm{z}, Re{z}] + g[Re{z1}, Im{2z}])

9l 2] = glRe{zi} +ilm{zn} , Re{zn} —ilm{z}] =
= g[Re{z}, Re{z}] + glIm{z1}, Im{z}] +
+ i (g[Im{z},Re{z}] —g[Re{z},Im{z}])

71, 20] = g[Re{n1} —iIm{n}, Re{z}+ilm{zxn}] =
= g[Re{z1}, Re{z}| +g[Im{z}, Im{z}] -
i (g[ImA{z1}, Re{2}] — g[Re{z1},Im{2:}])

21,2 = g[Re{z} —iIm{zn} . Re{z} —ilm{z}] =
= g[Re{z}, Re{z}] — glIm{zi}, Im {2} -
i (g[Im{z},Re{z}] + glRe{z1},Im{z}])



Propiedades de (g©)

e Como g[P, Q] = ¢|Q, P]
921, 22) = g%z, 2] 5 g%z, 2] = %[22, 2] 5 9% [21, 2] = g% (2. 21]

e Como g[P,Q] € R

*

{69, 2]} =91, 2] s {0, 2]} = %5, 2]

e Si g¢ aplica sobre el mismo vector (z; = 23 = 2)
‘Al eR 5 o

g z,z] € C

En la variedad real X de partida, la métrica ¢ € R aplica sobre dos
vectores reales [P, )] en la base coordenada {a?;} Al hacer la extensién
compleja, hacemos un combinacién lineal con coeficientes complejos de los
elementos de la base coordenada:

0 0 .0 0 0
. eR — — 4+ — , — eC
ox' | . Oxso Ogpz2t®a| 02" 0z"
i=1---n a;a=1---3 ——— ———
holomor fa antiholomor fa a;t’z:l---%

Entonces vemos que, para V,W € T,X¢:
gV, W] = g“lV, W]+ g%V, W]+ g“[V, W] + g“[V, W]

O lo que es lo mismo ' '
9= (9)ijdz' ® da’

9= (9w dz2" @ dz" + (¢°) 5 dz" ® dz" + (¢%)ap dZ° @ d2* + (¢©) 45 dZ° @ dZ°

Entonces, si exigimos conmutatividad en g[P, Q| = ¢[Q, P]:
o« {9[P.QI} =glQ.P]
° {90[2’1,22]}* =92, 2] ; {90[21,52]}* = g2, 2]

Hemos visto cémo la aplicacién ¢g© aplica en los diferentes subespacios
vectoriales de T,X¢ x T, X¢. Sean V,W € T, X :
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e holomorfo xholomorfo

g VW] = (99w VW'
e holomorfo xantiholomorfo

gV, W] = (%) VW
e antiholomorfo X holomorfo

gV, W] = (99)a VW’
e antiholomorfo x antiholomorfo

gV, W= (g°)

Utilizando las propiedades de simetricidad y conjugacién que obtuvimos
antes, vemos que, en notacion indicial:

e Como g[P, Q] = ¢|Q, P]
Voa i (99 = (955 (9 = 9305 (9Das = (9 )a

eComo ¢g[P,Q] e R

(99w = (g



3 Meétricas complejas hermiticas

Una métrica (¢°) se denomina hermitica si cumple que sus tinicas compo-

nentes no nulas son las que mezclan las partes holomorfa y antiholomorfa:
(9)ab = (9%)ap = 0
€so es

gVW] = g VW] + g VW] = gC V. W] + {g V. W]} = 2Re {g°[v W]}

9= (9" d=" @ dz" + (¢)w dz" ® dz" = 2Re {(g7) 5 d=" ® d2"}

Al pasarlo a notacién indicial, podemos verlo de dos maneras:

oVIV] = (o) VW 4 (g0) VoI = (o) VWP 4 W]

gV = () aV W+ (g9)aV W = (g9) VoW’ + [(99) VW] =
= 2 Re {(gc)QBVaWB}
Entonces, si g¢ es hermitica:

¢¢: T,X°xT,X° —C

aunque
g: T,XxT,X° — R

Esto también lo podemos ver como:

gler, z2] = g%[21, 2] + 9171, 2] = 2 (g[Re {21}, Re {z2}] + glIm {z1}, Im {z:}])

Que una métrica compleja ¢” sea hermitica es equivalente a decir que su
métrica real origen ¢ tiene como simetria a la aplicacion:

S:T,X = T,X

tal que



Esto es
9[SP,3Q] = g[P, Q]

e Podemos utilizar el potencial escalar V(z!, - - 2% 2%) € Rdela
teoria SUGRA como funcién del espacio de funciones reales definidas sobre
la variedad compleja X¢ sobre la que construir tensores.



3.1 Tensor gradiente (espacio cotangente): ¢

Comentemos antes que nada que el espacio tangente y el cotangente de X¢
tienen un mapping a través de la métrica y que las contracciones invari-
antes (escalares) que calculemos no dependen de que estemos contrayendo
en un espacio o en otro. Tras esto, podemos definir la contraccién del vector
gradiente de V' (velocidad cuadrética )

pv=2L v, pv-2 _y,
0z 0z°
Entonces, como los dos argumentos de g[ ; | son el mismo covector, se
cumple que:
(99)[z. 2] € R

y obtenemos

gV, vV = [V, V] + ¢¢[VV, V] = 2¢°[vV, V] = 2(¢©)* V,V;,

Podemos definir un parametro ¢ € R sin dimensiones que cuantifique esta
velocidad cuadratica y que esté normalizado:

gV, vV]

eSi utilizamos la base compleja:
gV, vV = 2(6)" VWi
resultando, i
ab Vavl;)

ezm@ﬁi%ﬁ——

eSi utilizamos la base real (sin extension compleja):

ov
oxt
Entonces
glvV,wV]=(9)" ViVj
resultando, -
_ 2 (9)” ViVj



3.2 Tensor Hessiano (cotangentexcotangente): 7

Vamos a desarrollar lo que seria la expresion del Hessiano manifiestamente
covariante con una normalizacion al igual que hicimos con el parametro e.

Para calcular el Hessiano, partiendo del gradiente (que es un tensor de
orden 1 covariante), hemos de calcular su derivada covariantizada:

DbDaV - Db‘/a - 81,Va - FZZVm
DD,V = DV, = 03V, — T Vi,
DbDaV — Db‘/ﬁ — abVa - FZZVm
DBDaV = DBVa = abva - F?;Vm

Definamos las siguientes cantidades:

0, = (¢9)*DyD,V = DV, = (¢°)* (85 Vs — T V)
Dca — (gC)CbDBDaV — DC‘/;I — (gC)cb (aBVa - Fg;vm)
0% = (¢9)*DyD;V = DV, = (¢°)* (0Va — T Vi)

0%, = (¢°)"DyDaV = DVy = (99)® (Vi — T2 Vin)

Podemos definir una matriz n € C' sin dimensiones que cuantifique esta
curvatura y que esté normalizada:

O
= (M3)—
n ( P)V

eSi utilizamos la base compleja:

mE 0e oe¢

(e = (Mp)% 5 ()% = (Mp)5# 5 ()% = (M) 5 (0)°a = (Mp)

= Los autovalores de (1), v (1)°; NO son invariantes frente a una
transformacion compleja (QUE RESPETE HOLOMORFICIDAD) de coor-
denadas complejas, ya que la transformaciéon de uno de los indices es la
INVERSA-CONJUGADA del otro. Los autovalores de ()¢, y (1), SI son

invariantes. Sélo para el subconjunto de las transformaciones REALES de
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coordenadas complejas, los autovalores de las 4 matrices son independientes
de la eleccién de coordenadas complejas.

eSi utilizamos la base real (sin extension compleja, € R):

0, = ()" DkD;V = D'V; = (9)* (V5 — TyVin)

J

resultando )
7
T 2 J
(n)' = (Mp)—+

J Vv
= Los autovalores de esta matriz SI son invariantes frente a una transfor-
macion real de coordenadas reales, ya que la transformacién de uno de los

indices es la INVERSA del otro.
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4 Meétricas complejas hermiticas de Kahler

Si tenemos una métrica compleja hermica ¢, podemos construir la (1,1)-

forma

T = i|(g%)e dz" @ d2* — (¢%)ap dz" @ d2’] =

= i () [d" @ dS —d @ de] =i (97) d" A dE

Una métrica hermitica ¢© se dice de Kihler si la (1,1)-forma .J construida

a partir de ella es una forma cerrada. Esto es:
dJ=(0+0)J =0
La condicién dJ = 0 implica
09w _ 09 )mp . gD)ar _ O(g v

0zm oze 1 Qzm 078

Esta condicion hace que se anulen todos los Christoffels de tipo:

m=0;T0=0;T=0;T0=0;T7%=0;I%=0

y s6lo sobrevivan los de los dos tipos siguientes:

m 1 C\mt C\mt
= — Y — — e
ab 2(9 ) 8Za azb azt N . (g )
—’_a( o W_U (992=(9%)sz
9 )bt

0z9

0 Lo [009a 09T (9% '
Fm _ C\mt . E th + g at . a — C\mt
ab 2(9 ) 0zo oz Dzt —~— (97)
— v (99)15=(99) s

899, 0

0z4

i a(gc)f,b a(gc)a,f N a(gc)ab _ i

La condicién dJ = 0 implica que la métrica ¢© se puede obtener a partir de
una funcién K. Bsta funcién K(z',---2%;2',---, Z%) se conoce como poten-
cial de Kahler y no tiene caracter de escalar, sino que es simplemente una
funcion compleja del espacio de funciones complejas definidas en el parche

de X%cuyas coordenadas locales estemos usando.

0K 0K
Cy _ _ K - ()., = K)-
Jui 92007 = (Ka 5 (97 ) 9z902Y = (K

(9



4.1 ey n para g° = (K) siendo hermitica y de Kahler

Ahora, para simplificar los parametros € y 7, exigiremos, ademas de her-
miticidad, que ¢ = (K) sea una métrica hermitica y de Kihler. Esto no
simplifica la expresion de €, pero si la de 7, ya que

7 i O(K)as . o O(K)ay
=0 ; Ift=0 ; IP=(K™ 2% , I'7"=(K)™ —
ba ’ ba ; ba ( ) 020 ) ba ( ) Ozb

Entonces, vemos que ahora:
c c mit a(K)af
Da—(K)b<abVa_(K) ' O2b tv’”)
0%, = (K)* (95Va)
0% = ()" (9,Va)
c cb m a(K)ﬁ
0ty = () (ave - o 00 v,
Recordando la definicion de la matriz »:
O
n= (M’%)V
oSi utilizamos la base compleja:
_ Qe e . ac.
= (MR 5 )= (MB)T2 5 () = (MB)22 5 ()% = (M)

Si utilizamos la base real (sin extensién compleja):

Dij _ (K)ikaDjV - DiVj = (K)”“ (&cV] — FZ}Vm)

resultando )
7

), = (M3) 2
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Recordando la definicién de e:

gvVv,wvVv
€= (M%)i[ NE )

oSi utilizamos la base compleja:
K7V, V] = 2(K)* V.V;

resultando, .
(K)* VaVg

e=(z)

eSi utilizamos la base real (sin extension compleja):

oV
D,V =2 =V,
ox'
Entonces
K[wV,vV] = (K)" ViV]
resultando, -
_ 2y E) VY
=) =y
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5 Kihler real: K(z!, - 2%,z .- 23) € R

Si K pertenece (dentro del espacio de funciones complejas definidas sobre
la variedad X©) al subespacio de las funciones reales definidas sobre X,
K(2', 25,2 - 22) e R

gVIV] = (99)aV W’ + (9%)asV W =2 (9% Re {VIV'}

donde

En términos de la métrica, si (K),; = (K)ap:

K = (K)g[de" @ dZ + d2" ® d2"] =
= 2(K)q Re {dza ® d'gi)} = 2(K) g [dRe {2} ® dRe {Zb} +dIm{z"} @ dIm {zb”

Resultando:
(K)Re{za}Re{zb} = 2(K)a5

(K)[m{za}[m{zb} = Q(K)a,;
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