Construccion del Moduli-Space (non-geometrical)
en SUGRA N=1 D=4
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Abstract
En estas notas se expone la linea seguida en el curso académico
2005-2006.
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1 Carga Central Z en SUSY N=1 d=4

Partimos del Lagrangiano de SUSY
L— /d49'1>T<I> + [/ d20W () + h.c.}

que también podemos escribir en funcién de las componentes del supercampo
quiral como

— 10W
L= @u6")(0"9) + 00" 0) — [ 5500 + ]~ Varale)
donde )
ow
Vivale) = 17 = | T2

Aplicando el teorema de Noether sobre la transformacién de SUSY obten-
emos la corriente conservada

OW™*(p")

JE = [o"T" ] (0, ¢™) — i[o“@] ( o ) + der. tot

donde la carga conservada es
Qu = / &0

Conmutando dos cargas conservadas y utilizando {wa, Ea} = 1,44, Obten-
)

emos! (para el caso de soluciones estdticas, 9yp* =

0=0

{Qa. Q) = {Jg,Jg} = 2,5 =47 a5 / B {?W*(qﬂ)}

La simetria del espacio-tiempo que estamos considerando en SUSY N=1
d=4, es el superdlgebra de Poincaré. Este no permitiria extensiones del
algebra mediante cargas centrales Z en el caso N = 1, que es el que esta-
mos tratando. Este argumento se basa en el teorema de Coleman-Mandula
respecto a la maxima simetria que puede tener la matriz de scattering S,
siempre manteniendo la invariancia Lorentz. Con todo esto lo que venimos
a decir es que hemos encontrado de forma natural una extensién con carga
central del superdlgebra de Poincaré (N = 1,d = 4) a cambio de perder la
invariancia Lorentz SO(1,3) en los |estado >’s que representen configura-
ciones del campo escalar ¢ para las que esta carga central Z[W (¢ )no se
anule.

' Al calcular el conmutador aparece un sumando adicional en el integrando debido a
las "der. tot” que tenemos en la corriente de Noether. Este sumando adicional representa
una derivada total del superpotencial en el espacio de campos, la cual se anulard para el
caso de un estado de vacio supersimétrico.



{Qa,Qp} = 2Top = 47 op /d3:v {?W*((I)T)}_

0=0

Si la componente escalar ¢;(x,y, z) del supercampo ® depende sélo de
la coordenada z (simetria del sistema), la expresion anterior se reduce a:

(Qn. Qp} = 2T0p = 44 (0%)ap /dz (0.W* (")) = 24 (06¥)us 2"
donde A es el drea transversal a la direccidn z en la que el campo ¢ no varia.
Entonces,

Z* =2(W*[p(z = +0)] — W*[p(z = —o0)]) = "Carga Central*?”

2 Ecuacién de movimiento para un campo escalar
complejo en SUSY N=1 d=4

Utilizando la parte escalar del Lsygy, podemos escribir la expresion del
Hamiltoniano (energia) para el caso de soluciones estdticas:

Ble.w') = [ @5 [(06")00) + V(o) = / &5 (0.0 (0.0) + |FIP] =

oW (¢

= [ x| @)+ 80 0.0 + [
J—o00 —

cond.contorno

_A/ & l 20) + ‘8148/;@) 2

Al estar en el caso estdtico, podemos minimizar el funcional F(yp, ¢*) re-
specto a los campos independientes para obtener sus ecuaciones de movimiento
(ver apéndice):

e Para el campo g:

2

oF a |OW (y)
=0 02p) = —
e Para el campo ¢p*:
oE* 9 x 0 |OW*(p *)
oy ~ 0= 1) = 8@‘ O

’La carga central Z que aparece en SUSY (N = 1,d = 4) es un escalar complejo,
entonces esta claro que conmutara con todos los generadores del superalgebra.




OW ()| _ [oW™(p*)
dp - dp* '

e Como el superpotencial es una funcién holomorfa,

Como condiciones de contorno utilizaremos la notacion:

p(z = +50) = P40

Para tener soluciones de energia finita podemos tener dos casos:
e El potencial V (g, ¢*) se anula en oo porque g1 = 0= W(p) =0

e El potencial V (g, ¢*) se anula en +00 porque W (p) va a dos de sus
minimos. Esto se debe a que en =00 ocurre que oo = Pui, Yoo = Psjs
donde ¢,;, @.; son dos minimos pertenecientes al conjunto de minimos
del superpotencial, {¢4};,_; ,,- En general i # j, aunque pueden
coincidir en lo que se llama ”configuracion trivial de vacio”, pero este
caso es andlogo al del punto anterior salvo un shift en el superpotencial.

3 Soluciones 1/2-SUSY

En SUSY N=1 d=4 nos encontramos con 1 carga conservada que es fermidénica
de Majorana. Esto se traduce en que los pardmetros de una transformacion

de SUSY constituyen un spinor de Majorana, &, = i(ag)aBE’B. Esto es:

2dofeC=4do.feR

Esto nos permite fijar una transformacion de SUSY pura mediante 2
nimeros complejos, esto es, 2 mdédulos + 2 fases.

Bajo una transformacién de SUSY pura, los supercampos sufren transla-
ciones a lo largo de las coordenadas fermidnicas del ”superespacio”. Estas
translaciones son generadas por unas ”derivadas fermionicas”. Esto se tra-
duce en que las componentes bosénica ¢ y fermiénica 1) de un supercampo
® se entremezclan entre si con un determinado ”grado de mezcla” que viene
dado por el pardmetro (fermién de Majorana) de la transformaciéon de SUSY
pura. La Naturaleza supersimétrica no distingue observables bajo cualquiera
estas transformaciones. Es una simetria del espacio-tiempo.

Una transformacion SUSY pura reza:
6@ - \/ﬁéawa

5 = V2F¢, + iV2(0,0)0" €
OF = i€4 (@) (Outha)



Si queremos una configuracion del campo escalar p(z) en el estado de
vacio de la teoria que cumpla la ecuacién de movimiento y que ademds no
rompa la SUSY , < 0|07, (2)|0 >= 0, han de cumplirse simultidneamente:

\/§F€o¢ = 72'\/5(8”()0)05@%@

2 0 |0V () [

(07p) = 9o | oy

Esto no se cumple para cualquier &, que elijamos, sino que impone una
condicion sobre el spinor de Majorana que actia de pardametro de la trans-
formacion de SUSY pura:

—o3€ = ie'°E

donde ¢ = ¢, € = Ed y a es cualquier fase (la cual fijaremos luego en lo que
se llama la eleccion estandard del superpotencial de tal manera que W (p.2)
sea real y que W(p41) = 0.

Esta condicién sobre el spinor de Majorana ¢ no fija las 4 componentes
(2médulos + 2fases) del mismo, sino que tinicamente fija las dos fases. Los
dos mdédulos siguen representando una simetria de la teoria, por lo que
las soluciones que encontremos mantienen la mitad de la supersimetria que
tenfamos inicialmente. Es por eso que llaman 1/2-SUSY solutions. Seguimos
teniendo los dos médulos, |€1] y |€2| libres en la transformaciéon de SUSY
pura.

Las fases quedan determinadas de manera que, si & = |£1\ei91 y & =
|€2]€%2, 1a condicién sobre el spinor de Majorana fija:

a7 a 7
Oh=——— 1 by=—+—
T2y P2y
Tomando como ejemplo un spinor de Majorana normalizado a la unidad,
obtenemos por sustitucién en la transformaciéon de SUSY pura:

* *
ow ((P ) [1e'
— e

Op*

donde de nuevo hemos asumido el problema anterior con simetria en el

plano z — y. Esta ecuacion recibe el nombre de ”Creek equation”.

(9) = —Fei® =

En estos estados:

{161l 182l 5 01, 6} = {I&i] , 161}

SUSY 1/2—SUSY

2El fermién 1, no puede tomar valor esperado en el vacio si queremos respetar la
invariancia Lorentz, < 0[¢a(z)|0 >= 0 =< 0|d¢(z)|0 >=0



La pregunta pues que surge de forma natural es plantearse si una solucién
de la ”Creek equation” que mantiene 1/2—SUSY es solucién de la ecuacién
de movimiento. Debe serlo pues el hecho de fijar las dos fases en el spinor
de Majorana de la transformacion SUSY nos compatibilizaba las dos ecua-
ciones. Aun asi, vamos a probarlo explicitamente:

y_0p _OWIe) s 00 _ o (W)Y 09T o (owrien)) L
Y=19: = Op* Y =322 = 52 Op* - Oz Op* Op* -
——’
?Creek eq.”
_ OOV _ (W () o) Wle) _ o ‘3W(w)‘2
dp  Op*0p* Op* I op* op* 8(,0*8()0 op* I
————
0—W holon.

Luego, vemos que las soluciones 1/2-SUSY son un subconjunto de las
soluciones de la ecuacion de movimiento que mantienen la mitad de la SUSY
en lugar de romperla completamente, como corresponde al caso general.

4 Soluciones B.P.S

Cuando tenemos un superalgebra extendida con cargas centrales, pueden
existir lo que se llaman estados B.P.S que son configuraciones del campo
compatibles con la ecuacién de movimiento y que tienen la propiedad de
que:

E > |Z]

Esto representa un limite inferior a la energia (masa al pasar a la inter-
pretacién de particulas) dependiente de la carga central. Para que exis-
tan estados B.P.S necesitamos que haya (al menos) dos estados de vacio
(minimos del superpotencial) tal que

W(ps2) # W(pa)

para tener asi un estado B.P.S con
B> Z| = 2|W(ps2) = W(psa)|

La condicién |Z] # 0 es necesaria pero no suficiente para la existencia
de soluciones B.P.S.

Si la desigualdad satura, £ = |Z|, la configuracién recibe el nombre
de B.P.S-saturated state. Estas configuraciones B.P.S-saturated tienen una
propiedad fundamental. Ademds de cumplir la ecuacién de movimiento (son
un subconjunto de las soluciones), no rompen totalmente la supersimetria
(como ocurriria en general para una solucién de la ec. de movimiento)
sino que mantienen 1/2 — SUSY. Ademads también ocurre que, ademds de
cumplir la ec. de movimiento de segundo orden, cumplen otra ecuacién de



movimiento (compatible con la general de segundo orden) que es de primer
orden y, por consiguiente, mas sencilla a la hora de integrar.

5 Eleccién estandar del superpotencial W (yp)

En la ecuacion de movimiento para un campo escalar complejo en SUSY
N=1 d=4 vemos que no nos aparece el superpotencial W (y) como tal, sino
W (p) ‘2

|-

0
que nos aparece ‘

Esto nos da dos libertades a la hora de elegir el superpotencial sin alterar
la ecuacion de movimiento:

e Hacer un shift en el superpotencial: W () — W(yp) + Cte.
e Rotar la fase en el superpotencial: W (@) = |W (p)|e"W —s |W (p)|e/(OW +0anift)

El problema que aparece es que, en las ecuaciones de movimiento ten-

emos las dos libertades anteriores, pero en el caso de la ”Creek equation”,

oW (o) W(e)
¢ ¢

tencial. Esto no debe preocuparnos porque la condicién que teniamos sobre

el spinor de Majorana de la transformacién de SUSY tenia una fase ¢'® que
quedaba libre a fijar por nosotros. Lo que haremos serd escoger esa fase ¢'®
de tal manera que absorba la fase del superpotencial % . Esto es,

. 0
S1no

no tenemos ‘ y perdemos la libertad de rotar el superpo-

el — 6*15W

donde dy = W)

No tenemos que preocuparnos tampoco de si la fase del superpotencial
Sw varia de un punto a otro, porque podemos demostrar® que oy # Sy (2).
Entonces podemos hacer esto de forma global (y no punto a punto), porque
estamos en SUSY global, £ # £(z) = a # a(z). Sila fase del superpo-
tencial dy dependiese de la coordenada z no podriamos hacer esta eleccién
estdndard para el superpotencial W (p) al menos dentro del marco de la
SUSY global. En SUGRA podriamos conseguir el superpotencial real y
nulo en cada punto, pues podriamos hacer la eleccion estandard punto a
punto gracias a que a = a(z).

Con todo esto, siempre podemos hacer:
e W(ps«1) =0 =58hift en el superpotencial.

e W(ps«2) € R = Rotacidn de la fase constante del superpotencial.

%Esto es cierto al menos para SUSY N=1 d=4 con métrica canénica en el espacio de
campos escalares. Esto se puede ver en la sec.10



resultando,
Z = 2| = Re{Z} = 2W (p.)

6 1/2-SUSY solution < B.P.S.-saturated solu-
tion

Vamos a demostrar que hablar de 71/2-SUSY solution” es equivalente a
hablar de ”B.P.S-saturated solution”. Para ello, expondremos la demostracién
de la implicacién en los dos sentidos:

o 1/2-SUSY solution = B.P.S.-saturated solution

Calculemos el Hamiltoniano (energia) del sistema:

E = /o:o dz l(ﬁzso*)(azw) + HIZ;(p) 2]
= a{[Ce () (TR + [ "5 2T
= 24 /oo dz%((p*)
— 2A W p) W ()]
= AZ*

Si hacemos la eleccién estandar del superpotencial, Z* = Z = |Z]|, resul-
tando:

E
4
¢ A 1]

Con lo que demostramos la implicacion 1/2-SUSY solution = B.P.S.-saturated
solution.

o 1/2-SUSY solution <= B.P.S.-saturated solution

Sea el funcional semidefinido positivo:
OW* (")

0 — /O:O dz o
- Fouly S e

(pf

2

oW (p)

L OW™ (")
¢

- [, (55 (52)

[e.e] 2 [e.e]
= [Tl [P ) [ sk v e ween

Q"+

dyp

Q"+

9

_ /O:O dz <¢8Vg§0) +

dp*

)



—2Re {W ()}, > 0.

- ~ Re{Z}

Asumiendo la eleccién estdndard del superpotencial, Re {Z} = |Z]|,
E
O=—-1Z>0
AL

Si imponemos B.P.S-saturated, £ = |Z| = © = 0, resultando entonces:

8W*( *) B
O = / dz | 8 =0
entonces .l
o=V )
dp*

Con lo que demostramos la implicacién 1/2-SUSY solution < B.P.S.-saturated
solution.

7 Lagrangiano SUGRA N=1 d=4 en M,

Partimos del Lagrangiano de SUSY global no renormalizable (para el caso
Guv = Nu). Esto es, la parte bosénica del superespacio es la geometria de
Minkowski Mjy.

LSUSYglobal - /d40K [q)},q)j] + |:/ dQQW((I)Z',q)]‘) + h.c.

Al hacer la SUSY local e incorporar el supermultiplete [graviton,gravitino],
hay que considerar términos en el Lagrangiano que incorporan el nuevo su-
permultiplete. Esto es autoacoplos, acoplos entre ellos y acoplos con los
supercampos quirales (que también podemos escribir en funcién de las com-
ponentes del supercampo quiral). Sin tener en cuenta nada de gravitones ni
de gravitinos por estar en Minkowski, el nuevo Lagrangiano de SUGRA (en
Minkowski) queda de la forma:

Lsygra = Lp+ Lpk + Ly

donde . o
Lp = G'(Dui) (D) + ¢ [3 = Go(G 1) 6]

*V(‘Piaiﬂ*‘i)

Lpk = iG 3" (Dpp?) + h.c.
e [-GY - G'GT + GV (GG i, +

10



Como vemos, todo depende de la funcién G(yp;, <p*j) y de sus derivadas.
Esta es la funcién de Kahler, la cual se define como:

G(pi, ™) = J(pi, ™) + Ln|W (p)|?
donde

K(gie*?)

o J(pi ) = =3Ln | 2T — | = K(pi, ¢")
e W(p) = Es el superpotencial de la teoria.

Luego para hacer una teoria en SUGRA N=1 d=4 hemos de escoger una
funcién K(p;, ¢*™’) y un superpotencial holénomo W (y).

Las magnitudes que aparecen en el Lsygra se definen como:

o (i = 9G(ig™)

Oypi
C_ 9G(pip*h)
° Gj= =5
i _ 0G(pi*)
* G5 = e

y, como siempre, la derivada espacio-temporal estd covariantizada. Al
estar en Minkowski, tenemos que F;\W = 0. También la derivada ha de

covariantizarse con la conexién del SO(1,3) —world, D, = 0, —iwyap (%),
siendo My, los generadores de SO(1, 3) (para implementar cualquier spinor

en el espacio-tiempo). Aunque en Minkowski tampoco tenemos que tenerla
en cuenta pues w,q,, = 0 también.

8 Ecuaciéon de movimiento para un campo escalar
complejo para SUGRA N=1 d=4 en M,

En la teoria que se desarrolla tenemos:
* W(yp)
o K(pi,p") = K'jpip*

donde la métrica de Kahler no depende del punto en el espacio de campos
ni del espacio-tiempo.

Operando obtenemos:

11



i — 0G(pie*) _ pri
° Gj —  0p;0p*T _Kj

o ¢ = eKij‘p“p*j . |VV|2
Para esta eleccién de K (¢p;, <p*j), el potencial escalar toma la formas:
Vigne) = ¢ [3+Gi(6 0] =

T N i LW
= e {(K 4 lWQWm(K)mi(K)’nso "+ o (K)"W o+

dip;
— 3W2}.

Entonces, teniendo en cuenta que [¢] = 1; [W] = 3; [G] = 2, las dimen-
siones de los términos del potencial escalar de la teoria resultante son:

ow* . ow* ow
8(,0” 8‘P*i 8<Pj

+ (K),"W

V(g *?) =
dim=2 dirn—8 dinlzﬁ
— e, A Ve N
i pip*d 184 : % *8W
= T LKW Pom (K) ™S (K) 0" + o (K) ™ W 9p;
J

oW OWOW |

dp*t  Dp*t Dy —_—
d ~- dim=6

- (KY,W

~

dim=6 dim=4

Si colocamos las correspondientes Mp para que el potencial tenga dim=4,
el potencial queda de la forma:

Vipi, ") =
(Mlz)Kij‘Pi‘P*j “1yi 1 2 m (RN T
_ ol {5 | (50 ) WP )+
P
1 oW 1
+ <—> meiW*—+<
M) (K) dp;  \Mp*

(k)

ow* oW ow]

) ()W

12



Entonces, para hacer SUGRA=-SUSY, sélo tenemos que tomar el limite
Mp — oc, obteniéndose:

. *J — -1 i. 8W* 8—W
Vipi, ™) = (K ) (aw’) ((M)

que para el caso candnico K Zj = 4., se reduce al caso de Wess-Zumino

3
con varios supercampos quirales:

. - OWHN [ OW ow
. *] — l. [E— R —
VWZ(QPHQP ) 6] <8(P*2> (890]-) Ez: 8(,02'

2

Entonces el Lagrangiano escalar de SUSY non-gauge y no candnica en
My, reza’:

L = K'j(Dupi) (Do) = (K1) <22:> <g—z/j>

Esto directamente nos generaliza la ecuacion de movimiento del campo

escalar a:
owW* ow
. K*l m o
dp*d [( ) <3<p*m> (3%)}

Kij(ag%) =

9 Soluciones 1/2-SUSY para SUGRA N=1 d=4
en M,

Cuando estamos considerando SUGRA (SUSY local), una transformacion
de SUSY (local) pura reza:

Spi = V2 &y () (Pr)i

G,

S(Wn)i = —iv" Dy (Ai +ivs By) Ear () — V2e7 (G, Gjén ()

donde hemos escrito el campo complejo en sus componentes real e imag-

inaria, o; = % [A; +iB;]

*Para campos escalares, D,p =09

13



De de nuevo queremos que se satisfagan simultidneamente

K'(92¢i) = 8§*j [(Kl)m" (88;*/;> (gg;ﬂ

S(Wn)i = —iv" Dy (A +i75B:) €n () — V2e 5 (G™1),Gém () =0

Imponemos de nuevo la condicién sobre el spinor de Majorana que nos
compatibiliza la ecuacién de movimiento con la condicién d(9pr); = 0, esta
vez de forma local:

—o3(2) = ie"*("VE(x)

donde &(z) = €%(x) , €(x) = Ea(fr) y a(z) es cualquier campo de fases ar-
bitrario (el cual fijaremos otra vez en lo que se llama la eleccién estandard
del superpotencial de tal manera que W (yp,2) sea real y que W(p,1) = 0).

Esto nos vuelve a fijar las fases 6;(z) y 02(z) de la forma:

Tomando como ejemplo de nuevo un spinor de Majorana normalizado
a la unidad, obtenemos por sustitucion directa en la transformaciéon SUSY
pura:

(8z301) =

K'pio*]

Il
)

; W ow*] .
17,74 K1) [ mK™ :| ‘za(:c) _
WIK Y, [onK' + o s |«
/ . oW .
= Wty 4 o SRS )

Kb 0% ' ‘ ‘ .
= T (K, {|W|em(l‘)¢mKT;+el(6w(z)+a(m))gwj}‘
(p*

Escogiendo otra vez a(x) = —dw (z) (independiente de las coordenadas
z-y) y colocando las correspondientes Mp para que la ”Creek equation”
tenga dim=2:

(008) =
~——r
dim=2
dim=2
—_— . dim=2
sz(Pi(P J dim=4 8WA -
— 9 (Kfl)ji ‘W‘efidW(z)(meT;l‘F | =
Op*J

14



< 1 )Ki‘iw*] L oW
_ M7 2 SNETEE by (2) m )
- K ”[(M%)We T g

En cambio, si mantenemos la fase del superpotencial, a(z) = 0; dw(z) #
0 (independiente de las coordenadas z-y) y colocando las correspondientes
Mp para que la ”Creek equation” tenga dim=2:

(0.0i) =
——
dim=2
dim=2
Ki %] o im=2
jgolgp dim=4 ,_*/_
=2 (kY Wienk + 2 i)
-« (K (WK + 55| =

( ) dis 1 oW
= e My 2 (Kﬁl)]i [(W) W*(mem + i eZ(Sw(Z)
P 12

<
o))
*
<
[

que en el limite Mp — oo se reduce® a:
g [OW*T
(@) = (K1Y, |55 | e
y que para el caso candnico Kij = 5ij, reproduce:

(@u0) =, [ O] o) = IV e

que era el resultado que obtuvimos para el caso SUSY N=1 d=4 candnico
y que llamamos ”Creek equation”, pero generalizado a varios supercampos
quirales.

Atendiendo a la generalizacién de la ”Creek equation” al reducirnos al
caso de SUSY no candnica partiendo de SUGRA, vemos que el funcional
semidefinido positivo © se generaliza de forma natural al caso SUSY no
candnico resultando ahora:

o . —1\m ow* i z i P —1\n ow* i z :
o [ ()], oo ()

Op*™

®Si no cancelamos las fases a(z) y dw(z) en el superpotencial, éstas aparecen
explicitamente en la ”Creek equation”

(0.0:) = (K1Y, {%} eile@)+ow (2))
(p*

15



10 La fase dy(z) en el superpotencial W (y)

Asumiendo la simetria del problema anterior en el plano z-y, podemos calcu-
lar la variacién del superpotencial W (p) a lo largo de la dimension espacial

zZ.

W (p)  OW(p) <3<Pi> _ OW(y) (kfl)j.aw*(ﬁf;*)_ei(a(l‘)+5w(z))
0z 0p; 0z 0p; b QI
———

7 Creek equation”

Entonces,

oW (p) (k1Y <3W(<P)> <3W*(<P*)> i(a(@)+0w (2))
. - €
"\ Oy dp*)

0z

Por otro lado, escribiendo el superpotencial de la forma W (@) = |W (p)]e?w (2),

+ilW(e)|

ow(p) _ O [IW(@) e @] 2 )

- 0z

35W(Z)} Sidw (2)
0z 0z 0z

Juntando ambos resultados:

i <8W(<p)> (8W*(<p*)> sila(@)+ow (2) _ {8W(<P)| +'L'|W(<p)85L(Z)} Jidw (2)

-1

Resulta enctonces que:

J <3‘g:0(:0)> <3W(;;£s]é*)> Gio@) _ [3|ng¢) HW(@&%&)}

(k1)

Este resultado ha de cumplirse para cualquier eleccién de «(x), pues
es arbitraria. Si tomamos por ejemplo a(z) = 0 (no hacemos la eleccién
estandar del superpotencial. Esto es, no cacelamos la fase del superpoten-
cial):

0 (5 (F5) - [P rwon =5

Si nos centramos en el caso candnico,

oW (¢) ‘2 _ [ (e)| dow (2)
D Bl e PR LAl »
valor real p.real p.imag

y vemos que al igualar las partes real e imaginaria, obtenemos que:
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Op;

)

e W _ 5

W (p) |2
0z

86 z x2 ) *
o [W(p)| Y?Vz( )~ = dw = constante = %
[W ()]0

Por lo que vemos que la fase del superpotencial no cambia de un punto a
otro al considerar SUSY N=1 d=4 canénica.

11 Meétrica de Kéhler general (dependiente de los
campos), K (¢, %)

En esta parte vamos a introducir en la teoria una métrica completamente
general que dependa de los campos en lugar de ser una métrica constante
como habiamos hecho en el caso anterior. Esto generaliza varios conceptos
de los que hemos visto.

Vamos a prestar mucha atencion a la notacién con el fin de aclarar todo
lo que se expone, asi como las novedades que surgen de generalizar la métrica.

Como vimos, todo depende de la funciéon G(y;, gp*j) y de sus derivadas.
Esta es la funcién de Kahler, la cual definiremos ahora de forma general
como:

Gy 0™) = T(pi, ™) + Ln|W (9)|* = K (i, ™) + Ln|W (p)|?

donde

K(gie*?)

o J(pi, ) = —3Ln | B — | = K(p;, p*7)

e W(p) = Es el superpotencial de la teoria que estamos desarrollando.

Luego para hacer una teoria en SUGRA N=1 d=4 hemos de escoger una
funcién K(p;, ¢*™’) y un superpotencial holénomo W (y).

Las magnitudes que aparecen en el Lsygra se definen como:

i — 0G(pip*)
* &=

J— aG(‘plaW*])
* Gj= “opi

i — 0G(pie*T)
* G = Dpidp*i

17



En la teoria que se desarrolla tenemos:

e W(p)

o K(pi, ") = K jpip*

donde la métrica de Kahler, K ;(p, "), ahora si depende del punto en el
espacio de campos.

Operando obtenemos la generalizacion de lo que obtuvimos antes, pero
esta vez con K — K:

‘ 2

i _ 0G(pie*) _ i 1 W
° G'= Op; =K'+ [WI[2 dp;

.« G = 0G(pi ™) _ K+ L o|w|?

- e T W12 dp*i
i 0G(pi*t) i
° Gj —  0pi0p*d T Kj

o 0=l W2 = Kiew w2
donde:

~ ~m
e K=K , omp™"

. S s 1 im
e K'= 78[((;;’:9 oK W+ K ome™"
= 0K (i, ~m * m .
. Kj=%=Kj<ﬂm+Kj n Pme*"
ki — 8K(<p“g0 ) f( f(“n K *1 f(l m %M
L i 8(,018(,0*J + 7 Pm + n 2 + n Pm P
Para esta eleccion de K((pz, 7Y, el potencial escalar toma la forma:
Vigig) = 9 [-3+Gi(GT),¢7] =
o LOW
= { lW( Ji(K) + (K)iW* ==+
Pi

v (kyw O 8W]3w2}.

830“ aw*z’ 8(,0]

Este potencial® se puede reescribir de una forma més clara definiendo
una “derivada covariante en el espacio de campos”. Esta nueva derivada

50Observar que ahora estamos considerando todos los términos del superpotencial W
sea cual sea su dimensién. La teoria es SUGRA N=1 d=4 y no hemos de tener en cuenta
la renormalizabilidad de la teoria.
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reza:

DiW*EeK[ 0 (ekW*)} W™ kwr

aw*i = 8(»0*2
DIW = e*f( [i (ef(W)] = 8—W + K'w
dp; dp;j

y la expresién para el potencial se expresa como:

Vipip) = e [(K1) (Diw™) (DIW) — 3w |

Entonces el Lagrangiano escalar de SUGRA N=1 d=4, reza’:

Lacat = 1" K'5(Dyupi) (Do) — X (K1) (D;w*) (DIW) = 3[w[?]

La clave al generalizar a métricas de Kahler dependientes del punto en
el espacio de campos es que se generaliza el resultado que obtuvimos para
métricas de Kahler constantes:

~ ~m
e K=K , pmp™

~im

.. =1 ~1
—_————
término extra
~ ~m ~ m T ~m
.Kj:KjQDm+an30m§0 #Kj(ﬂm
—_—— ——
término extra

~ ~im ~ ~i m

términos extras

Estos términos extras se anulan para el caso de métricas de Kahler con-
stantes en el espacio de campos y recuperamos los resultados anteriores
antes de que tomasemos el limite Mp — oo para recuperar SUSY N=1 d=4

no canénica8.

"Para campos escalares, D,p = 0,
8Siempre estamos en el caso non-gauge
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Este nuevo Lagrangiano general que hemos obtenido, generaliza de forma
natural la ecuacién movimiento y la ”Creek equation” para los campos es-
calares ahora ya en una teoria con métricas de Kahler dependientes del
punto en el espacio de campos. Utilizando la nueva expresién general para
el potencial escalar (y manteniendo la simetria del problema en el plano

z-y):

e Ecuacién de movimiento

g d K -—1\m * n
K502 = o {e" (K7 (DnW) (D"W) = 3w ]}
o Creek equation®
(0.0 = e (K1Y, (D W)

En el caso general en el que estamos ahora, la fase del superpotencial variard

con la coordenada z.

Con esto termina la generalizacion de SUSY N=1 d=4 candnica al caso
no candnico en el espacio de campos escalares de la teoria.

12 D —terms y su contribucion al potencial escalar
de la teoria.

Al introducir interaccién gauge entre los supercampos quirales (mediada
por un supercampo vectorial), aparecerd una nueva aportacién al potencial
escalar SUGRA que viene dada por:

Volen o) = 50 Re {151} ['() 7 05] [Gth )]

donde () son los generadores (hermiticos) del grupo gauge.
Utilizando el resultado que obtuvimos antes:

i _ 0G(pi™) i 1 W2 _ Diw
G == =K e =W

_ 9G(pi™) _ 1 _ow)? _ Diw*
* Gj “opi— = Ki T mE e = we

i 0G(pip™l) _ i
¢ Gj 0p;0p*d _Kj

podemos escribir el potencial escalar que aparece al considerar inter-

accidén gauge como

D'W
W

B g
(t )i](Pj

*] 1 — ayJ
Vplpi ™) = 59" Re {f,)'} [ ()0

“De nuevo estamos tomando a(z) = 0.
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Si consideramos el caso fop = fdap — f@l = %5@, el potencial escalar

gauge queda de la forma '°

V(i o*?) =

2
1 1 D'W ;
g —R, ta '] ] -
9 P{f}%: Re{f} W g( )z Pj
,Z'n;l
| 1 pw \’
= §Re{f}§a: (lRT{f}VnZ> =
]‘ a a
- 5Re{f}ZD D
donde hemos utilizado D® = —iRe%f} D;VW U

Utilizando ahora la condicién de invariancia gauge del superpotencial

W

obtenemos

Wint =0

azii

1

Re ()

i, a

Por tanto, hemos deducido un Lagrangiano para la parte escalar de la
teoria SUGRA N=1 D=4 que tiene la siguiente expresién:

[

TRelrr

Lscal = ﬁ“ukij(Du%)(Duw*j) - eK {(

- e (-

a

K=Y (0w*) (DIw) = 3jw?] -

2 .
) donde n; = ig(t“)i]%-

13 Variables del Moduli Space. Mesones

Partiremos de un grupo gauge G y de un contenido de materia que vive en la
fundamental/antifundamental de G (dim = N,). Consideraremos en primer
lugar el caso massless para el contenido de materia y luego el caso en el que
un término explicito de masa se anade a la teoria. Como contenido de mate-
ria tendremos ®,, <i>i, dondei,i=1,... , N siendo N el niimero de flavours.

050 =igAu,(t"), v; = Au
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Los ®'s son supercampos quirales, cuyas componentes escalares (que
denotaremos mediante ¢) tomarian un v.e.v para definir el ground state
de la teoria. Como es habitual, no utilizaremos las componentes escalares
propiamente dichas como las variables del moduli space. En lugar de éstas
(que NO son invariantes gauge), utilizaremos una redefinicién de ellas en
funcién de mesones y bariones (que Si son invariantes gauge).

(¢) — (M), (B),(B)

La simetria (global en el espacio de flavour) de la teoria a nivel clasico
es
SUL(Nf) X SUR(Nf) X UA(l) X UB(l) X UR(l)

(N1, Ne = Ne
¥ frds L ds Nf

~ o Nf*Nc
- |1,N¢ 1, -1, ————
2 (7 fa b ) Nf )

donde ¢,p los entenderemos como vectores del espacio de flavour con com-
ponentes @;, "

Veamos los grupos unitarios propios de la interaccién de materia (su-
percampos complejos). Vamos a estudiar la posibilidad de que se genere o
no un superpotencial de forma dindmica que me rompa la degeneracion del
ground state en la teoria clésica.

con

14 Superpotencial generado dinamicamente
(SU(Ne) / Ny < N)

Veamos los grupos unitarios propios de la interaccién de materia (supercam-
pos complejos). Vamos a estudiar la posibilidad de que se genere o no un
superpotencial de forma dindmica que me rompa la degeneracién del ground
state en la teoria cldsica.

o Materia massless.

El 1inico superpotencial compatible con la simetria a nivel clasico es:

1
ASNCNf> Ne—Ny

Weff = CNC,Nf (T|

donde A es la escala de la teoria generada dindmicamente.
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El moduli space de la teoria es descrito en término de mesones M
invariantes gauge:

M;j:¢;®‘:0j
O=p= (al,"',aNf)

con a; tomando un valor cualquiera.

> Si obtenemos el potencial escalar para el Wy, éste tiende a cero
cuando |[M| — oo de forma mondtona, por lo que no rompemos la
degeneraciéon del ground state. No hay minimos.

Materia con masa.

Consideremos un término de masa explicito en el superpotencial:
Wiree =TT {mM} = mle]z
tal que

A3Ne—Ny

qull = Weff + Wiree = CYNC,Nf <|T

Ne—Ny
) +Tr{mM}

Si buscamos configuraciones que preserven SUSY:

oW |,
[ 8M2j J(M)

obtenemos

(343) = (s (),

> Encontramos N, soluciones correspondientes a las N, ramas de la
raiz de un nimero complejo.

En ambos casos un célculo detallado nos lleva a que Cn, v, = (N — Ny).

15 Superpotencial generado dinamicamente para

n condensados

Vamos a considerar la presencia de n condensados de squarks asociados a n
grupos gauge SU(N,,) existentes en el grupo de simetria gauge de la teoria

G = [ﬁl SU(NQ)] x Uy (1)
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donde el indice a corre sobre los distintos grupos SU(N,) de la teoria.

El superpotencial total de la teoria tendra una contribuciéon con ori-
gen en flujos y una suma de superpotenciales no perturbativos generados
dindmicamente debido al regimen de confinamiento en el infrarrojo de los
grupos gauge SU(N,) de la teoria

n
W=Wy+ > WiP

a=1

que reescribiremos de una forma méas compacta como
n
wW=> W,
a=0
donde Wy es el superpotencial que aparece al considerar flujos.

Si escribimos el contenido de materia como campos escalares complejos
que poseen dos indices, a que designa el grupo gauge SU en el que el campo
se transforma en la fundamental (siendo singlete para el resto de los grupos
SU) y iq que designa el niimero de familias (réplicas de flavours) que posee
el a — esimo grupo SU, llegamos a un Kahler de la forma

K = -3Log (T +71") + (d’T)aia ($aia + @T)aia (a)m'a

donde

a=1,...n

io=1,...N;

o7

Entonces

W = W, + i Wa ((¢)m’a = (a)aia ’T>

a=1

Utilizando la expresion del superpotencial no perturbativo generado dindmicamente
para un unico condensado de squarks, podemos generalizarla imponiendo
indices como:

1
Nafoa

1 _
Wa‘a#[} = (NOé - Nfa) Nra — e CaT

[T = (ad)) Qg

47I'KNa
No—Ny,

donde C,, =
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Ahora bien, como estamos en la fase confinante, sabemos (Seiberg) que
(Pain) = <$Ma> lo que se traduce en

K= 3Log (T+711) +2(4") " (#).,

Redefiniremos (normalizacién) los campos de tal manera que no arrastremos
el factor 2 durante todo el cdlculo. Esto tiene consecuencias en la forma del
superpotencial generado dindmicamente y en el cdlculo de los D — terms

que veremos al final. La redefinicion que hacemos es:
¢ — i

V2

lo que hace que el superpotencial resulte ahora, para el caso de flavours
degenerados en cada grupo gauge que es el que nos interesa

W= Wot > Wa(9),.T)
a=1

con

1
N No—N
2™ a ) T e —caT

(%) Mo

16 F —terms parael caso G = [[12_, SU(N,)|x Ux(1)

Wa‘oﬁéo = (Na - Nfa) (

Vamos a hacer un andlisis sistematico de todos los modulis que tenemos en
la teoria. Para ello, utilizaremos las siguientes cantidades:

ow " OW, -
“or = 2 or ~ (€
ow " oW, -2 1
«—  — Z B _ W,
I Paiy ) B=1 0Paig (No — Nfa) Paia
e moduli T
ow
DW= 8T+KTW Z W)Wo + Krp Wo—i—ZW
a=1
= KrWo+ Y (Kr—Co) Wy = KrWy + Z XFWa =
a=1 a=1
= Z X%Wa
a=0

donde x3=Kr—-Co y Cop=0.
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e moduli ¢,,,

ow
D¢, . = _ =
(‘Paza) 8 (Pala (‘Paza)
1 n
< N Nfa ) go(lia “ + ((p‘“ﬂ) " +,6;1 6
= W+ Ky, Wy + Ws | =
> (7)o i >
-9 58
= i + i = W =
e Z( o <(N6—Nfg)> %) ’
= K‘Paia WO + Z Xgaia Wﬂ =
ps=1
n
= Z Xgaia Wﬁ
B=0
donde 5
-2 )
B — a
X i K aig +
pote ( ’ <(N6 _Nfﬁ)> %)
Entonces, hemos llegado a las expresiones compactas:
n
oDrW =Y xhWs
B=0
n
Do W =D X, Ws
B=0
Para calcular el potencial escalar debido a F' — terms es:
[ S 2 .|
Vi =eff [( Dt DrW P+ Y Y (K %m@ ‘ faia WIT = 3|W| J
a=1i,=1

Tenemos que calcular de forma general

n

n
5
DeW[* =33 "x] X\ W W)
v=06=0
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n n
1)
D)W = 30 3 X Xt WA WS
v=06=0

n n
W= > w,w!

v=06=0

Si pasamos a polares W, = |W e

n n
) ; _
DrW 2 =375 xd x| W || Wyl 00
v=0§=0

n n
[ i _
D loniad WP = D0 D X Xt Wi W)
v=0§=0

WE = 303 W W) =
v=0§=0
— Z |W(,-|2 + Z 2cos(0, — O5)|W, || Ws|
o=0 v<d
donde N
-2 [27rk T+ zf: B g
Na — Nfa [ Nq azaJ

ia=1

0o

Estamos haciendo:
0
go(lia = ‘(paia‘ e e

T=t+:r

Estas expresiones son para el caso mas general que podemos tener.

Veamos de forma explicita

-3
Kr=——"-—-=K
T ryrh T
3
Kert = g

iy

K(‘paia) = ((700420)1' ; K((pf ) = (goﬂia)

(Pain)(@h;,) —

27



Teniendo en cuenta que ky, € R — Cc = Cf — x| = x'7+ vemos que

g ) v
X3 X't = xp x'

con lo que podemos escribir un coseno en la expresiéon de DWW debido a la

simetria.

n

n
IDrW[* =3 () IWol? + 32 X3 Xrcos(6y — 05) W, || Wi

o=0 v<0
n o n 5
i(6—0
| (‘Paza W‘Q = Z leaia XT‘PTaia ‘W'YHW5|€Z( K 6)
7—06*0
= le%m\ Wol? +Zx%,a wfm. W, [[W]e'
v#6
W|? = Z W |* + 22009 05) W, |[Ws|
y<4

Si utilizamos la forma explicita del Kahler obtenemos

n

|DrW? =Y (Kr — C°)* W, > + zn: 2 ((KT — O (K7 — 05)) cos (6,

o=0 v<4d
n 4 5{7
(Paia) UZ;; (¢aia) (Ny — N2 |0i, |2
967 K, . K i
_ [0} (ﬁaza) + ((paza) ‘WU‘Q_‘_
(No — qu) ((,DM-U) (¢ei,)

n

4 6160

(2)

—0s)

05) W, |[Ws|

Y70

9 63& K((Paia) + 62 K(‘P:r“'a)
- e
(Ny = Np) (ol ) (No = Ngy) (9si5)

n 4 1
_ K ‘ 2 W 2 W, 2_
1K (pnin)] Z| ol + (Na — Ny )Q\soaia\Q' °
2
) 9 —05)\W,||\W, ZNEEEN Y
+ | %m| Z ms 6)\ H 6‘ (Na*Nfa)

<0
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O Wi =

4

s Wal® +

(Na = Ny,)

W Z 2¢08(0, — 04)|Wy |
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Entonces ya tenemos todo para construir Vi para nuestro caso general:

n Nyq
Vi o= ef [(Kl)mDTW2+ SO ET, ID%iaWIQ—i%WQI =
a=1li,=1 *
300 n Nfa 2 2 n - 2
_ (o0 S ) [ (42 3 ((_3) —o°> W
3 )\ &= 2t
+ znjz (((—3> —C”) ((—3> —c5>> cos(0, — 05)|W,||[Ws| | +
2t 2t 7 7
<9
n Nfa n 4 1
+ Paiq 2 W, 2 + W, 2
azz:liazl <| | UZ:O‘ | (Na = Ny, )? “Paz’a|2| |
4 n
o I Wal® + lpain|? D 2c05(0y — 05) W[ [Ws| -
(Na _Nfa) ')’<5
2 n n
— ) — — 2 9 —
A _Nfa)|Wa| > 2cos(0, Qa)Wg|> 3 (UZ_O|W(,—| —i—% cos(0 — 05)| W, || W3]

ot

donde, para el caso de flavours degenerados en cada grupo gauge

2Nfa
Wﬂ‘a#ﬂ = (NOé B Nfa)

=2
- Ny — Ny,

(e}

Ark
c, TENa

Estamos haciendo:

N
(03) "=

1
No—N
> a7 e o—Cat 4iba

27kn, T+ Ny, 9a)

" Na- Ny,

Pa = |‘Pa| eiﬁa

T=t+:r

Vemos que, para el caso de que cada grupo esté degenerado, el ntimero

1
de fases que tendremos es %
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eCaso n =1 con los flavours degenerados.
eV lerl?

A= T]Vf1|<P1|2|WO\2

+ (lﬁﬁkNlt)(Nl — Nf1)+

2 —2_ 87k
eNfl“Pl‘ ( 9N >N1Nf1 pile—x}l [(SWkNlt)Q
’ 3

Np lerl? N NNy _ ANy

e 2N 171 —

= 5 N e M7Vp 9 ‘Wg| [8WkN1t+Nfl|(p1|2(N1 — l\ifl) — 22Vf1}
8t: [ZNE

eCaso n = 2 con los flavours degenerados.

N lp1 P+ Ny, oo

A= o (N7 ler? + Ny o) [Wo

Ny le1?+Ny, |2 ]? 9Ny leNf _ N 8k, t)?
e 71 2 < 1 ) 1 e Ni-Njp [( TR N, ) +(167TkN1t)(N1 _Nf1)+

8t3 |(p1‘2Nf1

N 2
o (IO - Ng) —2)" 4 (- NNl

16W/€N2t)(N2 - Nfz)‘l‘

- D - E— ™

eNfl“Pl‘z‘l-NfQ“P?‘z 2Nf2 Ny—Ny, P*éf—xz (871’kN2t)2 +(
8t3 |(P2‘2Nf2 i

Ny,

|p2]?

2 2 2 2
(Ieal? (N = Np,) = 2)" + (Ny = Ny, )Ny, [ |

ej'f “Pl‘Q‘H‘f “P2‘2 fZNf lel“ ,L N
1 2 1 f1 leNf

e 1 2 |\W 8k t)+
8t3 <| 1|2Wf1> ‘ U|[( Ny )

+ (N1 = Np)(Np, 12 + Ny, o) — 2N,

Ny le1*+Ng, o2 |? 9Ny NNy, iy
e 1 2 2 fa Ny-Ny

> 2 2 |W 8wk, 1)+
813 (QP22Nf2> e | 0| [( 2 )

+ (Na = Np)(Npy 12 + Ny, (o) — 2Ny,
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N 2 N 2 N —Lr_ Ak py N —1 4k py
e f1l0112+ Ny, o] 28N f1 Ni—Ngp 1 2N f Ny—Njyp, Ny
G _ e leNfl e e N27Nf2 2 .

8t3 |(P1‘2Nf1 |(p2|2Nf2
[(swkNlt)(N2 — Ny,) + (87kn, t) (N — Np,) + (Ny — Np, ) (Ny — Np, ) (N, lo1]? + Ny, |@2]?) —
87t)2kn kn.
a0 ) o — )+ B ]

Entonces, para estos dos casos que son los que nos interesan:

e Cason=1
Vi =(A+ B)+ C cos(0y — 01)

e Cason =2

Vi =(A4+B+C)+ D cos(fo— 61) + F cos(6y — 02) + G cos(6; — 02)

17 D —terms para el caso G = [[I'_; SU(N,)|xUx(1)

Vamos a suponer que cada campo de materia transformandose en la funda-
mental de SU(N,) es singlete de los SU(Nﬁ)\B;m y que el moduli 7" no se
transforma gauge bajo ninguno de los SU(N,) Ya.

Ademds, como los grupos gauge estan en la fase confinante (I.R), vi-
mos que (¢a;,) = <$Ma>, lo que hace que, al transformarse en las repre-

sentaciones fundamental y antifundamental (respectivamente), no se genere
D — term para los SU(Ny).

Todo queda pues a calcular los D — terms que genere el Ux (1) anémalo
de la teoria, bajo el cual, todos los campos (incluido el moduli T) estin
cargados:

n Nfa

— _ X X
D = DX - RP{fX} [Z Z ¢MQ ¢aia) + KTT]TJ

a=1lig=1

donde fx = g—’;T.

Ahora bien, como el Ux (1) no transforma ¢q;, y @,;, con cargas op-
uestas, habr que tener en cuenta que el Kahler a tener en cuenta NO es:

K = —3Log (T +T) +2 (</)*)Ma (#) ai.,
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sino

K = ~3Log (T +T") + (¢T)aia ()i + @T)Ma (a)m'a

Definiremos la transformacion de los campos bajo el Ux (1) como:

X .
Main) = M(aia)Plaia)

X — =
i)~ aia) Plaia)
0
x _ 06
nr =1 5

Los D — terms que tenemos son:

. 1 X 27 9
D(‘i)m‘a) = fziRe {fx}K(¢aia)n(¢aia) = <m) Q(aia)‘d)(aia)‘

1 X (27 _ - 2
D(gaia) = —Z—Re {fI}K(Eaia)n(aaia) - (k_xt> Q(aia)‘qs(aia)‘

o=ty - () () (%)

Entonces:

2
1 " — 1 36
Vb = §R€ {fI}DQ = kixt {Z Q(aia)‘¢(aia)|2 +a(aia)|¢(aia)|2 - <§> < 2(;5‘)}

Il
S
ey

2
&
~_

y como (¢ai,)

2

Vb = kixt [En: % (dain) T Tain) | Pain)” — (%) <352(;S>}

a=1lis=1

Haciendo de nuevo el cambio de variable (normalizacién) que hicimos en

el céilculo de los F' — terms
d) — i

V2
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obtenemos la expresién definitiva de los D — terms como expresién de los
mismos campos que teniamos en los F' — Terms

[ n Nfa

2
[Z Z (9(ain) +q(aia))|(p(aia)|2 _ <3(;(t;5>}

Vp =

m
4kt

a=1i,=1

18 Programa en Mathematica: Caso de 2 conden-
sados.

El programa que se presenta es el original en formato .ps que se obtuvo con
Mathematica
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19 Apéndice

o Convenciones gauges
- [taa tb] = Z'fabctc
— Dyupi = 9upi +igAl(ta) o
- Du'l:bi = u'l,bi + igAZ(ta)i]'wj
— DA = 0N +ig AL (i fape) A = OuA® — gAL (fabe) A
— Lyy = —3Tr{F,, F"} = —1F,, F"
- Fj, = —é[Du, Dy] = 0,A} — 0, A}, +ig[Ay, Ay] = 0, AL — O, A —

*gfabcAZAi

e Transformaciones gauge de los campos ordinarios
— ¢ = 9 Aua (1) pj = dp; = igAua(ta)ij‘Pj
= g = 9 gy Sy = ig Ay, (1)
- A’Z = A+ 0,A" + gfabcAbAZ

e Transformaciones gauge de los supercampos quirales
— B} = ¢ 208" B 5 §O; = —2igA, (1) B,

20Vt — 2ighl(t)) L 20Va(t)] | 2igha(t)]
e Desarrollo de Baker-Hausdorff

V'~V = (V' -V)+
1

+ a[(V’—V)VH/(V’—V)]Jr
+ %[(V’—V)V2+V(V’—V)V+V2(V’—V)]+...

se anulan en el WZ gauge

entonces,
1
Vivy = Vivz +i(A = AY) + S [Vipz,i(A — AT)]

donde, sustituyendo
Vwz — QQVVIII/Z (ta)

l(A + AT)WZ — i2g(Aa + ATa)Wz(ta)

y utilizando [tq, 5] = @ fapctc, llegamos a

Al = A%+ 0" + g fapc A A,

34



e Términos que aparecen en el Lagrangiano

o[W + h.p
1 a « 1 a v ya Tty 1 aa
ocs WEWS + hlp = =2 P, FIY +iX'0" DA, + 5 DD

o [@f XY o] = (Dl!) (D) + ot Dly + FIF +

+ V29 (¢ (ta) A" = Plta)e A*) + 9o (o) D"

D

e Fcuaciones de movimiento para el campo escalar complejo

¢ La ecuacion de movimiento para una coordenada generalizada ¢
cuyas derivadas aparecen en el Lagrangiano hasta orden n) es:

> d™ [ 0L
S:/dtL ¢.6.q") — S (-1)"— <—):0

¢ Generalizando esto al caso de un campo escalar complejo ¢ y par-
tiendo de su Lagrangiano (tomando 7,, = diag(+1, -1, -1, -1)):

L = (0u0)(0" ") = V(p,9") = (00) (0o™) — (0i)(0i") — V (g, ¢")

¢ Si realizamos la transformada de Legendre, llegamos al Hamiltioni-
ano:

oL .
aong) P

H = (0op)(0o") + (i) (0ip™) + V(p, )

m =

con lo que vemos, que en el caso estatico dyp = Jyp* = 0 encon-
tramos que
Lstat = _Hstat

© Si sacamos las ecuaciones de movimiento del Lagrangiano, podemos
verlo de dos maneras equivalentes:

— Utilizando L = (9,)(0"¢*) — V (g, ¢*)
L V(e ")
dp dp

oL i}
o (W) -
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entonces

— Utilizando!! L = —p(0g*) — V (¢, ¢*)

oL
O <8(8uso)> -0

°(a@m) =

entonces oL
EOM — — =0
Oy
. OV(pp")
o En el caso estatico (Lsyqt = — Hgiqt), la ecuacién de movimiento
que podemos utilizar es:
a}Istat -0
Iy

" (0up) (0" ¢7) = 0u(p(0"¢")) —p(Op*) = ¢ =06 (8*9") = 0 = (duyp) en la superficie
——————

sur face term
frontera de integracién.
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