Mecanica Cuantica: Hoja de ejercicios n? 3.
A entregar el dia 25 de octubre de 2012.

1. Dado el operador de posicion Q, calculad su representacién en la imagen de Heisenberg,
Qp(t), usando el hamiltoniano de la particula libre.

En ¢t = 0 fabricamos un estado de incertidumbre minima, es decir un estado |¥) tal
que AP AQ = h/2, y lo dejamos evolucionar con el hamiltoniano de la particula libre.
Demostrad que

AP(t) AQ(t) = 1 \/ L 2P Ay 1)
2 h?m? '
Pista: Usad la relacién (¥ (t)|Q[¥(¢)) = (V|Qu(t)|¥).
2. Dado el oscilador arménico con los operadores A, AT y N con
IN,A] = —A | [N,AT} — A [A,AT] — 1, 2)
definid el estado |z) como un autoestado del operador A, es decir A|z) = z|z).

a) (Por qué podemos asumir que z € C? ;Puede |z) ser un autoestado del operador
AT?

b) Usad los autoestados del operador N, |n), para demostrar que

2) = ponzoj%\m — o exp (A7) [0) (3)

donde pg es una constante de normalizacion.

¢) Usad la asociacién usual de un bra a un ket para ver que
o0 Zn
zl = po —— (n| = po (Olexp (ZA) , 4
(2] p;mH po (0]exp (ZA) (4)

y usad este resultado para hallar, fijando la fase a ser la unidad,
po = exp (—|21>/2) . (5)
Pista: Usad la formula de Glauber, ejercicio 5d de la primera hoja de ejercicios.
3. Dado el estado |z) del ejercicio anterior

a) Verificad que

(P) = v2hmw Re(z) y (Q) = _”% Im(z) . (6)

b) Demostrad que el estado |z) es un estado de incertidumbre minimo, es decir que

AP)AQ) = = . (7)



c¢) Definimos la evolucién temporal del estado |z) como |z(t)) = U(t)|z). Demostrad
que

Al2(t)) = ze7™" [2(1)) . (8)
d) Calculad (Q)(t) = (2(¢)|Q|z(t)) y (P)(t) = (2(t)|P|z(t)), asumiendo que Re(z) = 0.
e) Usad el resultado del apartado d), para demostrar que el estado |z(t)) es un estado

de incertidumbre minimo para cualquier .

4. Considerad de nuevo el oscilador armoénico y definid la funcién de onda asociado al
estado |n) como ¥, (q) = (g|n). Demostrad que

= (VY ek (2 _ mw
Un(e) = ooy (ﬂ) exp (=p/2 ¢°) Ha(Vig), p=—, (9)
donde H,, es el n-ésimo polinomio de Hermite,
H,(z) = (-1)" e 9" e . (10)

5. Considerad el problema hamiltoniano del potencial de Pdschl-Teller con superpotencial
W@ = 2tanh(q). Como sabreis el espectro discreto de este problema se compone de 2

estados y a las funciones de onda asociadas les llamaremos \IJ(()Q) y \Ilgg). Usad el resultado
anterior para demostrar que las funciones de onda normalizadas son

V3 3 sinh(q

v = YOy el = 72( ) : (11)
2 cosh?(q) 2 cosh®(q)

donde elegimos las fases a ser 1.

6. Considerad el problema con superpotencial W®) = 3tanh(q) y hallad la forma funcional
de las funciones de onda \I/(()?’), \11(13) y q/g3) (no hace falta normalizarlas!).

7. Introducimos la operacién de paridad, II, como IToqg = —¢q y definimos su actuacion sobre

una funcién cualquiera como Il o f(q) = f(Il o ¢) = f(—¢q). Como pueden comprobar

facilmente, las soluciones del ejercicio 5) satisfacen II o \Ill(f) = (—1)* \Il,?). Demostrad

que las funciones de onda \Ill(cn) asociados al superpotencial W) = ntanh(q) satisfacen

Tow(™ = (—1)F v{" | (12)
8. Considerad los operadores F y F! que satisfacen
2
{F,FT} —1d , F? = (FT) ~ 0. (13)

a) Definid el operador Ny = FIF y demostrad que [Ng,F] = —F y [NF, FT] = Ff,
b) Hallad el espectro del operador Np.



